A. Veneziani
Informatica – classi prime -  Operazioni binarie e conversioni tra basi

Circuiti elettrici e sistema binario
Sebbene alcuni calcolatori del passato abbiano cercato di simulare il sistema di numerazione decimale tramite circuiti elettrici, è indubbio che il sistema di numerazione più semplice da trasporre su un circuito elettrico è quello binario.  Tale sistema si basa solo su due cifre possibili (i famosi 0 e 1) e analogamente in un circuito digitale binario si avranno solo due stati possibili di tensione, che corrispondono alle due cifre del sistema binario stesso.

Semplici circuiti a controllo manuale che implementano circuiti  che realizzano le funzioni logiche AND, OR o NOT sono riportate a pagina 33 del vostro libro di testo, in una sezione già da tempo assegnata da studiare.  
In analogia con tali circuiti è possibile realizzare, o tramite relè, o tramite dispositivi elettronici (valvole, transistor, circuiti integrati), dispositivi controllati elettricamente, e quindi che operino non manualmente, realizzando reti logiche e circuiti logici più complessi per diversi scopi.
Si spiega così il perché sia importante imparare le operazioni di conversione tra la base decimale (normalmente usata dagli umani) e la base binaria (usata dai circuiti dei calcolatori e altri dispositivi digitali).  Si deve infine ricordare che con il termine digitale si intende qualunque dispositivo che svolga le sue funzioni basandosi su valori numerici esplicitamente rappresentati, ossia che rappresenti numericamente le entità sulle quali opera.  In questo senso quindi qualunque calcolatore è un dispositivo digitale e ogni dato, grandezza, proprietà, elemento da esso elaborato viene in ultima analisi espresso come una serie di numeri.
Tabella di conversione e ordinamento dei binari
La tabella seguente dà la corrispondenza tra i numeri binari e quelli decimali per le prime otto cifre:

	binario
	decimale

	0000

0001

0010

0011

0100

0101

0110

0111

1000
	0

1

2

3

4

5

6

7

8


La corrispondenza tra i due insiemi (naturali da un lato e decimali dall’altro) è  basata sul fatto che tali numeri sono ordinati nei due sistemi.   La relazione d’ordine (ossia la regola) con la quale sono ordinati i naturali del sistema decimale è nota (tutti sanno che 7 è maggiore di 2).  Parallelamente esiste una regola per ordinare i binari, ed essa è sintetizzabile in queste regole:
1) Il numero più grande tra n1 e n2 è quello che, allineando i numeri sulla destra,  risulta avere la cifra 1 più a sinistra

2) Nel caso la prima cifra 1 sia sulla stessa colonna per entrambi i numeri, la regola (1) và ripetuta escludendo la colonna suddetta.

Facciamo una semplice prova sempre con le cifre 7 e 2;  7 corrisponde a 111 e 2 a 010, quindi 7 ha un 1 sulla terza colonna, mentre 2 ha il primo 1 sulla seconda colonna.  Ne consegue che 7 è maggiore di 2.  Confrontiamo ora 7 e 5; entrambi hanno il primo 1 sulla terza colonna. Dobbiamo quindi utilizzare il passo (2) della regola;  notiamo che escludendo la terza colonna, sulla seconda 7 ha un 1 e 5 ha uno 0.  Questo indica che 7 è maggiore di 5.
La cosa più importante che dobbiamo constatare dopo aver riflettuto su quanto detto è che il modo per mettere in relazione due insiemi ordinati, mantenendo le regole che definiscono il loro ordine, è uno solo.  Ecco perché, rispettando la regola indicata sopra, non è possibile associare i numeri binari e decimali in un altra maniera se non quella proposta.
Regola di conversione da binario a decimale – valore decimale di un numero binario
Inoltre esistono delle regole di conversione tra i numeri binari e quelli decimali che rendono tale tabella (e la sua prosecuzione a numeri successivi) sensata.
Infatti (in modo coerente alla regola di ordinamento precedente), se assegniamo ad ogni cifra binaria un “peso” , dobbiamo assegnarne uno maggiore per le cifre via via più a sinistra.
Ma quale peso dobbiamo assegnare a tali cifre ?

Per rispondere a questa domanda possiamo riflettere che nel sistema decimale ove le cifre hanno peso in base alle potenze di 10,  le regole di scrittura dei  numeri sono del tutto analoghe a quelle usate per  i numeri binari:

Esse sono:

1) I numeri qualunque siano vengono sempre incrementati partendo dalla cifra più a destra (è un incremento di 1)
2) Se la cifra incrementata è 0 essa diviene 1 e il procedimento finisce

3) Se la cifra che si incrementa e 1 si deve indicare 0 e mettere ad 1 la cifra di lato a sinistra

4) Passare al punto (2)

La regola espressa sopra è del tutto analoga a quella per scrivere in sequenza i numeri decimali.  Proprio perché le cifre sono però solo 2, il peso delle singole cifre non può essere una potenza di 10, ma invece si conclude essere una potenza di 2.

Infatti:

7 = 1 * 22 + 1 * 21 + 1 * 20 = 4 + 2 + 1 = 7
E così per tutti i numeri binari.  Per convincersi di ciò si osservi che nella tabella  riportata sopra tutte le potenze decimali di 2  (2, 4 e 8), hanno numeri binari corrispondenti in cui vi è un solo 1.  Siccome la cifra 0 chiaramente non ha peso, è ovvio che tale 1 ha un peso ogni volta di una potenza di 2 (ossia 21, 22 e 23 ).
Trasformazione inversa – da numeri decimali a numeri binari
Come immaginabile esistono delle regole anche per calcolare la corrispondenza tra numeri decimali e numeri binari.  A tale proposito bisogna sempre tenere presente che il sistema a tabella non è pratico per valori alti e del tutto casuali da trasformare. Si tratta quindi di trovare una seconda (dopo quella esposta sopra per la conversione binario -> decimale) regola di calcolo che permetta di ricavare questa corrispondenza in modo veloce e pratico.  

Come primo metodo mi ricollego a quanto detto sul libro di testo a pag. 13.
Il sistema proposto a pag. 13 del libro considera una serie di caselle.  Tali caselle vanno intese, nel loro significato ultimo come contenitori di una cifra binaria (di ordine più o meno alto a seconda che stia più o meno verso sinistra).   Scelto il numero decimale da trasformare si considerino tante palline in numero pari al numero decimale stesso.   Per cominciare il procedimento di calcolo, siccome la prima casella rappresenta il valore 20 = 1, inseriremo tutte le palline nella prima casella.  In realtà però questa disposizione seppur numericamente corretta è incoerente con le regole dei binari.  Infatti ciò che desideriamo ottenere è  che la serie di caselle abbia una o zero palline, coerentemente con i valori binari 1 o 0.   Dobbiamo quindi ridisporre le palline.
Spostare le palline però comporta il fatto che esse cambino di numero.  Infatti una pallina nella seconda casella pesa 21 = 2 e non 20 = 1.   Ciò ci fa capire che una pallina nella seconda casella (a destra) è equivalente a 2 palline nella prima (a destra).  Effettuiamo, in base alla regola “2 per 1”, spostamenti di palline dalla prima alla seconda casella finchè in quest’ultima non restano 0 o 1 palline, ossia un numero di palline coerente con la numerazione binaria. Si ripete poi per la seconda casella quanto fatto per la prima e così via. In questo modo alla fine si ottiene un numero binario che è il contenuto di palline nelle varie caselle; bisogna inoltre osservare che il numero di palline complessivo è diminuito fortemente.
Riporto qui sotto una possibile sequenza di queste operazioni per il decimale 10:

Per prima cosa inseriamo le 10 palline nella prima casella.  Infatti 10 * 20  = 10 * 1 = 10.   Queste palline originarie quando vengono spostate nelle caselle successive (non possiamo avere 10 come prima cifra binaria, ma solo 0 o 1), diventano 5, ossia si divide 10 per 2.  Infatti 5 * 21  = 5 * 2 = 10.  Ora cerchiamo di spostare altre palline più a sinistra.  Possiamo spostarne solo 4 (in quanto 5 non è divisibile per 2).   Ripetendo l’operazione per le due palline nella terza casella, si ottiene il risultato finale.  Tutte le caselle ora, infatti, hanno una o zero palline.  Il numero di palline rappresenta il binario corrispondente a 10 decimale, ossia 1010.  Si può infatti constatare che 1 * 23  + 0 * 22 + 1 * 21  + 0 * 20  = 8 + 0 + 2  + 0 = 10
Questa operazione non è altro che un metodo figurato del procedimento che effettivamente viene usato per  passare da un valore decimale ad uno binario, ossia ripetute divisioni intere per 2.    
Infatti svolgendo tale calcolo e rilevando via via i resti risulta:
10  \ 2 = 5   resto -> 0

5  \  2 = 2   resto  -> 1

2 \ 2 = 1   resto  ->  0

Considerando l’ultimo quoziente (chiaramente sempre pari a 1) e i vari resti a ritroso risulta infatti il binario 1010.

Somma binaria

Come è possibile effettuare operazioni di somma sui decimali, lo stesso è fattibile sui binari, con regole simili, seppur leggermente variate.
Le regole per la somma sono sintetizzate dalla seguente tabella:
	Addendo 1
	Addendo 2
	Risultato

	0

0

1

1


	0

1

0

1


	0

1

1

0

(Con riporto di 1)


   Vediamo in pratica un esempio:
    1 0 1 1 0 1 +
          1 1 0 0 =

-----------------------
    1 1 1 0 0 1

La terza e quarta colonna meritano una spiegazione.   La somma di 1 + 1 sulla terza colonna dà 0 come indicato nella tabella a lato, ma con un riporto di 1 sulla colonna a fianco.
Sulla quarta colonna si ha la complicata situazione di avere tre 1 da sommare (due delle cifre e uno del riporto).  Il caso non è previsto nella tabella sopra, ma il problema può essere facilmente spezzato.  Consideriamo innanzitutto la somma delle prime due cifre 1  (1 + 1) + 1.

Seguendo la regola si ha un riporto sulla successiva colonna e una cifra 0.  Effettuiamo quanto detto e sommiamo ancora.  Risulta ora 0 + 1, ossia 1.  Infatti è quanto abbiamo scritto.  In questo caso (1 + 1 + 1) il riporto è 1, ma anche il risultato è 1.  Si pensi, per esserne più convinti che 1 è pari all’ 1 decimale.  1 + 1 + 1 è pari quindi a 3 decimale, che infatti è in binario 11.
Per verificare il risultato è possibile trasformare tutti e due i numeri in decimale e poi calcolare la somma in decimale, ed infine poi ritrasformare il risultato ottenuto in binario.
Complemento a 2 – numeri binari negativi – sottrazione binaria
Oltre alla operazione di somma esistono anche nel sistema binario tutti gli altri tipi di operazioni presenti nel sistema decimale, e tra queste la sottrazione.  Sebbene è possibile realizzare la sottrazione con metodi direttamente derivati da quelli per il sistema decimale si preferisce ricondurre questa operazione alla somma tramite una serie di considerazioni e artifici. 
Innanzitutto parlando di sottrazione si estende il campo dei numeri binari anche ai numeri negativi. Fino ad adesso infatti abbiamo parlato di numeri binari il cui valore apparteneva all’insieme N, ossia degli interi positivi.

Considerando i negativi la forma più semplice di rappresentare di tali numeri con cifre binarie è fissare un numero di bit sul quale il calcolo sarà eseguito e riservare al segno l’ultimo bit della serie di bit considerata.  In pratica a questo punto l’ultimo bit è quello di segno (che esprime il segno) mentre gli altri esprimono il numero nel suo valore assoluto (ad esempio il valore assoluto di – 3 è 3, come quello di +3).  Questa rappresentazione però non permette di effettuare la sottrazione come somma.  
Si pone quindi il problema di quale altra rappresentazione possa permettere di usare la somma al posto della sottrazione per sottrarre due numeri originariamente positivi (appartenenti a N).
In realtà se si considera la rappresentazione  dei numeri relativi (ossia con segno) come una sequenza di questo tipo:

	Binario in completo a 2
	Valore

	0101

0100

0011

0010

0001

0000
	5

4

3

2

1

0

	1111

1110

1101

1100

 1011

 1010

 1001

 1000
	-1

-2

-3

-4

-5          

-6

-7

-8


La proprietà più importante da notare con questa disposizione di numeri è che la somma dei numeri opposti porta sempre a 0, ossia ogni binario in complemento a 2 è effettivamente il complementare del binario positivo corrispondente in valore.
Ad esempio:  
0101 è 5, e 1010 è -5.  La somma dei due produce (trascurando le cifre che vanno oltre quelle prese in considerazione (4 nel nostro caso):

       0101 + 

       1011 =

--------------------
     10000
vale a dire 0 (= +5 – 5) trascurando il 5° bit. Un'altra cosa che è opportuno osservare riguardo a questa tabella è che per ottenere, ad esempio, il valore di -1 partendo dal numero 1, si deve effettivamente seguire la regola indicata prima per il complemento a 2, ossia invertire le cifre binarie e sommare  1.  Infatti:  0001 invertendo diviene 1110 (ossia il negativo -2), e sommando 1 si ottiene 1111 (ossia -1).
Facciamo un esempio di calcolo, calcolando:   110011 – 1100  

dobbiamo fare il complemento del sottraendo:    1100 ->  0011 -> + 1 -> 0100  che và considerato come (…11)0100 aggiungendo gli opportuni uni.   

Quindi calcoliamo                           110011 +  

                                             110100  =  

                                         (1)100111  ->  il risultato è  100111, ignorando la cifra oltre la sesta.  Si nota subito che il risultato  è inferiore al numero di partenza.
Spesso però si preferisce calcolare questa operazione effettuando una ulteriore operazione detta complemento a 2, e utilizzando tale risultato, calcolare successivamente una somma.

L’operazione d complemento a 2 viene effettuata invertendo tutti i bit del numero considerato (compresi tutti quelli, per n cifre, antecedenti al numero, che vengono portati a 1) e sommando 1 al numero trovato.  I numeri in complemento a 2 di numeri positivi sono da considerare a tutti gli effetti numeri negativi, ossia numeri a cui è stato cambiato il segno 

Quindi si conclude che in pratica per effettuare una sottrazione binaria basta sommare il complemento a 2 del numero che si vuole sottrarre.  Vi è da notare che l’introduzione del complemento a 2 amplia il range dei numeri considerati ai numeri negativi.  Avendo quindi 8 bit per rappresentare gli interi, mentre prima si poteva rappresentare 28 (=256) numeri ossia i numeri da 0 a 255, con lo stesso numero di bit usando il complemento a 2 si possono rappresentare i numeri da -128 a +127 (l’ assimmetria tra questi due valori si spiega col fatto che tra i numeri positivi è contato anche lo 0).
Moltiplicazione binaria – shift dei bit – moltiplicazione per 2

	

	Fattore 1
	Fattore 2
	Risultato

	0

0

1

1
	0

1

0

1
	0

0

0

1


Anche la moltiplicazione è tra le operazioni che sono comunemente considerate anche nel sistema binario.  Usualmente si usano le stesse tecniche della moltiplicazione decimale.  
Vi è da notare che generalmente ci si trova, come nella moltiplicazione decimale, di fronte a somme con addendi multipli, che rendono più complessa l’operazione di somma.  In caso di dubbio basta considerare la somma multipla come spezzata ed effettuare la somma dei soli primi due addendi, poi sommare il risultato al terzo e così via.
Inoltre vanno considerate le regole per la moltiplicazione, riportate nella tabella sopra riportata.

Considerato tutto questo eseguiamo una moltiplicazione di prova:

10100 x

    110

       -----------------
 00000

          10100 -
        10100-

      -----------------
       1111000
Si deve anche constatare che moltiplicare per 2 o suoi multipli (4, 8 ecc.) è più facile in binario, così come è particolarmente facile moltiplicare per 10 in decimale (basta aggiungere uno zero in fondo al numero).  La moltiplicazione per 2 in binario si ottiene tramite uno shift (spostamento) a sinistra dei suoi bit. In questo caso viene aggiunto in coda un bit pari a 0.
Ad esempio:

101 x 2 =  1010  = 10         oppure     111 = 7 ;  111 x 2 = 1110 = 14

Analogamente bisogna fare l’inverso per dividere per 2.  Da notare che l’operazione è possibile in modo preciso (numero divisibile per 2), solo se il numero binario termina con 0, altrimenti esistono resti.   In questo caso lo shift da effettuare è verso destra e viene eliminato lo 0 finale.

Ad esempio:

1000 = 8 ;    1000 \ 2 = 100 = 4

Si noti anche per ultimo che l’operazione di moltiplicazione di un bit coincide con l’operazione logica AND su singolo bit in quanto le due operazioni danno medesimi risultati.

Conversione binario – esadecimale e viceversa

	Binario
	Esadecimale

	0000

0001

0010

0011

0100

0101

0110

0111

1000

1001

1010

1011

1100

1101

1110

1111
	0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

A

B

C

D

E
F


Rappresentare i numeri in formato binario in alcune situazioni è davvero poco pratico, questo per la lunghezza delle stringhe binarie (un numero decimale di poche cifre produce un numero equivalente binario con molte cifre) che rappresentano uno stesso numero, sia perché in binario è facile confondere zeri e uno data le lunghe sequenze, tutte piuttosto simili le une alle altre.

Per ovviare ai problemi di rappresentazione dei contenuti delle memorie, dei codici macchina, e di altri dati espressi in binario, ci si avvale di solito di sistemi di numerazione diversi, ma la cui conversione in binario sia definita da regole più semplici.

E’ questo il caso dell’esadecimale, un sistema di numerazione che permette una notazione più compatta e leggibile del binario, ma molto semplice da convertire in esso.

Alle pagine 16, 17, 18 del libro di testo sono reperibili ulteriori informazioni sulle conversioni tra esadecimale e binario e viceversa e sul sistema binario in generale.

I numeri esadecimali sono costituiti dalle cifre da 0 fino a 9, aggiungendo anche le lettere da A fino ad F.

In pratica si deve cominciare con l’osservare che un sistema in base sedici ha una base che risulta una potenza di 2 (a differenza di 10, base del sistema decimale, che non è una potenza di 2).   Questo comporta direttamente che un qualunque numero ad una sola cifra esadecimale sia esprimibile con un certo numero di bit.  Infatti dato che 16 = 24  una cifra esadecimale sarà sempre esprimibile con 4 bit.  Da questo si conclude che se stiamo operando con cifre di una certa lunghezza di bit (cosa usuale; ciò si indica come “lunghezza di parola”), si può essere certi di poter esprimere tutti quei numeri in esadecimale con un ben preciso numero di cifre esadecimali.
Per convertire un numero binario in esadecimale basta:
1) Spezzare in gruppi di 4 partendo da destra la sequenza delle cifre binarie.

2) Considerare che l’ultimo gruppo può non essere composto da 4 cifre (non tutti i numeri binari sono costituti da un numero di cifre multiplo di 4).  Aggiungere zeri di fronte alle cifre rimanenti nell’ultimo gruppo,se in numero minore di 4.

3) Utilizzare la tabella di conversione indicata qui, per effettuare il passaggio da binario a decimale di ogni singolo gruppo di cifre binarie.  

Per passare da un numero esadecimale ad uno binario si opera invece come segue:   
1) si considera ogni cifra del numero esadecimale e si scrive il suo corrispondente binario per quella cifra.
2) si accostano i numeri binari così trovati allo scopo di crearne uno solo.  Eventualmente si possono sempre non scrivere gli zeri che sono all’estrema sinistra nell’ultimo gruppo di cifre binarie.

Si noti che con questo procedimento tutto diviene più semplice perché ogni gruppo di cifre binarie viene trasformato in modo indipendente dagli altri.

Per esempio il numero binario 1101110 è equivalente in esadecimale a 6E.
Spezzando infatti il numero in gruppi di 4 bit risulta 0110   e 1110   ossia  rispettivamente 6  ed  E (si utilizzi la tabella di conversione sopra).
Viceversa il numero  5D2 esadecimale risulta uguale a:  0101  -  1101  -  0010  e quindi al numero binario 010111010010, che eliminando gli zeri in testa diventa:  10111010010.


Calcolatrice di Windows
Il sistema operativo Windows in tutte le sue recenti versioni (dalla versione 95 in poi) ha sempre come accessorio standard,  oltre a numerosi altri programmi di utilità, anche una calcolatrice, piuttosto orientata anche a calcoli utili alle scienze informatiche.   Si può constatare che tale calcolatrice (si veda anche la guida in linea della stessa) è capace di effettuare tutte le conversioni sopra riportate e altre ancora, effettuare somme, sottrazioni e moltiplicazioni binarie (oltre ad altre operazioni da noi non considerate),  di calcolare i risultati di operazioni logiche (And, Or, Not) sui binari,ed in particolare, tramite il Not di effettuare l’inversione dei bit utile per calcolare il complemento a 2.
Essa risulta quindi molto utile per verificare la correttezza dei risultati raggiunti tramite il calcolo a mano e per controllare regole di calcolo.  Si prega perciò di conoscere il suo funzionamento adeguatamente (per i calcoli da noi trattati) ed esercitarsi nel suo uso.
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Bit di rappresentazione del numero





Bit di segno (0 se +, 1 se - )
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Cifre esadecimali 
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