ONDE PROGRESSIVE in

CONTINUI ELASTICI LINEARI
INTRODUZIONE

L’interesse per la propagazione delle onde sonore in un mezzo è stato ciò che mi ha spinto ad affrontare l’argomento delle soluzioni in forma di onde progressive per le equazioni di moto di materiali dotati di elasticità lineare.

L’analisi di questo tipo di soluzioni può risultare molto utile in diversi settori ingegneristici (e non solo) e per diversi scopi; in generale infatti si può mettere in vibrazione un oggetto (quindi in linea teorica fare delle prove non distruttive) per estrarne importanti informazioni sia sulla natura che sulle caratteristiche meccaniche (es. prove in laboratorio su generici materiali o addirittura prove in sito per studiare interi terreni).   

In generale i fattori che influenzano la Propagazione sono:

· la DENSITA’

· la TEMPERATURA
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ONDE PROGRESSIVE

In questa sezione studieremo le soluzioni in forma di onde piane progressive per le equazioni di moto di materiali linearmente elastici. Tali semplici soluzioni sono molto importanti perché ci offrono informazioni riguardo le caratteristiche di propagazione in questi materiali.

Per facilità di trattazione ci soffermeremo sullo studio delle onde progressive in materiali non vincolati.

In generale un’onda progressiva in un continuo B durante un intervallo di tempo t compreso tra [ 0,t[ può essere descritta come un atto di moto del tipo:

u (x,t) = F ( x · m – c t ) a








(1)
Dove si può anche scrivere:

s = x · m – c t 

in cui s è chiaramente uno scalare.

I termini presenti nell’espressione (1) sono:


u = vettore spostamento della particella nella posizione x nel tempo t


F = funzione scalare reale di classe C2

a = Direzione di moto (versore ||a|| = 1)


m = Direzione di propagazione (versore ||m|| = 1)


c = scalare che indica la velocità di propagazione

Le onde possono essere:

Onde Piane   quando per ogni tempo t il campo degli spostamenti u è costante su un piano di riferimento p definito come:


p = { x : (x – 0) · m – c t = cost }


questo piano risulta perpendicolare ad m e essendo funzione di t si muove di velocità c in direzione m.

Longitudinali se la direzione di moto a e la direzione di propagazione m sono linearmente dipendenti, o detto in altro modo se:        a x m = 0


In sostanza queste non sono altro che onde date da compressioni e rarefazioni successive.
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Trasversali      se la direzione di moto e la direzione di propagazione sono perpendicolari, o detto in altro modo se:


a · m = 0
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Elastiche
se u soddisfa questa equazione di moto degli spostamenti:

div T – rü = 0

div C[sym Vu] – rü = 0

in B x [ 0,t[

(2)


dove:


C   = Tensore di elasticità del materiale,


r   = Densità del materiale,


Vu = Gradiente di u rispetto ad x,


ü    = Derivata seconda di u nel tempo.

Vediamo ora di collegare le caratteristiche a, m, c con il materiale che sarà descritto dal Tensore di elasticità C.

Un onda non provoca altro che una deformazione del materiale e di conseguenza si ha una alterazione dello stato tensionale iniziale di quel materiale.

Prendiamo un onda piana progressiva così descritta:

u (x,t) = a sin( x · m – c t ) 

Vu = u’i   ei = a cos( x · m –c t )  m = a  m cos(s )

Noi sappiamo che:

E = ½ ( Vu + VuT ) = sym Vu = cos( s ) sym(a  m )

T = C[E] = C[sym Vu] = cos( s ) C[sym(a  m)]

possiamo scrivere:

div T = T’i · ei = - sin( s ) C[sym(a  m )] m





(3)
Essendo:

u = a sin( x · m – c t )
segue che:

u = - a  c  cos( x · m – c t )

ü = - a  c2  sin( x · m – c t )
rü = - r  a  c2  sin( x · m – c t ) = - r  a  c2  sin( s )



(4)

Mettendo la (3) e la (4) nella (2) allora otteniamo:



div T


 =

rü
- sin( s ) C[sym(a  m )]  m = - r  a  c2  sin( s )

Da cui semplificando sin( s) rimane:

C[sym(a  m )]  m =  r  c2  a







(5)

Ora possiamo dare la definizione di Tensore Acustico  A(m) per la direzione m di propagazione:

A(m) = r-1 C[sym(a  m )]  a  m






(6)

quindi:

A(m) a = 
r-1 C[sym(a  m )]  (a  m) · a = 



r-1 C[sym(a  m )] (a · a) m  =

A(m) a = r-1 C[sym(a  m )] m






    (6bis)

valido per ogni a
La (5) quindi diventa:

A(m) a =  c2  a









    (5bis)

Quest’ultima è la condizione necessaria e sufficiente affinché (1) sia un onda elastica ovvero rappresenta la condizione di propagazione delle onde progressive.

Questa può essere ancora scritta come:

[ A(m) – r c2 ] a = 0









(7) 

in cui si vede chiaramente che a è l’autovettore e r c2 l’autovalore.

Alla luce della (5bis) e della (7) non è difficile notare che:

· Data un onda progressiva che si propaga in direzione m la sua ampiezza a deve essere un autovettore del tensore acustico A(m) e il quadrato della velocità di propagazione c2 deve essere il caratteristico autovalore associato al vettore ampiezza a.

· Quando il materiale considerato è linearmente elastico e anisotropo il Tensore di elasticità C è simmetrico e per le proprietà del Tensore Acustico A(m) (che vedremo in dettaglio più tardi) risulta essere anche A(m) simmetrico quindi potrà avere al massimo tre direzioni principali ortogonali a1, a2, a3 e tre principali valori associati c12, c22, c32 per ogni m.

· Se il Tensore di elasticità C risulta essere anche fortemente ellittico allora segue che A(m) sarà definito positivo e quindi c1, c2, c3 saranno numeri reali.

Quindi in generale se il Tensore di Elasticità è simmetrico e fortemente ellittico esisteranno per ogni Direzione di Propagazione m tre ortogonali Direzioni di Moto a1, a2, a3 a cui sono associati rispettivamente tre velocità di propagazione c1, c2, c3.

Teor. di Fedorov-Stippes

Tale teorema ci garantisce che esistono onde elastiche progressive Longitudinali e Trasversali in materiali anisotropi a condizione che il Tensore di Elasticità C sia simmetrico e fortemente ellittico ovvero se e solo se A(m) è definito positivo per ogni direzione m di propagazione.

Un Corollario inoltre ci garantisce che:

Se il Tensore di Elasticità C è simmetrico e fortemente ellittico e se il versore e è un asse di simmetria per il materiale allora segue che esisteranno onde elastiche progressive Longitudinali e Trasversali la cui direzione di propagazione è proprio e.

TENSORE ACUSTICO

Il Tensore Acustico per la direzione m è definito così:

A(m) a = r-1 C[(a  m )] m






    (6ter)

e considerando materiali elastici lineari anisotropi si può esplicitare (6bis): 

A(m) a = r-1 C[sym(a  m )] m

Se lo vogliamo vedere in componenti allora si può scrivere:

Aih (m) = r-1 Cijhl mj ml








(8)

Il Tensore Acustico gode di alcune proprietà:

1) A(m) è SIMMETRICO per ogni m se e solo se C è SIMMETRICO.

2) A(m) è definito positivo per ogni m se e solo se C è fortemente ellittico.

3) A(m) è definito positivo per ogni m se C è definito positivo.

4) Dato un qualsiasi tensore ortogonale Q appartenente al gruppo di simmetria Syg deve risultare per ogni m:

Q A(m) QT = A(Qm)

E’ bene ricordare a questo punto alcune semplici definizioni di algebra matriciale, ovvero in particolar modo:

i) Una matrice REALE e SIMMETRICA C è DEFINITA POSITIVA se:

uT C u > 0 
per ogni vettore reale u diverso da 0
Nel caso del Tensore di Elasticità C la condizione necessaria e sufficiente è che ogni minore principale sia > 0, ovvero:

C1111 > 0
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E così di seguito fino ad arrivare alla 6x6 finale.

ii) Il Tensore di Elasticità C è definito FORTEMENTE ELLITTICO se:


Cijhl ai bj ah bl  > 0
per ogni vettore reale ai e bi
In particolare nel caso di materiali ISOTROPI tale condizione si esplica nell’imporre:




( l + 2 m ) > 0    e 

m > 0

TENSORE ACUSTICO in MATERIALI ISOTROPI

Quando il materiale considerato è ISOTROPO il Tensore Acustico può essere scritto in un’altra forma che tiene conto chiaramente del fatto che il Tensore di elasticità dipende in questo caso solo da due moduli m e l, le cosiddette costanti di Lamé.

Il Tensore di Elasticità di un materiale Isotropo è così fatto:
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Invece di riferirci alle singole componenti utilizzeremo:

C[E] = 2 m E + l ( tr E ) I

C[(a  m )] = C[sym(a  m )] = 2 m (a  m) + l (a · m) I =






     = m (a  m + m  a) + l (a · m) I

Se ora moltiplichiamo questo risultato per m alla luce della definizione di Tensore Acustico vedi (6ter) otteniamo:

C[(a  m )] m 
= m a + ( l + m) (a · m) m =




= [ m I + ( l + m) m  m ] a = 

= [ m ( I - m  m ) + ( l + 2 m ) m  m ] a = A(m) a

Se alla luce di questo risultato aggiungiamo, partendo da (6) che:

A(m) = r-1 C[sym(a  m )]  a  m = c12  m  m + c22 ( I - m  m )

dove c indica la velocità di propagazione dell’onda e in particolare c12 e c22 sono i autovalori di A(m) ovvero:

c12 secondo la direzione di propagazione m quindi è associato allo sviluppo Longitudinale dell’onda progressiva.

c22 secondo il piano perpendicolare ad m quindi è associato allo sviluppo Trasversale dell’onda progressiva.

Non è difficile a questo punto notare che:

c12 = ( l + 2 m ) / r
c22 = m / r

Quindi in un materiale Isotropo l’onda può essere suddivisa in tre sviluppi:

· Un’onda Longitudinale

· Due onde Trasversali

TENSORE ACUSTICO per MATERIALI 

TRASVERSALMENTE ISOTROPI

Nel caso di materiali Trasversalmente Isotropi il Tensore di Elasticità C è ovviamente simmetrico e riferito ad una terna ortonormale e1, e2, e3 assume questa forma:
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In particolare abbiamo che solo 5 di queste costanti sono linearmente indipendenti ovvero le altre potranno essere scritte così:

C1111 = C2222
C1133 = C2233

C2323 = C3131
C1212 = ½ ( C1111- C1122 )
Le nostre 5 costanti di riferimento saranno:

C1111,  C1122,  C1133,  C3333,  C2323
Con la terna ortonormale di riferimento e1, e2, e3, utilizzando la (8) e considerando una direzione di propagazione m qualsiasi, possiamo dunque determinare le componenti del Tensore Acustico A(m) nel caso di materiali Trasversalmente Isotropi;

Ci limiteremo a scrivere solo 6 componenti di tale tensore in quanto essendo C simmetrico allora segue (dalle note proprietà del Tensore Acustico) che anche A(m) sarà simmetrico.

E’ da notare inoltre che i materiali Trasversalmente Isotropi hanno come Piani di Simmetria il piano e3=0 e ogni piano che contiene l’asse e3, in sostanza e3 è un Asse di Simmetria.

Aih (m) = r-1 Cijhl mj ml
A11 = r-1 C1j1l mj ml = r-1 ( C1111 m12 + C1212 m22 + C3131 m32 ) =

= r-1 [ C1111 m12 + ½(C1111 - C1122 )m22 + C2323 m32 )

A12 = r-1 C1j2l mj ml = r-1 ( C1122 m1 m2 + C1212 m1 m2 ) =

= r-1 m1 m2 ½ (C1122 + C1111)

A13 = r-1 C1j3l mj ml = r-1 ( C1133 m1 m3 + C3131 m1 m3 ) =

= r-1 m1 m3 (C1133 + C2323)
A22 = r-1 C2j2l mj ml = r-1 (C1212 m12  + C2222 m22 + C2323 m32 ) =

= r-1 [ ½(C1111 - C1122 )m12 + C1111 m22 + C2323 m32 )

A23 = r-1 C2j3l mj ml = r-1 ( C2233 m2 m3 + C2323 m2 m3 ) =

= r-1 m2 m3 (C1133 + C2323)
A33 = r-1 C3j3l mj ml = r-1 ( C3131 m12 + C2323 m22  + C3333 m32 ) =

= r-1 [ C2323 (m12 + m22)  + C3333 m32 ]


(9)

Per un sistema di riferimento e1, e2, e3 avremo quindi:
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[image: image1.wmf]Ora riferiremo A(m) ad un altro sistema di riferimento e, l, k così fatto:

Dove:

mp = l = ( cos , sen , 0 )

k = e x l = ( -sen , cos , 0 )

Applicaremo al Tensore Acustico A(m) prima una rotazione degli assi intorno ad e di un angolo tramite la matrice Rotazione , ottenendo così la nuova matrice A’  riferita a l, k, e; poi la trasformeremo per un ultima volta per ottenere A* riferita a e, l, k.

Nella prima fase ci avvarremo della proprietà già precedentemente definita per cui:

A’ =  A(m)  A( m )

La matrice di Rotazione è così definita:

1j = mj
e
2j = kj
ovvero:
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Inserendo nelle (9) il vettore m’, otteniamo le componenti di A’:

A’11 = r-1 [ C1111 mp2 + C2323 (m·e) 2 ]

A’12 = 0

A’13 = r-1 mp (m·e) [ C1133 + C2323 ]

A’22 = r-1  [ ½ mp2 (C1111 - C1122) + C2323 (m·e) 2 ]

A’23 = 0

A’33 = r-1 [ C2323 mp2 + C3333 (m·e) 2 ]

[image: image12.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

×

=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

q

+

q

-

q

+

q

=

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

×

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

q

q

-

q

q

=

×

W

=

e

m

0

m

m

cos

m

sen

m

sen

m

cos

m

m

m

m

1

0

0

0

cos

sen

0

sen

cos

m

'

m

p

3

2

1

2

1

3

2

1

La matrice A’ riferita ad l, k, e ha questa forma:

Ora per riferirci al sistema e, l, k basta fare:

A* =  A(m) 
Dove è definita come:
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Quindi risulta infine A* nel sistema e, l, k :

Anche nel caso di materiale trasversalmente isotropo un onda, con direzione di propagazione m, può essere descritta, in generale, con 3 sviluppi, uno longitudinale e due trasversali.

NO

Per ottenere così finalmente A* :

 A* =  A(m) 
Scrivendo in componenti:

A*ik = ip ( Cpjhl mj ml ) kp
Quindi otterremo:

A*11 = 11 ( C1jhl mj ml ) 11 +  12 ( C2jhl mj ml ) 12 =

= cos2  C1jhl mj ml ) + sen2 ( C2jhl mj ml )

A*12 = 11 ( C1jhl mj ml ) 21 +  12 ( C2jhl mj ml ) 22 =

= - cos  sen ( C1jhl mj ml ) + cos  sen ( C2jhl mj ml )

A*13 = 0

A*22 = 21 ( C1jhl mj ml ) 21 +  22 ( C2jhl mj ml ) 22
= sen2  C1jhl mj ml ) + cos2 ( C2jhl mj ml )

A*23 = 0

A*33 = 33 ( C3jhl mj ml ) 33 = 1 ( C3jhl mj ml )
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