Primo Esercizio
Studiare la funzione:
}wzxyzéxﬁﬂ+(1—(r—n+)@+(t—3))-1)& in [0, 4)

e calcolare:
F(2,0) F(2,4)

Risoluzione:
Risulta:
t—3 0<t<l1
—(t—2)7 1<t<?2
1) =
f®) 1—(t—2)° 2<t<3
4 —t 3<t<4
Per cui :
t
X



Calcoliamo adesso gli integrali richiesti dall’esercizio. Risulta:
5313 574
F(2,4) = [3 (1 - (t—2)2) dt + [F(4—t)dt = [t_ %L* {4t_ %}3 _1

F(2,0) = 3 (— (t = 22))dt + [0 (t = 8)dt = [-1=2°] 1 [2 3] = 17

Secondo Esercizio

Studiare la funzione: .
X
e

F0,2) = /0 st

in tutto il campo di esistenza.

Risoluzione:

La funzione
t

e
t) =
1) =
¢ definita per ¢ # In (2), ¢ positiva per ¢t > In(2) e negativa per ¢ < In(2). Inoltre:
2¢
!/
f)=-——"_
f ( ) (et - 2)2

pertanto f e decrescente in entrambi i due intervalli:

(—00,1n(2)) e (In(2), +00)

Infine:
Jim f (t)=0
li = —
iy T =70
i~y T (1) = o
tligl f(t) =1 (Per quest’ultimo si pud usare De L’Hospital)

Grazie a questi risultati si puo concludere che f e F(0,z) per x < In(2) hanno la seguente forma:
f(t) " |
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.| F(0.%)
Per stabilire se la F' ¢ prolungabile in, ed eventualmente oltre, (n(2), calcoliamo l(ilm2 - F(0,x).
Risulta:
. . Tz et o
:BJ(IIIIPQ)’ F(O’ x) B mal(11£1112 - fO et=2 di =
_ : t_ T _ : T _ _ _ —
= i e =27 =t (n(le” —20) — (1)
— lim  (In(le” —2|) = —
,Jim (In(le® = 2]) = —o0

La funzione F' non e prolungabile in In(2) ( e tantomeno a destra di tale punto).

Terzo esercizio

Dopo 2 passi di pivotizzazione su di una matrice As,4 si € ottenuta una matrice A,. Sapendo che:
e ¢, +e,—e3+ ey € soluzione del sistema:

As-x = e + keg

® ¢, + 2e; + 3e4 € soluzione del sistema:
Ay -z = €3

e Nel primo passo si e scambiata la prima con la quarta colonna e la prima colonna di )7 é:

2@1 + €3

e Nel secondo passo si e scambiata la seconda con la terza riga, sono intervenute le matrici:
Tip(=1) e Tsp(1)

Inoltre

det(Qg) =4

trovare la matrice A, discuterne la caratteristica al variare di k e, in un caso in cui essa sia minima,
trovare una base per span(A) e ns(A).



Risoluzione:

Dalle uguaglianze:
Ay (eg +ey—e3+eq) =er + ke

AQ : (QQ + 2@3 + 3@4) = €3
Segue che:

e t+e—a+b=e¢ +kes
€+ 2a+ 3b = e3

Ovvero:

—a+b=kes — e
2a +3b=e3— ¢

Moltiplicando la prima uguaglianza una volta per 2 e I'altra per —3 e sommando membro a membro,

si ricava:
a= 3 (2e+ (1 —3k)es)
b= % (—3es+ (2k+1)es)
La matrice A, risulta pertanto:
100 0
Ay =0 1 % -2
0 o =3k (1+2k)

5 5

La caratteristica della matrice A vale 3 per ogni k, infatti se k = % si annulla ’elemento di posto
(3,3) nella matrice Az, ma non quello di posto (3,4); viceversa se k = —
Risulta:

L
Q2 = T1,2(—1) : T3,2(1) : Dz@) ) 52,3
Poiche il determinante di ()5 € 4, deve essere:
11z (-1)=4d=2=—-4
Poiche :
Ay =02 Ay

si ha:

Di conseguenza:

1 1 2 -3
5 5
_ 1+3k 2(2+k
Ar=10 -1 _( - ) (5 )
0 -1 _L1 3
4 10 20



Ricordando che:

Al =Q1-A-Si4

e che:
2 00 1 00
Ql = O ]. O = O ]_ 0 D1(2) = T371(—) . D1(2)
101 01
si ha:
1 1
A_Dl(—)-TLg(—? Ay - Sia
E quindi:
3 L1 1
2%8%) ° 5(1+3k) :
A: 5 —]_ _T 0
9 B3 .3 it
20 4 "10 2

Poiche la caratteristica e sempre 3, possiamo scegliere un valore di k£ a nostro piacimento. Scegliamo
ad esempio k = % Risulta:

1000
Ay=|01 2 -2
000 3

Pertanto, per trovare ns(A) basta risolvere il sistema:

Ty = 0
2 3
$2+gl‘3—gl’1:0
1 —
3IL'1 =0
La generica soluzione di tale sistema é:
T = 0
_ 2
Ty — -51’3
T3 =
Ty =
Ovvero:
0
_2
xr =t 15
0

una base di ns(A) e quindi:



Poiche si ¢ scambiata la quarta colonna con la prima, una base per span(A) puo essere costituita
dalla quarta, seconda e terza colonna di A, ovvero:

1 1
2 2 5
B=10 -1 -2
L3 3
2 T4 T10
Esercizio alternativo al primo
Studiare la funzione:
F(m,x) = / (|(arcsen(sin(t))| arcsen(cos(t + g) -7 (arcsen(sin(t))Jr)) dt in [0, 27]

e calcolare:
F(m,0) e F(m 2n)

Risoluzione

Osservando i diagrammi di:

|(arcsen(sin(t))|
arcsen(cos(t t%) = arcsen(—sin(t)) = —arcsen(sin(t))

arcsen(sin(t))




risulta subito:

Di conseguenza la f e

—t* —mt 0<t<?
— (=t} —m(r—t) I<t<
f(t) = o 2) Ty 2_1t<73:r
(t =) Tt
(2m — 1) T <t<n

la " hanno le forme esposte di seguito:

- 1(t)




Passiamo ora al calcolo degli integrali.
Per ragioni di simmetria risulta:

F(?T,Qﬂ') = 2f7r377r ((t _ 77-)2 dt = 2 [((t—gﬂ)g)} _ 71(_;
F(r,0) =22 (~# — nt)dt =2 [-% _ng _z



