Esercizi

Legenda

Utili proprieta delle matrici elementari

D;Ya)=D;H(E) . #0

T (o) =T (—a) r#c
SECI - Sr,c

Definizioni relative ai sottospazi

span(A): Insieme di tutte le combinazioni lineari, fatte con coefficienti reali,
delle colonne della matrice A.

span(A) ={z:z € R™, x = Ak, k € R"}
ns(A): Insieme delle soluzioni del sistema omogeneo Az = 0.

Una base di span(A) é costituita da un numero di colonne linearmente
indipendenti della matrice A pari alla caratteristica di A ovvero r(A).

Esercizi non risolti

Es1

Su di una matrice A4,5 sono stati compiuti tre passi di pivotizzazione perve-
nendo ad una matrice As. Sapendo che:

® ¢ —e3+¢€4 € nS<A3)
® ¢, — e5 + 2es é soluzione del sistema:

Asz = (k* — 1)ey

e nel primo passo si é scambiata la prima con la terza colonna ed é
intervenuta la matrice Dy (%)



e nel secondo passo si é scambiata la seconda con la quarta riga e il pivot
era 3

e la terza colonna di (Y3 é e; — 2¢5

trovare la matrice A, discuterne la caratteristica al variare di k£ e, in un
caso in cui essa sia minima, trovare una base per span(A) e ns(A).

Es 2

Su di una matrice As,3 si sono compiuti due passi di pivotizzazione perve-
nendo ad una matrice Ay. Sapendo che:

e la terza colonna di A, é e; — cos(k)es

e nel primo passo si é scambiata la prima con la terza colonna e sono
intervenute le matrici Dy (-3) e T51(-1)

e la terza colonna di ()2 é 2¢; — 3ey + €5

trovare la matrice A, discuterne la caratteristica al variare di k£ e, in un
caso in cui essa sia minima, trovare una base per span(A) e ns(A).

Es 3

Su di una matrice As,3 sié effettuato un passo di pivotizzazione pervenendo
ad una matrice A;. Sapendo che:

e ¢, —2e,+ 3e3 € ns(A)
e la terza colonna di A; é e; — cos(k)es

e al primo passo si é scambiata la prima con la seconda colonna ed é
intervenuta anche la matrice 75 ;(—2)

il determinante della matrice Q)1 é 5

trovare la matrice A, discuterne la caratteristica al variare di k£ e, in un
caso in cui essa sia minima, trovare una base per span(A) e ns(A).



Es 4

Su di una matrice A4 si sono compiuti due passi di pivotizzazione perve-
nendo ad una matrice Ay. Sapendo che:

e ¢, —e5 €ns(A)
e 2¢, + 3e, — ¢4 € soluzione del sistema:
Ao = (ek —2)ey

e al primo passo si é scambiata la prima con la quarta colonna ed é
intervenuta la matrice D;(—3)

e al secondo passo si é scambiata la seconda riga con la quarta riga e la
seconda colonna con la quarta colonna ed é intervenuta solo la matrice

T55(=5)
trovare la matrice A, discuterne la caratteristica al variare di k e, in un
caso in cui essa sia minima, trovare una base per span(A) e ns(A).

Es 5

Su di una matrice Ag,5 si sono compiuti tre passi di pivotizzazione pervenendo
ad una matrice As. Sapendo che:

e nei primi due passi sono intervenute sulle righe di A le matrici:

1
Sas » Di(—=1) , Ty1(5) , Tya(—1) , D2(§) , T51(—2) , T12(5)

e il complemento algebrico di posto (4,4) della matrice )3 é uguale a -4
e nel terzo passo l'unica matrice di tipo 7" che ¢ intervenuta é T 3(—1)

e nel primo passo si é scambiata la prima colonna con la quarta e nessuno
scambio di righe é stato effettuato nel terzo passo.

e ¢ — 3¢5 € ns(As)
o ¢ —2e,+3es —e5 € ns(A)

trovare la matrice A, stabilirne la caratteristica e trovare una base per

span(A) e ns(A).



Esercizi risolti

Esercizio 1

Su di una matrice As,4 sono stati compiuti due passi di pivotizzazione senza
effettuare scambi di colonne, pervenendo ad una matrice A,. Sapendo che:

e la quarta colonna di As é e; + kes
® ¢, —e3 € ns(Ay)

e durante i due passi sono intervenute le matrici:
1
Dy(=3) , Si2, Toa(=2) , T3.(1) , D1(§) , T32(—1)

trovare la matrice A, discuterne la caratteristica al variare di k£ e, in un
caso in cui essa sia minima, trovare una base per span(A) e ns(A).

Risoluzione:

Avendo compiuto due passi di pivotizzazione, le prime due colonne della
matrice A, sono, rispettivamente, i primi due vettori della base canonica di
3. La quarta colonna viene fornita dal testo. Inoltre dire che e, — e5 €
ns(Ay) implica che As - (€5 —e3) = 0 ovvero Ay - ey = As - 5. Questo significa
che la seconda e la terza colonna di A5 sono uguali. In conclusione la matrice

A2 é:

> O =

1 00
011
000

Osserviamo subito che r(A) vale 3 se k # 0 e 2 altrimenti. Per risalire alla
matrice A possiamo per esempio procedere eseguendo a ritroso due passi. Per
fare questo occorre individuare quali delle matrici elencate nel testo sono in-
tervenute al primo e al secondo. Osservando bene gli indici possiamo stabilire
che:

e Si2, Di(%), To1(—2) e Ts,(1) riguardano il primo passo

o Dy(—3) e T55(—1) riguardano il secondo.
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Quindi risulta:

A2 = T372(—1) . DQ(—3) . Al

Ay =T5(-2) - T54(1) - Dl(%) -S12- A
Dalla prima eguaglianza ricaviamo:
Ar =Dy (=3) T35 (=1) - Ay
Dalla seconda:
A=S3-Dr(G) Tyl (1) Tk (-2) - Ay

ovvero, ricordando come si effettua I'inversione delle matrici elementari :

1
A1 — D2<—§) . T372<—|—1) . AQ

A= 51,2 : D1(2) 'T3,1(—1) : T2,1(2) Ay

Da cui:
1 0 0 1
Ar=|0 1 1o
01 1 k&
5 1 1o
A=12 0 0 2
-1 1 1 -1+k

Per £ = 0 la caratteristica di A é minima e vale 2. Quindi una base
per span(A) é costituita da due colonne della matrice A. Siccome non vi
sono stati scambi di colonne durante la pivotizzazione, questa operazione
ha coinvolto solo le prime 2. Pertanto una base per span(A) puo essere la
matrice:



1
2 -
2 0
-1 1
Non essendoci stato alcuno scambio di colonne ns(A) = ns(Az) per
trovarlo basta risolvere il sistema:
T+ T4 = 0
To + T3 = 0
0=0

Esplicitando rispetto a x; e a x5 e aggiungendo le equazioni fittizie:

x3 =1
.T4:t2

possiamo stabilire che una generica soluzione del sistema omogeneo é:

-ty 0 -1
* 'tl o -]. O
to 0 1
In conclusione:
0 -1
-1 0
ns(A) = span L o
0 1

Conviene notare che questa matrice rappresenta una base per ns(A).
L’indipendenza delle sue colonne discende dal fatto che essa contiene una
sottomatrice quadrata di ordine 2 non singolare, per esempio quella costi-
tuita dalle prime 2 righe.



Esercizio 2

Su di una matrice As,3 sono stati compiuti due passi di pivotizzazione, per-
venendo ad una matrice A,. Sapendo che:

e ¢, — 2¢e, + e5 € soluzione del sistema Aoz = e, + key

e durante il primo passo si é scambiata la prima con la terza colonna e
sono intervenute le matrici: Dy(3) , T31(—5)

e la seconda colonna della matrice ()2 € e; + 2e5 — €5

trovare la matrice A, discuterne la caratteristica al variare di k£ e, in un
caso in cui essa sia minima, trovare una base per span(A) e ns(A).

Risoluzione:

Avendo compiuto due passi di pivotizzazione, le prime due colonne della
matrice A, sono, rispettivamente, i primi due vettori della base canonica di
3. La terza colonna si ricava osservando che:

Ay (€1 — 2e5 +e3) = eq + kes

OVVero:

e — 2ey + A2Q3 = e + ke

e quindi:

Agey = 2e5 + key

La matrice Ay é quindi:

10
0 1
0 0

>N O

La caratteristica di A ovvero r(A) sara dunque 2 se k = 0 e 3 altrimenti.
Per individuare le matrici elementari che sono intervenute nel secondo passo,
osserviamo che:



11 0 1 0
Q=102 0]=10 0 | -Dy(2)

0 -1 1 0 1
(Abbiamo moltiplicato e diviso per 2 la seconda colonna).

Di qui risulta che:

1 1
Ay = T1,2(§) ' T3,2(—§) - Dy(2) A4
Per cui:
1 1
Ay = Ds(5) 'T3,2(§) “Tip(—5) - Ag
Pertanto:
1 -3 -1
Ai=10 1 1
0 5 k+1

Per risalire alla matrice A ricordiamo che:
1
Al = T371<—5) . D1<§) N A . 5173

e quindi:

Si ottiene cosi:

-2 -1 2
A=|1 1 0
k-4 -2 5
Per k = 0, r(A) vale 2, quindi la caratteristica ¢ minima. Una base

dello span(A) deve essere costituita da 2 colonne della matrice A linearmente
indipendenti. Per essere sicuri di avere questa lineare indipendenza si possono
scegliere quelle coinvolte dalla pivotizzazione che, in questo caso sono la terza
e la seconda. Dunque una base di span(A) é la matrice:
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-1

N[

2
0
5 -2

Per trovare il ns(A) basta risolvere il sistema omogeneo:

ZL‘3:0
2l‘1+$2:0
0=0

Ricordiamo che nella pivotizzazione é stata scambiata la prima con la
terza colonna. Aggiungendo I'equazione fittizia:

l‘lzt

La generica soluzione del sistema é:

t 1
= | -2t | =t -2
0 0
Ossia:
1
ns(A) = span | | -2
0
Poiché il vettore:
1
2
0

ha caratteristica 1, esso rappresenta una base del ns(A).



Esercizio3

Su di una matrice Ay, si é compiuto un passo di pivotizzazione, ottenendo
una matrice A;. Sapendo che:

® ¢ ey —e3€ns(A)
® 2¢, + e5 é soluzione del sistema:

Az =(k=1e+ (K —1)e
e la terza colonna di ()1 é 3e; —e; + ¢4

trovare la matrice A, discuterne la caratteristica al variare di k e, in un
caso in cui essa sia minima, trovare una base per span(A) e ns(A).

Risoluzione:

Avendo compiuto un passo di pivotizzazione, la prima colonna della ma-
trice A; é il primo vettore della base canonica di R*. La seconda e la terza
colonna si ricavano tenendo conto che:

Arer + Arey — Ares =0
( Non avendo fatto scambi di colonne ns(A) = ns(A;) )
2A1e; + Arey = (k= 1) ez + (K — 1) ey
Dall’ultima equazione discende:
Arey = —2Ase; + (k=1 es+ (K — 1) ey
Dalla prima:
Ale = A1Q3 - A1§1

Quindi la matrice A; é:

1 -3 -2
0 0 0

A= 0 k-1 k-1
0 k2-1 k21
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Se k =1 la caratteristica di A é 1, altrimenti r(A) = 2.

Nella matrice ), la colonna che non é un elemento della base canonica é
la terza, mentre dovrebbe essere la prima. Cio significa che nel primo passo
si é scambiata la prima con la terza riga.

003 0 3000 1 000
010 0 0 100 0 100
@=110 007|101 0|58 1010 +Dy(3)- 513
001 1 1 001 5 001

Da cui:
1 1

Ql - TQ,l(O) : T3,1(_§) . T4,1(§) . D1(3) : 51,3

Risulta dunque:

1 1 1
A=Q7" A = Si3-Di(z) Tyr(—=) - T51(z) - Ay
3 3 3
E quindi:
| e
A=11 | 2
31 /{Z2 k?é 1
"3 "3

Per k =1 r(A) = 1 ed é minima. Una base dello span(A) é costituita
da una colonna della suddetta matrice. Siccome ¢é stata pivotizzata la prima
colonna possiamo asserire che:

Wi O wlm

W=

é una base di span(A). Per trovare ns(A) basta risolvere il sistema:

$1—3[L‘2—2[E3:0

0=0
0=0
0=0
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Aggiungendo le equazioni fittizie:

.ngtl
x3 =19

una generica soluzione del sistema é:

3ty + 2ty 3 2
i* = tl = tl . 1 —+ t2 . O
12 0 1

In conclusione:
3 2
ns(A) =span || 1 0
01

Le colonne di questa matrice sono linearmente indipendenti in quanto essa
contiene una sottomatrice quadrata di ordine 2 non singolare, ad esempio
quella costituita dalle ultime due righe.

Esercizio 4

Su di una matrice A4 si sono compiuti 3 passi di pivotizzazione, ottenendo
una matrice As. Sapendo che:

e Al primo passo si é scambiata la prima con la terza colonna e sono
intervenute le matrici: Dy(—2) e Ty 1(—1)

e Al secondo passo si sono scambiate la seconda con la quarta colonna e
il pivot é risultato —i

e Al terzo passo si é scambiata la terza con la quarta colonna e la terza
colonna di QY3 é e; — key

[ ] det(Q1 . QQ . Q3) =12
® ¢ —ey+ 23— ¢y €ns(A)

trovare la caratteristica di A e una base per span(A) e ns(A).
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Risoluzione:

Avendo compiuto 3 passi di pivotizzazione, le prime 3 colonne della ma-
trice Az sono i primi 3 vettori della base canonica di #*. La quarta colonna
si ricava tenendo conto che:

€1 — ey + 2e3 — ¢4 € ns(A)

Cio equivale a dire che:

A-(eg —ey+2e3—¢) =0

Noi non siamo interessati ad A bensi ad Az, per cui conviene tener conto
degli scambi di colonne che si sono effettuati.
Se noi indichiamo con:
1 2 3 4

la posizione delle colonne, dopo un passo essa diventa:

3 2 1 4
al secondo passo diventa:

3 4 1 2
ed al terzo:

3 4 2 1

Pertanto, riordinando le componenti del vettore x in basi agli scambi
effettuati sulle colonne, 'eguaglianza diventa:

Ag-(es—e3+2e —ey) =0

Concludendo:
1 0 0 -2
0101
A=1001 1
00 00

La caratteristica di A vale 3.
Per risalire ad A calcoliamo inizialmente A,.
Ricordando che per la regola di Binet:

13



det(Q1 - Q2 - Q3) = det(Q1) - det(Q2) - det(Q3)

Inoltre:

det(Ql) = det(Dl(—Z)) . d@t(Tg&(—l)) =-2-1=-2

det(Q2) = det(Dy(—4)) = —4

d€t<Q3) = —k
(@3 infatti é una matrice triangolare)
Quindi:
9.4 k=12
oVVvero:
k=2
2
Pertanto:
1010 1020
0100 0100 3 2 3
0001 00 01
Allora:
2 3
Az = T1,3(§) : Dg(a) <Ay - S34
E quindi:
2 2
Ay = D3(35) Tha(—5) - Az~ Sza
3 3
Per cui:
017
2=loo 2
000 O
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As, visto che il pivot é —i, é:

1
AQ = D2<—4) . Al . 5274 = Al — D2(_Z) . AQ . 5274

1 -2 20

00 -7 -3

— 1 4

S O

00 0 O

1
A1 = T471(—1) . D1<—2) . A . 51,3 = A = D1<—§) . T471<1) . Al . 51,3

4 1 1

5 3 2 U

A0 o -1

A=A 4

3 5 L0

Una base dello span(A) é costituita da tre colonna della suddetta ma-
trice. Siccome sono state pivotizzate la terza, la quarta e la seconda colonna,
conviene prendere come base la matrice:

e}

1
[N
1

PN

1
3
0
2
%

3

_ o O
o O

Per trovare ns(A) basta risolvere il sistema:
Tr3 — 2l‘1 =0
Ty + 211 = 0
To + X1 = 0
Aggiungendo 'equazione fittizia:

l‘lzt

una generica soluzione del sistema é:
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R 2 N S

L= g | Ty

-t -1

In conclusione:

1

-1

ns(A) = span 5

-1

Esercizio 5

Dopo un passo di pivotizzazione su una matrice Ay 5 si é ottenuta una matrice
Aj. Sapendo che:

® ¢, + e, € soluzione del sistema Az = key
e la seconda colonna di Q)1 é: he; + e
e il complemento algebrico di posto (2,1) é uguale a 2

trovare la matrice A, discuterne la caratteristica al variare di k£ e, in un
caso in cui essa sia minima, trovare una base per span(A) e ns(A).

Risoluzione:

Avendo compiuto un passo di pivotizzazione, la prima colonna della ma-
trice A; é il primo vettore della base canonica di ®*. Sapendo che:

Ar - (e +eg) = key
si ricava che :
AlQQ = k?Q4 — €

Quindi:
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A=

o O O
> O O

Dunque 7(A) =1 se k = 0, altrimenti r(A) = 2.
Per risalire alla matrice A, ricordiamo che:

Ar=Q-A

Nella matrice ()1 la colonna che non é un elemento della base canonica é la
seconda, mentre dovrebbe essere la prima. Cio significa che nel primo passo
si é scambiata la prima con la seconda riga. Inoltre, visto che il complemento
algebrico di posto (2,1) é:

h 0 0
—det| 1 1 0 | =-h
0 01
Pertanto:
h=-2
Allora:
0 -2 00 2000 1 000
10 00 0 1 00 0 100
@=lo1 10|71 01 0|27 1010 "Dy (=2)-51
00 01 0 001 0 0 01
Da cui:
1
Q1= T3,1(‘§) Dy(=2) - S
Possiamo quindi concludere che:
1 1
AZSl,Q'Dl(—g)'T371(§)-A1

ovvero:
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O =
N[
ol

P?‘MD_ = O

Per k = 0 la caratteristica di A vale 1 e dunque una base per span(A) é
costituita da una colonna di A. In questo caso per esempio va bene la prima.
Per trovare il ns(A), sempre per k = 0 si deve risolvere il sistema:

1’1—372:0

0=0
0=20
0=20

Aggiungendo I equazione fittizia:

.ngt

una generica soluzione del sistema é:

e [1]-+ {1

18



