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I numeri interi e frazionari, positivi e negativi e lo zero si dicono numeri razionali; il loro insieme prende il nome di campo razionale e viene indicato con la lettera Q.

Le leggi di composizione interna nel campo dei numeri razionali sono:  l'addizione, la sottrazione, la moltiplicazione, la divisione per un numero diverso da zero e la potenza con esponente intero. Queste leggi vengono dette operazioni razionali.

Se prendiamo in considerazione altre operazioni, constatiamo  che esse  non sono leggi di composizione nel campo razionale. 

Per esempio, nel campo razionale non è possibile, in genere, l'estrazione di radice quadrata. Lo possiamo provare, dimostrando, per esempio, che la radice quadrata di 2 non è un numero razionale. 

Tesi:  
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Eseguiamo la dimostrazione per assurdo:

Se esistesse un tale numero razionale, sarebbe  possibile metterlo sotto forma di frazione 
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 primi fra loro.
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          (1)
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 è un numero pari, quindi anche  
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 è un numero pari

allora possiamo scrivere  
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sostituendo nella (1) si ha:  
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e cioè  
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 è un numero pari, quindi  
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 è un numero pari.

Siamo dunque arrivati ad una conclusione assurda: 
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 ed  
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 sono numeri pari. Quindi la negazione della tesi è falsa.

Da queste considerazioni risulta evidente che l'introduzione di nuove operazioni (estrazione di radice, estrazione di logaritmo), oltre quelle razionali, rende necessaria l'introduzione di nuovi numeri, il che si può fare nel modo seguente:

Diremo che si esegue una sezione nel campo razionale quando si distribuiscono tutti i numeri razionali in due classi  in modo che:

1) ogni numero razionale appartenga all'una o all'altra classe;

2) ogni numero della prima classe sia minore di ogni numero della seconda.

La sezione si rappresenta col simbolo 
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Quando nella classe 
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 vi è un numero maggiore di tutti gli altri, esso si dice il massimo della classe 
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; e quando nella classe 
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 vi è un numero minore di tutti gli altri, esso si dice il minimo della classe 
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Non può mai verificarsi il caso che contemporaneamente la classe 
[image: image20.wmf]A

 possegga il massimo e la classe 
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 possegga il minimo. Infatti, se in 
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 vi fosse un massimo 
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 e in 
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 un minimo 
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, sarebbe per la proprietà (2) 
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 EMBED Equation.3  [image: image27.wmf]e allora un numero razionale qualunque compreso fra  
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 (per  esempio il numero 
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) non troverebbe posto né nella classe 
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 né nella classe 
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Pertanto le sezioni del campo razionale possono essere soltanto di due specie:

1°) la prima classe possiede il massimo oppure la seconda possiede il minimo;

2°) né la prima classe possiede il massimo, né la seconda possiede il minimo. 

Quando la classe 
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 di una sezione del campo razionale ammette il massimo oppure la classe 
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 ammette il minimo,  questo massimo o questo minimo è un numero razionale; esso viene detto elemento di separazione delle due classi.

Esempio:
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Quando invece la classe 
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 non ammette il massimo e la classe 
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 non ammette il minimo, non esiste alcun numero razionale che sia maggiore di tutti i numeri di 
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 e sia minore di tutti i numeri di 
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; in questo caso si dice che le due classi definiscono un numero irrazionale, che si assume come elemento di separazione delle due classi.

Si potrebbe dire quindi che i numeri irrazionali sono “buchi” nella retta numerica “accerchiati” da numeri razionali, che si addensano sia alla loro destra che alla loro sinistra.

Esempio:
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La radice di 2 è intrappolata tra le due successioni numeriche e ne costituisce l’elemento di separazione.

Rappresentazione geometrica dell’irrazionale 
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La diagonale del quadrato non è misurabile “esattamente”.

Possiamo quindi concludere che ad ogni sezione del campo razionale corrisponde un elemento di separazione, il quale è un numero razionale se la classe 
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 ha il massimo o la classe 
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 ha il minimo ed è un numero irrazionale se la classe 
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 non ha il massimo e la classe 
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 non ha il minimo.

L'insieme dei numeri razionali ed irrazionali costituisce il campo dei numeri reali .
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Il campo dei numeri reali è continuo, mentre il campo dei numeri razionali è discontinuo.
QUADRO RIEPILOGATIVO DEI NUMERI REALI
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