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Ottavio Serra
Probabilita e simmetria

In una prova Invalsi di matematica per la licenza media, ho trovato il seguente quesito di
calcolo delle probabilita: “Luca e Andrea lanciano tre dadi. Luca dice: io vinco se la somma
dei tre numeri é pari; Andrea dice: io vinco se il prodotto dei tre numeri e pari. Prima do-
manda: dire, giustificando la risposta, chi dei due ha maggiore probabilita di vincere; se-
conda domanda: calcolare la probabilita di vincita di Andrea.”.

Non entro nel merito della difficolta del quesito per ragazzi di scuola media, ma indubbia-
mente si tratta di un problema interessante che merita di essere sviscerato e ampliato, anche
con considerazioni di simmetria.

La risoluzione. Conviene considerare le probabilita contrarie, QL la probabilita che Luca
perda, Qa che perda Andrea. Andrea perde se il prodotto é dispari, cioé se i tre dadi danno
tutti risultati dispari. | casi corrispondenti a questo risultato sono quante le disposizioni con

ripetizione di tre oggetti (i numeri 1, 3, 5) a tre a tre, cioé 3%, Siccome i casi possibili sono
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6°, la probabilita Q, :%:Gj :%. Invece la probabilita che Luca perda € maggiore; in-

fatti, la probabilita che la somma sia dispari e che i tre numeri siano tutti dispari, come per
Andrea, piu i casi in cui escano due numeri pari e uno dispari. Percio QL>Qa e di conse-
guenza Pa>PL: Andrea ha una probabilita di vincere maggiore di quella di Luca. Per rispon-
dere alla seconda domanda, osserviamo che Pa=1-Qa=7/8, per il risultato precedente; percio
PA=0,875=87,5%.

Ci chiediamo ora quale sia la probabilita che Luca vinca. Luca vince se i tre numeri sono
tutti pari oppure due dispari e uno pari; perde se i tre numeri sono tutti dispari oppure due
pari e un dispari. Le due situazioni sono simmetriche rispetto allo scambio dei termini pari e
dispari, e siccome in un dado ci sono 3 numeri pari e 3 dispari, risulta PL.=QL.

Ma P.+Qr =1 (Luca o vince o perde, tertium non datur), percido P =Q.= 1/2=50%. Viene
confermato cosi che Pa>Py.

Vogliamo generalizzare il problema al caso di n dadi. Per Andrea il calcolo é facile.

n

Qa(n) = 2—n= 2—1ne di conseguenza P, (n) :1—2—1n( Vvn >1). Si noti che LimP,(n)=1,, come

era prevedibile: basta un solo numero pari (2, 4 0 6) perché il prodotto sia pari e un numero
pari prima o poi esce.

Piu difficile é calcolare PL(n). Indichiamo con P I’uscita di un numero pari, con D I’uscita
di un numero dispari. Se il numero dei dadi e dispari, n=2k-1, la somma é pari se si ha un
numero pari di addendi dispari e percio Luca vince se si verifica la seguente situazione:
(2k-3) P e 2 D, oppure (2k-5) P e 4 D, oppure ... 1 P e 2k-2 D; perde se la situazione é:
(2k-3) D e 2 P, oppure (2k-3) D ¢ 4 P, oppure ... 1 D e 2k-2 P. Come si vede, le due situa-
zioni sono simmetriche rispetto allo scambio dei termini P (pari) e D (dispari), e siccome i
pari sono tre, come i dispari, le probabilita di somma pari o di somma dispari sono uguali.
Per Luca, nel caso di un numero dispari di lanci, le probabilita di vincita (somma pari) o di
perdita (somma dispari) sono uguali: P (2k-1) =Qr(2k-1) =1/2.



Se invece n ¢ pari, n=2k, si immagini di lanciare 2k-1 dadi; sara P (2k-1) = Qr(2k-1) =1/2.
Si lanci ora I’ultimo dado, che dara risultato pari con probabilita p=1/2 o risultato dispari
con probabilita g=1/2. Avremo PL(2k) = P(2k-1).p + Qu(2k-1).q =1/2.1/2+1/2.1/2=1/2.

(I prodotti delle probabilita si giustificano perché gli eventi, esiti dei dadi, sono indipendenti
e la somma si giustifica perché gli eventi: somma pari 0 somma dispari, sono incompatibili).
Dunque, qualunque sia il numero dei dadi, la probabilita di somma pari & uguale alla pro-
babilita di somma dispari.

La probabilita di somma pari (o di somma dispari) si puo calcolare in modo piu sem-
plice per induzione su n. (Il principio di induzione numerabile di Peano si puo considerare
una sorta di simmetria traslatoria sulla successione dei numeri naturali). Il risultato e vero
per n=1: P_(1) =1/2 (e Qu(1) =1/2) e vero; sia vero per n: P.(n)=1/2 [e Qr(n)=1/2]. Conside-
rando un ulteriore dado, questo dara risultato pari con probabilita p=1/2 o dispari con proba-
bilita g=1/2. Pertanto
PL(n+1) = P(n)p+ Qu(n)q =1/2.1/2+1/2.1/2=1/2. Analogamente
Qu(n+1) = Qu(n)p+ PL(n)q =1/2.1/2+1/2.1/2=1/2.

Vogliamo, a titolo di esercizio, calcolare PL(3) e QL(3), probabilita di somma pari e di
somma dispari per 3 dadi, come nel quesito proposto nella prova Invalsi.

Luca vince (somma pari) se si verifica la configurazione PPP (tre pari) oppure PDD (un pari
e due dispari). La configurazione PPP si verifica in 33=27 modi. La configurazione DD si
verifica in 32=9 modi; un numero pari puo stare a sinistra dei due dispari DD, in mezzo o a
destra, percio per ognuno dei numeri pari (2, 4, 6) si hanno 9.3=27 configurazioni e per i tre
numeri pari si hanno in tutto 27.3=81 configurazioni. Siccome i casi possibili per tre dadi
sono 6%=216, P(3)= [(n(PPP)+n(PDD)]/216=[27+81]/216=108/216=1/2, come abbiamo gia
trovato.

Naturalmente, QL(3)=1- PL(3)=1/2.

Vogliamo ora calcolare, come ulteriore esercizio, P.(4) e QL(4).

Il numero dei casi possibili € N=6*=1296. Il numero dei casi favorevoli a PL(4) & la somma
delle configurazioni n(PPPP+PPDD+DDDD). E piu facile calcolare il numero delle configu-
razioni contrarie (Somma dispari): n(PPPD)+n(DDDP). Le configurazioni PPP sono quante
le disposizioni con ripetizione di tre oggetti a 3 a 3, cioé 3°=27. Un dispari, rispetto a PPP,
puo stare in 12, 22, 3% 0 4? posizione, percio per ciascun dispari abbiamo 27.4=108 configu-
razioni e siccome i dispari sono tre (1, 3, 5), n(PPPD)=108.3=324. Per ovvi motivi di sim-
metria, anche n(DDDP)=324, e quindi i casi favorevoli a somma dispari, sono 648. Segue
che QL(4)=648/1296=1/2 e altrettanto dicasi per P.(4).

Rispondere al volo: quante sono le configurazioni PPDD?



