Ottavio Serra
Alcuni esempi di sviluppo in serie di Fourier

In queste pagine presentero quattro esempi di sviluppo in serie di Fourier, accompagnati da
elaborazione grafica e numerica realizzata con mio software.

1) Funzione f(x) periodicizzata con periodo T=4, cosi definita:
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N.B. I termini in Seno non compaiono, per ovvi motivi di simmetria (f(x) e pari).
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Risulta a1=0,7572149938; a,=-2/n?=-0,202642367; a3=-0,405301; eccetera. ais=-2/(81 n?)= -
0,0025017576,

Per k>0, (Integrazione per parti).

d’accordo con 1 valori numerici a 4 cifre calcolati col mio programma “Armonic” in Pascal7.
Vedere nella figura seguente anche il grafico delle prime 18 armoniche sovrapposto al grafico di

(x).

F(x) = x~2+1 in [-1; 11, O in [1; 31
Numero armoniche:18 )
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Sviluppo di Fourier = 0.6667
+0.7572 Cos(6,28% xX/4)
-0.2026 Cos(6,28» 2x/4)
-0.4053 Cos(6,28» 3x/4)
+0.0507 Cos(6,28% 4x/4)
+0.2505 Cos(6,28% 5Sx/4)
-0.0225 Cos(6,28» 6x/4)
-0.1804 Cos(6,28% 7x/4)
+0.0127 Cos(6,28% 8x/4)
+0.1408 Cos(6,28» 9Ix/4)
-0.0081 Cos(6,28» 10x/4)
-0.1154 Cos(6,28% 11x/4)
+0.0056 Cos(6,28» 12x/4)
+0.0977 Cos(6,28» 13x/4)
-0.0041 Cos(6,28% 14x/4)
-0.0847 Cos(6,28» 15x/4)
+0.0032 Cos(6,28% 16x/4)
+0.0748 Cos(6,28% 17x/4)
—-0.0025 Cos(6,28 18x/4) O S
. .



2) Funzione f(x) periodicizzata con periodo T=2mx, cosi definita:
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Pertanto ff(x) = % _2 cos(x) +sen(x) — % sen(2x) —
T

Risultato del mio programma “Armonic’:

F(x) = x per x in [0:Pgrecol, 0 in 1Pgreco; 2Pgrecol. T=2Pgreco.
Numero armoniche:12

Sviluppo di Fourier = 0.7854
-0.6366 Cos(6,28% x/6.2832) + Sen(6,28% x/6.2832)

-0.5 Sen(6,28% 2x/6.2832)

—0.0707 Cos(6,28% 3Ix/6.2832) +0.3333 Sen(6,28% 3Ix/6.2832)>
-0.25 Sen(6,28% 4x/6. 2832)

—-0.0255 Cos(6,28% 5Sx/6. 2832) +0.2 Sen(6,28% 5S%x/6.2832)
-0.1667 Sen(6,28% 6x/6.2832)

-0.013 Cos(6,28% 7x/6. 2832) +0.1429 Sen(6,28% 7x/6.2832)
-0.125 Sen(6,28% 8x/6. 2832)

—0.0079 Cos(6,28% 9x/6. 2832) +0.1111 Sen(6,28% 9%x/6.2832)
-0.1 Sen(6,28% 10x/6. 2832)

-0.0053 Cos(6,28 11x/6.2832) +0.0909 Sen(6,28% 11x/6.2832)
-0.0833 Sen(6,28x% 12x/6.2832)




3) Funzione f(x) periodicizzata con periodo T=2, cosi definita:
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Percio f(x)= %g—sen((zz:__ll)ﬂx).

Si noti che per ogni x strettamente positivo <1 risulta f(x)=1e percio la serie

ke sen 2h -1 zx
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risultato gia noto a Leibniz.

Riporto il risultato ottenuto col mio programma “Fourier”:

F(X>=-1 per x in [-1;01, =1 per x in 10;11. T=2.
Numero armoniche: 15
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Sviluppo di Fourier =
1.27 Sen(2m* x/2)
+0.42 Sen(2W»* 3x/2)
+0.295 Sen(2w»* 5Sx/2)
+0.18 Sen(2mW* 7x/2)
+0.14 Sen(2W* 9x/2)
+0.12 Send(2mw* 11x/2)>
+0.1 Sen(2mw* 13x/2)
+0.08 Sen(2m»* 15x/2)

0.5.

N.B. La funzione presenta criticita nel punto singolare x=0, percio nel calcolo numerico dei
coefficienti ho dovuto limitare la precisione a due cifre decimali.



4) Funzione f(x) periodicizzata con periodo T=2, cosi definita:
f(x)=|x| per x in [-1; ]. La funzione € pari, percio la serie di Fourier contiene solo coseni.
Il termine costante ap=1/2 e per k>0
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Si noti il notevole risultato: per x=1, f(x)=1 e per ogni h il coseno nella serie vale -1, percio
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Riporto, al solito, 1’elaborazione col programma “Fourier”:

F(X)=ix! in [-1; 11, T=2
Numero armoniche:5

Sviluppo di Fourier = 0.5
—0.4053 Cos(2m* x/2)
-0.045 Cos(2n»* 3Ix/2)
-0.0162 Cos(2W* 5Sx/2)

Si noti come, gia con poche armoniche, il polinomio trigonometrico si sovrappone quasi
esattamente alla funzione f(x), smussandone le angolosita.

5) Funzione f(x) periodicizzata con periodo T=4, cosi definita:
f(x)=x?in [-1;1], 0in ]1;3], T=4.
Si tratta di una funzione pari, percio la serie trigonometrica € i soli coseni.

Il termine costante ag vale 1/6, mentre per k>0 si ha
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(Verificare, integrando per parti).

La serie di Fourier & pertanto
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Il mio solito software fornisce

F(x) = %2 in [-1;1, 0 in 11;31. Periodo T=4.
Numero armoniche:12

Sviluppo di Fourier = 0.1667
+0.1206 Cos(6,28 x/74)
! -0.2026 Cos(6,28% 2x/4)
-0.1931 Cos(6,28% 3x/4)
+0.0507 Cos(6,28% 4x/4)
+0.1232 Cos(6,28% 5Sx/74)
-0.0225 Cos(6,28% 6x/74)
—-0.0894 Cos(6,28% 7x/4)
+0.0127 Cos(6,28% 8x/4)
+0.07 Cos(6,28% 9Ix/4)
-0.0081 Cos(6,28% 10x/4)
—0.0575 Cos(6,28% 11x/4)
+0.0056 Cos(6,28% 12x/4)>

Che succede per x=17? Il coseno di kx/2 si annulla per k dispari, percio restano solo i termini con k
pari. Ma sen(nk/2) si annulla per k pari, percio alla fine si ottiene
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Percio f(1)=1/6+2/6=1/2, come vuole la teoria: in una singolarita di prima specie la serie di Fourier
converge alla semisomma del limite sinistro e del limite destro, nel nostro caso (1+0)/2.

Ricordo che altri esempi di serie di Fourier si trovano nell’articolo “P greco ¢ dappertutto”
nell’ Annuario del Liceo Scientifico Scorza di Cosenza, reperibile anche nel mio sito
digilander.libero.it/ottavioserra0, cartella Articoli, sottocartella Annuario del liceo scientifico
Scorza di Cosenza, n° 8.

1 Vedi il mio articolo “P greco é dappertutto” citato pili sopra, nonché “Il problema di Basilea” nel mio sito, cartella
Articoli sotto cartella Miscellanea.



