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(1) Introduzione

Scopo della presente nota & una argomentazione
formalizzata riguardante la determinazione di strutture
prbduttive ottimali nell'ambito di una economia sraffia-
na, I1 substrato teorico della trattazione & costituito
dalla terza parte del libré‘éi Piero Sraffa "Produzione
di merci a mezzo di merci", Nell'ambito del riesame dei
fondamenti della teoria economica innescato dall'opera
di Piero Sraffa, lo étudio dei mutamenti dei metodi di

-produzione ha cosfituitp la chiave di volta delle criti

~ca di Cambridge ai paradigmi della teoria neoclassica;

in quanjo segue i1 medesimi suggerimenti teorici vengano
rielaborati in un'ottica aiquantb diversa, |
Presupposto logico necessario allo studio di
mutamenti dei metodi di produzione & che si definisca
un insieme di metodi di produzione ammissibili, all'in
terno del quale si possa, mediante l'applicazione di

uno specificato criterio di ottimalita, determinare il

~_sottoinsieme dei metodi ottimali. Ne consegueAche il

“eriterio di ottimaliti prescelto e le ipotesi assunte
circa la natura dell'insieme dei metodi di produzione
ammissibili condizionan¢ in modo essenziale i risulta-
ti formali e le interpretaZioni:economiche del proces-
so di ottimizzazione. ‘

I1 criterio di ottimaliti che verrd presc in

considerazione in queste note & quello descritto nella
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terza parte del libro di Pi®ro Srqffa: vengono defini-
ti ottlmall, ad un llvello dato del saggio d1 profltto,
i metodi di produzxone dell'economla le cﬁl frontlnre
del salario appartengono all'inviluppo delle frontiere
del salario dei metodi di produzione ammissibili. Circa
la natura dell‘insieme dei metodi di produzione‘ammiési
bili,”verranho prese in considerazione assuﬁzioni alter
native e verranno messe a confronto 1e proposizioni d;;
mostrab111 a partire da ciascun sistema di lpote81.
Allo scopo di una migliore descrlulone della
struttura dei sistemi di ipotesi, conviene premettere
alcune specificazioni di natura formale (1) In quan"coE
segue preéndereno in considerazione una econcmia comﬁb—Q
ste da n industrie bése, ciascuna delle quali produce

una ed una sola merce. Ciascuna_industria_utilizza come

input quaniitd delle n:ﬁ&grcf'ed una quantitd di lavorb'

omogeneo,

Si scelga un sistema di unitd di misura fisi-
che per ciascuna delle n merci e per il lavoro omogeneo.
Definiamo provesso produttivo dell 'industria i-esima
un vettore a 2n + 1 componmnti, strutturate come segue.
Le prime n componenti rappresentano l'output del pro-
cesso con rlspetto a 01ascuna delle n merci, Per 1a

1pote31 di produ21one c'J.ngola., tali componenti risulte-

- ranno tutte nulle, ad eccezione dell'i-esima che sara

positiva., Le rimanenti n + 1 componenti rappresentano .

i
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1'input del processo con rispetto a ciascuna delle n.meg
ci ed al lavoro omogeneo. Esse risulteranno positive o
nulle; la componente Ln + 1—esimé, che si riferisce a
quantitd di lavoro omogeneo, sari positiva., Ciascuna cog'
ponente si intende misurata rispetto al sistema di unita
di misura fisiche sopra introdotto.

Definiamo stato dell’economia un insieme éi r
processi, und per ogni industria dell'economia. Si di-
spong@no gli n processi che compongono uno- stato su ri-
ghe successive e si operino dei tagli verticali dopo 1le -
n-esine e le Qn-esime componer.ti dei processi. Risulta
immediato verificare che mediante tale ordinémento & pos
sibile raggruppare i 2n2 +‘n numeri reali che definisco
no uno stato in una matrice diagonale di output, una ma
trice di input ed un vettore delle quantita di lavoro o-
mogeneo, ‘ .

Consideriamo uno stato dell'economia; in cia-
scun processo produftivo dividiamo tutte le componenti

per la componente che rappresenta 1'output del processo.

P

" Uno stato dell'economia cosl normalizzato verrd defini-

to una tecnica dell'economia, Si noti che una teqnica
dell ‘economia & caratterizzata dall'essere la matricé;
diagonale di output una matrice unitaria. Ogni stato
‘dell'economia individua una sola tecnica; viceversa una
medesima tecnica pud essere individuata da una moltepli

citad di stati. Si osservi che la definizione di tecnica
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. sono definirsi per l'economia corrispondenze di produ- -
o - . 5 . % o T

.ipotesi circa la natura degli stati dell'economia,. su-:

4,
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non presuppone alcuna ipotesi sulla natura dei rendimen o
%1 d¥ geara, In geteralé-sgranng infatti spdeifidati ~ .- ., 7 4
per ogni tecnica l'insieme dei livelli di produzione a '

cui tale tecnica pud essere applicata, In tal modo pos-

éibne di natura affatto generale,

Consideriamo ora un particolare sistema di

scettibile di generare-uno spazio diﬂtecniéhe'ammissibi
1i dotato di significative proprietd formali ed econo- - ' | -
miche, Supibniamo che per ogni industria dell'economia ‘ 'E
siano dispouibili un numero finito di.processi produtti '
vi ammissibili tali che godano della seguenté proprie-
ta. '

(a) Ogni processo & a rendimenti costanti di scala, In

v

ogni industria risulta dungue possibile, nell 'ambito del {
soddisfacimento delle condizioni di reintegrativita; al ‘
terare il livello a cui & operato il processo o sosti-
tuire il processo con ggigltro armissibile senza che ta-
;i operazioni influenzino in alcun modo i livelli e la
atura dei processi impiegati nelle industrie rimanenti.(2)
L'assunzione (a) definisce uno spazio delle -
ecniche caratterizzato :&lﬁa‘seguenti .proprieta: \'
(b) Ciascuna tecnica @ individuata dall'intera classe de
gli‘étati che differiscono fra di loro per i diversi li-

velli a cui sono operati i medesimi processi; ovvero &



possibile operare ciascuna tecnica a qualsivoglia livel
1li, nell'ambito cel soddisfacimento delle condizioni ¢i
reintegrativiti. (3)

(¢) Sia g il nwrere di processi alternativi disvonibi-
1i per la prima industria, r2 per la seconda industria
e cosl via, Lo spazio delle tecniche ammissibili risul-
tera costituito da Wy X My X eeee X mn tecniche, ottenu
te combinando ciascun rrocesso ammissib;le di una indu-
stria con tutti i vrocessi ammissibili delle rimanenti
industrie.

Nello spazio delle tecniche ammissibili‘in
cui valgono le n»rorrietd (b) e (c¢), prendiamo in consi-
derazione due tecniche distinte. Fer ciascuna delle n
industrie, saranno ora disponibili due processi esprég
si in forma norralizzata: ouello impiegato nella vrima
tecnica e quello impiegato nella seconda, Per qualche
industria i due processi normalizzati potranno eventual
mente coincidere. A partire dalle due tecniche in que-
gstione & dunque possibile costruire un sottorinsieme
dello spazio delle tecniche ammissibili contenehte.al
piu 21 elementi, Applicando il criterio di ottimalita
sorra descritto alle due tecniche di partenza, il sus-
sistere delle proprietd (b) e (c) ci permette di esegui -
re il confronto mediente una catena di confronti fra
tecniche & copvie distinte ver il processo normalizzato

impiegato in una sola industria ed appartenenti al sot-



toinsieme appena definito. In siffatta eventualita, pog
sono provarsi i seguenti punti, validi per ogni valore
del saggio di profitfto inferiore od uguale al saggio di
profitto maésimo ammesso dallo spazio delle tecniche am
missibili. (4). |

(@) L*ordinamento di ottimalitd fra tecniche ammissibi-
1i & indipendente dalla composiiione del pacchetto di
beni. il cui prezzo & utilizzato come unita di misura

}

dei prezzi e del salario.

(e) I1 sottoinsieme delle tecniche ottimali sard in ge
nerale composto da melteplici elementi; purtut@avia o-
gni'tednica ottimale genererd il medesimo sistema i
prezzi. ‘ _ '

Il guadro risulta sostanzialmente mutato oua
lora si abbandoni l'ipotesi (a) e si considerino sﬁazi
"delle tecniche ammissibili, di natura pi™ generale. Lo
abbandono dell' ipotesi (a) comporta cke non necessa-’
riamente saranno verificate le proprieta (b) e (c). Il
" non sussiste;e della proprietd (b) comporta la necessa
ria introduzione di\corrispondenze di produzione (5)
che specifichino per ogni insieme di livelii di predu
ne quali tecniche siano ammissibili. Il non sussistere
- della proprietd (c) fa sl che il confronto fra due teg
niche non possa necessariamente avvenire mediante una

catena di confronti fra tecniche a coppie distinte per
il processo impiegato in una sola industria, bensi si



"debba procedere direttamente al confronto fra le due
tecniche in questione. Le proprietd (d) e (e) saranno
in generale invalidate e sostituite rispettivamente
dalle seguenti préprieté.

(d') L'ordine di ottimalitk fra le tecniche alternati-
ve & funzione della composizione del pacchetto di beni
il cui prezzo & usafo come unita di misura dei prezzi
e del salario. (6) . | - .
(e') Il sottoinsieme delle tecniche ottimali sard in
generale composto da molteplici elementij; tecniche ot-
timali distinte possono generare sistemi di prezzi di-
stinti. (7) |
| Nei casi in cui sussiste la proprietd (4')
si pud concludere che nel problema della detéfminazio—
ne di tecniche ottimali il pacchetto di beni, il cui
prezzo & utilizzato per misurare i prezzi ed il sala-
_rio, non pud considerarsi una semplice unitd di misu~
ra; viceversa esso dssume il ruolo di una variabile
del problema, suscettibile quindi di influenzarne so-
stanzialmente la soluzione.

Diviene dunque nécessité_inprescindibile 1o
attribuire a tale pacchetto un preciso significato eco
nomico, in connessione con la natura del fenomeno €co-
nomico che mediante il modello si vuole investigare.
Poiche il criterio di ottimalitd in base al quale si &

proceduto alla determinazione del sottoinsieme delle



‘tecniche ottimali, consiste nella massimizzazione del

salario ad un livello dato del saggio di profitto, il
rispetto di una coerenza semantica suggerisce che si
interpreti il pacéhetto di cul sopra come indicante la
composizione del salario materiale, cioé la composizio

ne di quel pacchetto di beni in cui si traduce lo sca-

“lare "salario" specificato nel modello.

I1 sussistere della proprietd (e') dd luogo
a cas. degni di interesse..'Si supponga che, pef,una
specificata composizione del salario materiale e ad un
1ivello dato del gaggio di profitto, due tecniche otti
mali, tali ciod da emmettere lo stesso livello di sala
rio, generino siétemi di prezzi distinti tali che, ad
esempio, nella prima industria il prezzc generato dal-

la prima tecnica sia superiorc a quello generato dalla

seconda; nella seconda industria accada viceversa. Ri-

spetto al criteric microeconomico della minimizzazione
dei costi di;produzione, un'imprenditore che operasse
nella prima industria avrebbe interesse a che 1l'eccno-
mia assuma uno stato rapprésentato_dalla seconda tecni
ca. Viceversa un imprenditore che operi nella seconda
industria avrebbe interesse a che l'economia assuma
uno stato rappresentato dalla prima tecnica. Viene co-

sl a cadere la compatibilitd fra criterio di ottimali-
t3 microeconomico e criterio di ottimalitd macroecono-



mica che si dimostra (8) sussistente nel caso si assu-
‘ma l'ipotesi (a); la condizione in cui operano gli im-

prenditori sopra ipotizzati & certamente di tipo non

concorrenziale. (9)

ARSI e,
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NOTE

(1)

(2)

(3)

(4)

- (5)

(6)
(7)

(8)
(9)

Le definizioni di processo produttiveo, stato
dell'economia e tecnica dell'economia sono formula
te matematicamente in par. (2); le condizioni di
reintegrativita dello stato e di vitalita della tec
nica sono ivi esplicitate.

Formalmente la proprietd (a) pud essere espressa in
termini-di divisibilitd e addittivita dei processi -
ammissibili disponibili per ciascuna industria. Ve-
di a tale proposito la formalizzazione della pro-

prieta (a) precedente alla proposleone (x) in par.

(4). |

Per la definizione di spazio delle tecniche a ren-
dimenti costanti di scala vedi il par. (2).

e -

Per 1a formallzzaz1onp del processo di confronto so

pra descritto e le dimostrazioni .dei punti (d) e
(e), vedi il rif. (3). -

Per la definizione di corrispondenza di produzione,
vedi il par. (2)

Vedi l'esemplo numerico che 111ustra la prop03121o
ne {ix) in par. (4).

Vedi l'esempio numerico che illustra la prop031z1o
ne (v111) in par. (4).

Vedi il rif. (2). T

Non sorprendentemente, riaffiora la tesi del'Sag—
gio di Piero Sraffa "Sulle relazioni tra costo e
quantitd prodotta": solamente condizioni di produ
zione risultanti in costi costanti, nel nostro ca-

@0 spazi di tecniche che godcno della proprietd (a),

sono compatibili con lo stato di libera ccncorren-
za., : ‘



(2) Spazio degli stati della struttura produttiva di una

~ economia.

Consideriamo una economia sraffiana éostituita_
da . industrie base a produzione singola. Definiamoc un
sistema di unita di misura fisiche U= {‘LL/ Uz -y (L,,.,,‘U,z}
per ciascuno degli W béni e per il lavoro omogeneo.

Definiamo stato della struttura produttiva del

l'economia 1l seguente insieme di grandezze misurate se-

coridoV: '
s={Dp,a,L},

D -  matrice (I’bx l'b) ., diagonale, d,(;(; >0 per £=i,n,.
: ' Ltelemento della diagonale principale d; in

dica il prodotto lordo dell'industria i-esima.

Q matrice (n,xn,) y non negativa, indecomponibile.
L'elemento generico C]Q indica la quantita

e del bene j-esimo usato nell'industria i-esima.

Per ipotesi le matrici ) e (Q soddisfino la se

guente condizione di reintegrativita dello stato S5
S(D-Q)20,#0 ove Z=(1,4,...,4) -

L_ n-vettore colonna, strettamente positivo. La com

ponente generica L‘: indica la quantita di lavo

-~
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ro omogeneo impiegata nell'industria i-esima.

Si noti che ad ogni stato § risulta univoc’:'amep_‘

te associato il seguente vettore:
c= 2(P-R).

I1 vettore C risulta non negativo, non nullo
per l'ipot'esi.di reintegrativita dello stato. La componen
te generica (/ i'ndiychz.:‘t ilvprodottq netto dell'economia
per il bene i-esimo. | _

2 Consideriamo lo z'spazio prodotto cartesiano:
an+2,fn-: RMX R%X R_’VL’ _
S e RW+2m, {

Definiamo spazio degli stati della stru"étura

Risultera:

" produttiva dell'economia il seguente <insieme \S\ -apparte-

2
nente a RM' rim ;

S= 1 5={0,& L} durOper it BR300,
“wdecomponibile 2(0‘&) z0, #'-0/ Ly >0 1" .L:iflw'} .

Consideriamo la seguente relazione _{). definita

per una coppia di elementi di f :

sia 54.3{'94_/685,/1-13 ; 5‘&:{0.2,, Qz,Lz} é\s\/'
sard 5S4 L)L Sy se e solo se: | |

Qo= D0 *Re ~ - | -

Si possono provare le seguenti proposizioni.
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~(i). La relazione {L & una relazione di equivalenza.

Dim. Sia 5;_) 52, 53 € S Risultano vere le seguenti pro-
prieta: '
Sd_ L2 5:1. ; infatti sono verificate le seguenti ugua-

glianze:
Qr= DuD;*@s
La=Dy D;A'L:L .

S, .a S = 5'2' n G4 + infatti & vera la seguente impli

cazione: _ -4
Qz,’Dz,DIidA_ :____> Qd‘— Dd‘, Dzi_iaz‘
L2 =D, DTL/;_ | La= Dy Dg, &2 .

/
/ Se 0.5, e S2 2. S; :75'4__()_ Sz i infatti sono vere le se-
' guenti implicazioni:

Qe =D,D;*Qa = Ry, = Dz,D;LQ A _____>
Q3= D3D3'Q, ™7 L Q2= D, D5*R5

_— -4 -4 —_ _ -4
== 0,0, R3 =D, Dy @y = 3=D;D7"Q4 -
Con passaggi analoghi si ottiene 1'implicazione:

Ly =D, DitLa : 1 -
N = L.=DD, L, .
| &-E.D.

(ii). La relazione di equivalenza Q. & indipendente dal si

stema di unita d4i misura.

Dim. Siano V= {_%1/ Woy oo, Wy / Lbz}

-
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~ PU ~ ~
U= {“1, U yorpYm, ue} due sistemi di unitd di

misura. Definiamo:

n
L .
-, Q
K=l e | ke sh
0 = we
U ,
J \ ~J
Sia s un elemento di misurato secondo U R

I1 passaggio dal sistema di unitd di misura V al siste-
ma di un,ité di misura V comporta la seguente trasforma—

zione su {D Q L} {DK/ QK LK{}

Sararmo dunque vere le seguenti 1mpllcazion1~

Q,, D D"L 01 = Qz.k, DJ,K/(DLK) &ik'_>
Gz— DzK«K«i Qi-/ 617, Dz,D Q, -
La" D?, Ld. > L—a Ke - Da, D4_ Lg K& =>

Q.E.DQ

(_i:l_.i). A ciascuna classe di equivalenya[S]apub essere
associato uno ed un solo elemento §'z {I A e}tale che, se
<:{0,q L}(;[S]n_, a110ra 5=§ D, A, D¢

Nota: §' non appartiene necessariamente as\ s non & infatti
necessariamente verificata la condiz;one:Z(I—H)bOI %0

o

Dim." Sia: sf{pi,q;&e[sjn,o 8,=h, ) Ll_e Se: 5:{0,0, L}é[ﬁ]a,

per la definizione di £ deve necessarlamente essere:

D D‘_a [} DL L « Inoltre, considerati
i .



{I 91,{(} Q2= ff ﬂ,,ﬂa‘?‘ tali che non sis H, ﬁ;fe —e, ez ,
qualunque sia [ non potra mei verif:\.carsJ.D(-h DR2 e
D0;= D22 . | ~ Q.E.D.

Nota. Sia R,(Q) 1'autovalore di Perron e Frobenius di/?
(@D . Risultera: 0<A(A)<4 . -

Dim. Sia $:{D,Q,L3¢[s)a ¢ Q=DA, L=De .
Dalle condizioni di reitegrativitd di § viene:
E(D-Q)20,+%0 , da cui: *7

1) £2(D-DA)=20, #0 4
Moltiplicando a destra la (1) per D otteniamo:
E(T DHD"{) 70 ¥0 , da cui viene:

(2) 2 DRD"<2 #= . ' |

La (2) ci assicura che: 0<A(p/)p }<1@ Essendo
'}.(D,QD'fj R’(H) , rmultaO(l(Q)(i . Q. E‘E) |
(iv). Sia dato un vettoré del prodotto netto C hon
negativo, non nullo., Ciascuna classe di equivalenza
contiene uno ed un solo stato S= {D 0 L} tale che:

£(b-Q)=¢ .

Dim. Sia S={D, O,L}G[Slg. Per la (iii) S sard
rappresentabile come: S = { D, DA, Dé} .

. Si tratta di provare che esiste una ed una sola D
tale che: 2 (D- Dﬁ) =C ,0Vvero:
3&Db(I-A)=C .

Per un noto teorema sull'inversione matriciale:

(0 A(R)<d = (T- R)iso .



.- Per cul dalla (3) otteniamo:
£p=¢(I-A)t>0 - -
Q.E.D.

IR - K R * L S o F - H Lo
Y ) -8 » » EY BN ) » wd

Sia S§= {D 62 L} S\ Consideriamo il modello di Sraf
fa definito su 8 :

1. '(5) (D ?Q)P*LW 0 ’. R ;
pp=i o .

dove: )

P n-vettore colonna, strettamente positivo. La com "
ponente generica P(; indica il prezzo di una u-
nita del bene i-esimo.

/ /A, n-vettore riga, non négativo, non nullo. La com-
/ !

! © °  ponente generica /‘L{, indica la proporzione con
] . cui il bene i-esimo entra nel pacchetto dei beni
salario @. Si consideri ad esemplo la normaliz
- " zazione: /4/2 io
P:_-_-i.,.z - ove lo .ﬁscala»re"e O indlca il saggio di prof:.tto.
scalare non negativo. Indlca il salario reale.
~ Sussiste la seguente pr0posizione'.

(v). stati appartenenti'alla medesima classe di equivalen-

za [_SJ_Q_ 1nd1viduano 1l medesimo modello di Sraffa

'defiﬁito dalle’ ‘equazioni (5). - ‘*‘ o
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pim. sia '5'= 3 T,A,£50[s]a.

“Allora ogni SE[ S]g pud essere rappresentato come

s={p, DA, D&}

Sostituendo nelle equazioni (5) risulta:

) J®-7DA)p +DLw=0
M P= 1 LN

Dalle equazioni (6) si ottiene il seguente sistema equi-
valente:

7 JolcI- f9)9+/€wj 0

lwp=t -

Essendo per definizione d/u >0 per (:=:L,i’b ,ble' equa
zioni (7) risultano equivalenti al seguente sistema: '

(1-£R)p +€w =0

/(8) o ,

Mp =1

Sara dunque vera la seguente corrispondenza biunivoca:

ES]_Q_H sisteme (8) . ‘Q-E.D.

Definiamo ciascuna c_liagﬁg___i_c_e:g} equivalenza [SJ ol
una tecnica a rendimenti costanti. Come é stato dimdstra-
to nellg (v), tutti gli stati appartenenti ad una medesi-
ma classe di equivaleriza ESJ.(L individuano il medesimo
sistema di equazioni di Sraffa. Qualora si vogliano stu-
diare proprietd dell'economia dipendenti esclusivamente

dalle grandezze (’Z y w, P) individuate dalle equazio
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' di Sraffa, & possibile rappresentare la tecnica

. - . L 1 e

medjante l'elemento S';—,,{,L, 9/ £ }(——)[’5] AL .
Definiamo spazio‘delle teéniche a rendimenti co .

# ¥

stdhti $1 seguente insiemes - » T

S'= {s={1p o}t s e[sjﬁ,}
Ad ogni elemento §'= {l’ F) Z}éﬁ risulta
associato il seguente insieme: -’ ‘

Za={D: = (D-DA)20,+0}.
Ltinsieme ZS costituisce l'insieme degli sta

ti appartenentl alla fecnlca a rendlmentl costantl rappre
sentata da S'.

A partire dallo spazio delle tecniche & rendimen-
/’/ti costanti & possibile definire sistemi di tecni-
'che a.mm;ssibill di natura affatto general e. A

’f tale scopo definiemo la seguente cormspondenza

di produzione R -——%2&‘ :4
I D —> T(,D)QS'"'

Tale corrispondenza specific_a pler ogni insieme
a1 livelli dei prodotti lordi le tecniche comside- =
rate ammissibili. Affinche gli stati generati
dalla corrispondenza di produzione siano reintegra-

tiyi, deve risultare:

De Zsu per ogni s' € 1 (D)Z



Note.

. Vedi rif. (1) e (5).
. Vedi rif, (1) e (5).

(:) . Comfronta rif. (2), nota 18..

19.
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o . a sagqio di profitte
(3) Massimizzazione del salario reale . %13\

to dato su sottoinsiemi compatti dellc .pazi

SPQ?,IOV dg I
stati. 9

Sia 5': {1,9,‘@}6 j‘ . Consideriamo il

sistema di equazioni (8). Si pud dimostrare che per valo-
- ri del parametro ? conmpresi fra 4 < Fé ﬁ'i' R{F)),ove

R(G): 4'—‘:’:2 (H) e /1 (F)) & ltautovalore di Perron e

AT)
Frobenius di A, il sistema di equazioni (8) ammette le se
guenti soluzioni @: T- -4
p= (( m{i ':Z >0
per < ¢ < 1+R(A) : MAI-PRL
I ,
W= ————— >0
(9) A (T-fR) Y
=X
P =%

per P=[+R(RA) :
per f ) w=0 /

ove X & 1l'autovettore di Perron e Frobeniuys di F) associa

to a }L(ﬂ).

Consideriamo il seguente lemna.

m 4
Lemma (1). Sia¢ un funzionale R*‘# R » definito sull'in
sieme compatto L_C, R ed ivi continuo. Il tegema di
Weierstrass ci assicura l'esistenza di 4) e q) tali

@z-g»;f 4(¢) , ?-fef\ztwﬁ(é) .

che:
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LConsideriamo la collezione di insiemi inclusa

{ﬁeL d<45(£)< }
ove d & un reale tale che: o{écp.

Ciascun Ho\ della collezione & un compatto.

in L.

Ve

»

~ ‘
Nota. Se q‘< 4) allora H4 . Inoltre ciascun Ho( sa-

ra non vuoto dovendo contenere almeno un _661,. tale che:
Dim. Sussiste il seguente teorema.

(a) ™ sia 3=J ()( una funzione definita nello spazio topolo-
gico X ed avente codominio contenuto nello spazio topolo

gico 59 « Sia J()( contlnua in ,5;( . Se CH & un in

sieme chiuso dello spazio topologico {(Sx) ’ alloraf (69)

@ un insieme chiuso di Sx " O
Per definizione risulta c\ ¢ CB)

B:ML)H{XER D€ X< 4)} ¢ wn insieme chiuso di . Dal

teorema (a) se ne deduce che “ld\ & un insieme chiuso di

Rm . Sara inoltre HO‘C. L , ove | . & un insieme 1i-

mitato di R‘“‘" HA é dunque un insieme chiuso e limitato

ai R“ e quindi un compatto.

Q.E.D.

| Consideriamo un sottoinsieme compatto T'C 5\
consideriamo il funzionale reale, definito su ! ed ivi con

tinuo @: R(H) 1 - l( j'q)



o S e
Il tcorema di Weierstrass ci assicura l'esisten
za di R e R ;ali che: , -
/N ~/ X -~
R=max R(A) , R=min R(A).
e _ tel__ AL
Sia Z un reale tale che R < R R

Consideriamo lt'insieme:
' _ B A\
*{tel : < R R}.
Per il lemma (1), l'insieme H "?; sara nan vuoto
e compatto. ' o

Consideriamo il seguente funzionale reale, defi

nico su HQ, ed ivi continuo @ per un valore del para-

metro 4 Z :
? T | L se R(H) >2
(10) th/ ?): A-FASL _
0 se B(p)="2
Si noti che se téH’Z , allora W(t, Pl>0
inoltre se t & ”1 e W(t' P}>0 , allora necessariamen-

e t'eHr .

Sussistono le seguenti proposiziomi.

. \
(vi) Consldemamo un sottoinsieme compatto rT'C 5\ e sia

sia R, wn reale tale che: (O<K < R.

Sia F= i+?, . Consideriamo il seguente funzionale rea-



le, definito su i .
e R(A)*7T

= C(T-7A%
wit,g)= 1~ Y  se R(H) z

Es:.ste un sottoinsieme non vuoto 'T\" [ 'T“

tale che se te 'T'Q , allora W(t f’)""m—aXW(t f)

Dim. Bastera limitarci a considerare il funz:.onale reale
(10), definito su H"?: ed ivi continuo. Per il teorema

A —— ‘ .
di Weierstrass esisterd almeno wn ¢ & H R - tale che:

WCt F) (t F) | QuE.D.

Nota. L':ws:.eme rT7" é un insieme compatto.

Dinm. Sia WP W(t F) A H W(t f) A
Saras 'T’ w (th) : A& & | Per il teorema (a), m?-:
& un insieme chiuso. Essendo I7! C HZ 4, ove H’L é un

insieme limitato, l'insieme IT‘,Z sara chiuso ‘e limitato,

dunque compatto.

 QuE.D.

>®. Per la dlmostrazmne, vedi mf. (5)

@. Vedi ad esempio il teorema LX;(XIV in Plcono 'vt., Fiche-

- ra G., "Lezioni ‘di analisi matematica" Roma 1962.

®). se teT', alora d< l(ﬂ)\(i . Inoltre, ‘essendo ra-
dice del pollnom:.o caratterlstlco M(FL.H)I ;L(H saré
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funzione continua di a,;j y per L/) = '1/ Mo -
@. sia £= {I,ﬁ/ Z} tale che R(é—): ’cz Risulta:
: 1
L -
t>t ML~ FF}) %
teHy

—
—
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(4) Osservazioni ed esempi.

Sia T‘ un inmsieme compatto di tecniche ammissibili

e ‘/:1,;; é IT‘ il sottoinsieme delle tecniche ottimali

per 7 = ‘¢ . Le considerazioni esposte nel para-

grafo (3) sono completate dalle seguenti osservaziomi @
N

(viii). In gemersle l'insieme 'T‘/g contiene pid di

un elemento di 1!

Si comsideri il seguente esempio:
s {ti,t?,} , ove:
P 0.7 01 NEERT 04 0.3 (J}
tf{lﬂiﬂ“ OJ,Q{J}f%}HZ@LOwjj
Sia inoltre: §_ 1+43 =1.5 ; = (76 l23)
Viene: ) (-t}_,?) = W (1. )0) = i/334‘0

per cui: M- = ‘

TN 5, 575)

Si noti che risulta: F = | 3340 F - 33‘*0 |
1 23.2 > 7.5 }

\33‘#(‘ | 331/-0 /

(ix). In generale l'insieme ’T’v‘; & funzione dei valori

assegnati a /b
Si consideri il seguente esemp:.o

1: {ti 1‘;3} , ove:

o.l 0.3 0.2\ . 0,35 |
ti= 47T, H,_-: 05 0.1 0.05) £=1035]¢,
| 0302 o.1)  \o.3

0.3 0.6 05\  [ous

tz’: I-/Hz: 00, 0.3 Oolf' / ,ez': 0.65 .
0.05 003 01/  \0Z
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Consideriamo i funzionali:
| nell tatepvalle :

Wty )= AT 4<P< R(Aa)
9] per: f = R(PM)

(11) l _ nell'intervalls:

w (ts,p)= A(T-fRa] %2 i<f<R(A;)

0 per: F= R(QQ,)
Si noti che risulta: R (A4)< R(ﬂz,)

Le tavole (1), (2), (3), (4) illustrano i grafici dei

funzionali (11) avendo posto/u, uguale nell'ordine a:

Ma=(01,02,07) , pa= (06,0325, 0.15),
My=(0, 4, 0), py= (04 ,04,45).

Si considerino valori F compresi nell'inter-
vallo 4 < F\< R(Ai) « Si otterranno diversi Fﬁfz (/L)
in dipendenza dei valori assunti da/l(z .
L'osservazione (ix) trova la sua spiegazione
nelle seguenti considerazioni.
Consideriamo 1'insieme T'= {tﬂltz,} ; sia R(Q,_)< R(Qz)-
Consideriamo i funzionali (11) nell'intervallo:
O=4p:41<9< R(A}-
Consideriamo il seguente insieme:
V= {ped : w(te,p)=w(ta, P}

L'insieme |/ include tutti i punti di "switch"
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fra gli stati ti t . Consideriamo gll insiemi:

Ve{pe6: (T ym)% (1A:)2.5
(12 A
! Vs {peo: (1pmyyx(epa)%, g [(Lm, J4-(rRf -0}
Sara evidentemente V— U V— U—-
L'insieme \f e 1nd1pendente dai valorl assunti da/“-
mentre l'insieme é da essi dipendente. In generale
quindi 1'insieme lf" sara dipendente dai valori assunti
da/lb » ’

Consideriamo un fé V_ . Per )V-‘P consideriamo il

¥ sistema di equazioni (8) rispettiv-mente per ts e Ta-

'
La soluzione sara data dalle espressioni (9). Se fé— [/-

otterremoc necessariamente:
PCtaf) = plta,p)
W<t4/P): w(.tz, f) ‘
I sistemi di prezzi e salario individuati dal si

stema di Sraffa per ti e Tz nel punto f f coinci- -

deranno

—

Viceversa, sia )7(;- V/L_” . Dalle (9) otteniamo:

PCte,P)# PCte, P)

w(ty, p)= w(ts,p) -

I sistemi di prezzi individuati dal sistema di
Sraffa per ﬁ/_ e T2 ne1 punto f:—'fj - saranno distin
ti pur essendo uguali i livelli del salario reale. Un esem

pio di tale evenienza & riportatc nella (viii).
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Consideriamo ora il medesimo processo di massi
mizzazione descritto nel paragrafo (3) considerando ipo-
tesi pin restrittive sull'insieme ’71 « Sia ora M

s e . { . .
un sottoinsieme di 5 che gode delle seguenti proprie
ta:

(b) Supponiamo che la struttura dell'industria i-esima
sia costituita dalla combinazione lineare secondo i
coefficienti Kij (con K"J 20 oper )=l M e

2 Ki(j:i ) dei seguenti M processi produttivi:
=4,m; T] {d,; tvlé()}cm ) 1 m , dove:

d;. : n-vettore riga; (d, );.. per 4#‘: L (0{, )/"_{

per 4" "+ Rappresenta il vettore del prodotto lordo

f di ciascuno degli m{, '~ processi produtt;v1.

‘CLJ ¢ n-vettore riga, non negativo, non nullo. La compo-

| nente generica <tb<))<’¥ - rappresenta la quantitad del hene

f-esimo usato nel processo produttivo j—-esimo.

,@b‘) ¢ scglare p031t1v0. r;)pre;ta la quantitd di la
voro omogeneo impiegata nel processo produttlvo j~esimo.
Sia }1'1ns:1eme 'T‘ composto da tutti e soli gii "~
elementi ¥ esprimibili nel modo seguente:
' Kty + Kigtigtoes + Kowy Ty g,
t = ]: H k'lntzr*Kusz*' szm;,tuMz

/
"’ K/H,ltﬂ“f thzb/rnf o Km,yﬂ'"bmm
’ »Ku¢€u+szé|‘2,+ SRR Kgm,»‘el/w“ ‘ ove; KL 20
ﬁ = K2'62l+K?;’7-e12,*"‘+ KZ(”Z.'Q’ZMQ. Per‘ b l,l’b/ ()..l M"L /-

Kfmem'f l(fﬂb(mzf'"'*kmmwan,mﬂ, 2_ K= | pev ‘L_ LMo

J_\Mb
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*h\ .
' tezza de11'1n51eme m.

Consideriamo il sott01n31eme finito 'T‘ C rT)
composto dagli m X myX ... XM, element1 di T' ottenuti

$i noti che la proprietd (b) implica la compat-

assegnando a ciascuno degli W insiemi di parametri { K£4 ,
Kcz'.. Kw per L= i h , 1 seguenti ma

stemi di valori: {l G0, 0} iO,l 0,.. 0} {0 0,0, J}

A partire dalla proprietd (b) si possono prova-
re i seguenti punti @.
(x). Esiste un sottoinsieme non vuoto m,z_C_—_ m che gode
della proprietd descritta in (vi).

N | |
« (x1) ﬂ" & indipendente dai valori assegnati a /&4/ .

Anche in questo caso rimane valida l'osservazio
I ne (viii}. '
' Un esempio di elemento generico t esprimibile

nella forma (13) & il seguente:

Kutl:"‘ Klz,'t 2
t=<7T A= ta <

: tn.m
o Kn, K 20, Ky+Kip=1 .-

L*insieme ?T" sara composto dai due elementi:

= [Kaly +Kin 2
Z= €z|

O,




e

o - tw \|
Ty {1, Pq-f (t?" \ . /éi = é:zl /
t.'m/ m
| iz ia
t2= {I-, ng (t:u ‘,ézz é‘w .
tml e‘%l

- Si tratta di due tecnithe distinte solamente
per la struttura produttiva della prima industria ed i-
dentiche nelle strutture produttive delle rimanenti n-1
industrie. |

In tal caso 'si pud provare che @

(xii). Per 2 <M {R Hd.) R(ﬁz.)} si verifica'nece_s_
sariamente uno di questi tre casi:
>

[(I f@i)*éi (I- fgz gz] Y

Essendo/u,al *0 1'insieme V/-o definito
in (12) deve essere necessariamente vuoto. Di conseguen-
za l'insieme \/-2 V-' risulterd essere indipendente
dai Valori assunti da s

| La ricerca dei punti appartenenti all'insieme
\/- pud essere condotta mediante la risoluzione del se-

guente sistema:

(I -?Hi)P—Z.LW';O
TP pepet '
hp—»@s%W—*O .
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<j_ f(‘tni F(_T«QJ 2,-- —-f(tl?.)%>

Sla 0< ?, < H(HL) . Possiamo sostituire la soluzione
(9) nella (14):
P = (I fgi)‘%i
M (T- in) e
Fc‘f"r’ﬁl)‘%a
"DP Liaw =0 ‘

Sostituendo le prime I’L+’i equazxo'u nell u1t1

ma otteniamo:
(16) h {I- /794.) ,ég_ - b12 =0,

I1 primo membro della (16) & COStltultO da un
"polinomio di grado {L in [) e pud quindi ammetterei Pmo

ad | radici distinte. oo " . \

Note, ‘ _
(1). Per amore di semplicitd le osservazioni (viii) e (ix)
sono illustrate da esempi concermenti insiemi m
composti da due elementi. Purtuttavia le (viii) e (ix) ri
mangono valide anche considerando insiemi fT’ della poten

za del continuo.

(2).1 grafici nelle tavole da (1) e (4) possono essere‘cog_x__
siderati come la curva salario di settori integrati ottenu
ti dalle tecniche t_i e tZ per salari materiali dati ri-

Ispéttivamente da /CL,/“L, /QS/ Ay .

Si ncti .come l'alterazione delle equazioni di una
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tecnica mediante coefficienti positivi non altera la cur-
va salario data da W (t, f) -
Infatti, sia [) una matrice diagonale tale che

4/[,; >0 per l;=i,h, e sia S :iD/ DA, DQ}, abbiamo:

w(s,p)= L ) = 1 =
| T AD-POATDE m[p(T-pR)] L.

1 A
— = Wt .
AA(I-PAIEDMDL M (T1-rA) % C ’1-0)

1 grafici sono stati elaborati dall'autore pres

so il centro di calcolo della Osaka City University, Osa-

ka, Giappone.
(3).’Le dimostrazioni possono trovarsi nel rif. (3).

(4). La dimostrazione pud trovarsi nel rif. (.3‘) .
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