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Su alcune estensioni del teorema del minimax e riflessi nella teoria dei giochi non-cooperativi a due persone a somma nulla.

M.Ferrara 

Sunto. Nel presente lavoro l'autore introduce nuove versioni del teorema del minimax, partendo dagli importanti risultati dovuti a Ky Fan (12( e a Köning (20(. Nella seconda parte sono presentate nuove classi di funzioni convesse generalizzate,  grazie alle quali si affrontano alcuni temi riguardanti i giochi a due persone a somma nulla e in generale i giochi non-cooperativi.

Abstract. In this paper new minimax theorems, starting from the classical results obtained by Ky Fan and Köning are introduced. In the second part remarks and comments on new generalized convex functions and zero-sum two person games are presented.

M.S.C. 2000: 26B25, 49J35, 91A05, 91A10.
Parole chiavi e frasi: Teoremi del minimax, convessità generalizzata, giochi non-cooperativi.

1. Introduzione storica della teoria del Minimax: recenti sviluppi in letteratura

Ancora oggi non è noto cosa spinse J.von Neumann a interessarsi di teoria dei giochi. È facile immaginare tuttavia, che la mente curiosa e poliedrica del giovane matematico, nato nel 1903 a Budapest, fosse stuzzicata dal problema discusso da Zermelo
. Von Neumann stesso, ha raccontato che tra il 1926 e il 1928 si occupò della trattazione matematica del gioco del poker. Non fu estraneo all’interesse per la teoria economica, che egli non approfondì, ma che provocò la sua curiosità e la sua inventiva come ogni tema in cui intravedesse la possibilità di dare spazio alla rappresentazione matematica. Fin dal 1928 aveva intuito che, sotto il profilo logico, il ‘gioco’ (in senso teorico) era equiparabile alla scelta di un generico piano di azione che l’homo oeconomicus, si trova spesso a predisporre nell'intrapredere decisioni concrete. In sintesi, quindi, traendo spunto dalla teoria economica, fin dall’inizio aveva intuito che il linguaggio matematico, utilizzato ab initio, per trattare i giochi di società affrontava, in realtà, il problema logico più generale delle decisioni strategiche.

L’intuizione era relegata in una nota dell’articolo pubblicato nel 1928, in cui von Neumann presentava il teorema fondamentale sull’esistenza di una soluzione di minimax per i giochi di due persone a somma zero. Nello stesso articolo, von Neumann studiava anche i giochi a informazione incompleta e otteneva risultati di minimax anche per questo caso complesso, introducendo le strategie miste. Sulla base di tale risultato cruciale (dimostrato e reso noto già nel 1926, anche se pubblicato due anni più tardi), von Neumann rivendicò la paternità della teoria contro Borel, sostenendo che la teoria dei giochi, senza dimostrazione del teorema di minimax, non sarebbe degna del nome.

A differenza di Borel, von Neumann partì dalla convinzione che il ‘gioco’ (cioè la situazione di interazione strategica) potesse essere pienamente definito, e in modo significativo, sul piano matematico per stabilire, a partire dalla completa enumerazione delle strategie, le strategie ‘migliori’ e l’esito del gioco.

Come Borel, von Neumann rappresentava il gioco di due persone a somma nulla con la forma normale, la tabella di righe e colonne che descrive, per ogni possibile combinazione delle strategie dei due giocatori, la vincita o la perdita del primo giocatore (uguale in valore assoluto e di segno opposto a quella dei secondo giocatore per la condizione dì somma nulla). Partiva dall’ipotesi che i giocatori fossero razionali e a priori, in quanto entrambi perfettamente razionali, di pari abilità nel gioco. Si atteneva inoltre al principio, ispirato dall’idea dell’homo oeconomicus, che obiettivo dei giocatori fosse il massimo guadagno. L’ipotesi di perfetta razionalità, prevedeva che i giocatori potessero anticipare nella mente tutte le possibili strategie, anche quelle dell’altro giocatore, e le vincite o le perdite che ne risultavano; ma non sapessero all’atto della scelta quale specifica strategia l’avversario avesse deciso di adottare.

La forma normale, sintetizzava in una tabella la conoscenza piena, a priori delle opportunità di gioco. Per la perfetta simmetria di razionalità e abilità, la forma normale era nota a priori a entrambi i giocatori. Il gioco si svolgeva, non già nel tempo, in una successione di mosse o partite, ma come un esercizio logico di scelta razionale, che ciascun giocatore risolveva in modo indipendente dall’altro: decidere la strategia ‘migliore’ per rendere massimo il guadagno, senza conoscere le scelte dell’avversario. Anche von Neumann considerava ‘strategie miste’, strategie scelte con una data probabilità, ma con una motivazione diversa da quella di Borel. Le strategie miste tutelavano i giocatori dal rischio che il loro gioco fosse anticipato e cioè scoperto dall’avversario.

È possibile, partendo dall’ipotesi che i giocatori siano razionali nella scelta delle strategie, stabilire quale strategia sia ‘migliore’ e domini pertanto, per il risultato che da essa si può attendere, ogni strategia alternativa? Cosa significa, in tale contesto, una soluzione del gioco? Poiché erano esclusi vantaggi di un giocatore sull’altro che dipendessero dalla psicologia dei giocatori, era congettura ragionevole quella di poter dimostrare per via deduttiva, quale fosse l’equilibrio che si veniva a stabilire tra i due giocatori, parimenti avidi, parimenti prudenti, parimenti capaci di calcolo e bene informati sulle opportunità di gioco.

Von Neumann immaginò, che la strategia ottimale fosse dettata da un criterio di prudenza razionale. Il primo giocatore, prevedendo tutti i possibili esiti del gioco, sceglie la strategia che più lo tutela dal rischio di perdite. Questa è la strategia che, in corrispondenza della mossa più sfavorevole ipoteticamente scelta dall’avversario per rispondere alla sua, gli impone la minima perdita tra tutte le possibili perdite in cui potrebbe incorrere nel gioco. Il primo giocatore, quindi, minimizza il rischio di perdita scegliendo la strategia cui corrisponde nella forma normale il massimo dei minimi (cioè la perdita di minore ammontare). Il secondo giocatore, le cui vincite e perdite hanno uguale valore, ma segno opposto, a quelle del primo, sceglie la strategia cui corrisponde nella forma normale il minimo dei massimi (cioè la perdita per lui minore). Il teorema di minimax dimostra, che esiste una soluzione di minimax, cioè una coppia di strategie tale che il massimo dei minimi per il primo giocatore è il minimo dei massimi per il secondo giocatore coincidono.

Da quando, J. von Neumann dimostrò la prima versione del teorema del minimax, numerosi autori hanno provveduto ad estendere i contenuti del teorema originario, utilizzando diversi approcci. Tra questi, particolare interesse scientifico, ricoprono gli approcci che si basano su alcune condizioni algebriche e topologiche. In gran parte di questi, l’ipotesi di convessità (o concavità) sia dell’insieme delle scelte (o strategie) sia delle funzioni payoff, rappresenta un punto basilare. In questo senso fondamentali in letteratura, sono i lavori di H. Nikaido (22( e M. Sion (25(.

Partendo da queste considerazioni è opportuno rilevare come in questi ultimi anni, in letteratura, si siano sviluppati due temi di discussione riguardanti il ruolo giocato dalla convessità nell’ambito della teoria del minimax.

In molti problemi studiati, in teoria delle decisioni od in teoria dei giochi, operazioni di natura algebrica spesso, possono non essere definite in seno agli insiemi delle possibilità di scelta, in quanto la presenza di strutture con spazi vettoriali non risulta sempre assicurabile.

D’altronde, molti autori hanno osservato che l’uguaglianza di minimax possa essere ottenuta assicurandosi il rispetto di alcune proprietà (le cosiddette connectedness properties) grazie alle quali si supererebbe la necessità dell’esistenza delle ipotesi di convessità
.

Uno dei lavori, grazie al quale si è aperto, in letteratura, un filone di ricerca in questa direzione, è senza dubbio l’articolo di Ky Fan pubblicato nel 1953
. Nell’ambito di questo lavoro, Ky Fan introdusse la prima versione di teorema di minimax caratterizzata dal fatto che mancava una struttura lineare dei sottospazi considerati, con riferimento agli insiemi delle strategie X, Y (nel caso di due partecipanti al gioco), ed inoltre la funzione di payoff si assumeva concava-convexlike
. Alla stessa stregua dei concetti classici di convessità e di quasi-convessità (11(, anche la sua utilizzazione discende dall’accettazione (fideistica) dell’idea, oramai consolidatesi in letteratura economico-matematica, che le preferenze dei consumatori-agenti economici siano convesse. Ulteriori estensioni, dell’importante risultato che si deve a Ky Fan, sono riconosciute a Köning e Terkelsen (si vedano, a tal proposito i lavori (20( e (29((. Più recentemente, Kindler ha introdotto in letteratura il concetto di “convessità rispetto ad una funzione media”, concetto che ingloba molte proprietà relative a diverse tipologie di generalizzazioni di funzioni convesse. Partendo da questi risultati noti, si provvederà, nel successivo paragrafo, ad introdurre delle originali generalizzazioni di alcuni concetti acquisiti in letteratura, grazie agli apporti scientifici degli autori precedentemente citati (si veda 13(.

In questo senso si introdurranno i concetti di (-convessità debole, t-convessità 

e di convexlike in forma debole
.

2. Formalizzazione di un problema di minimax.

La teoria del minimax, studia una classe di problemi di estremo non collocabili esclusivamente, ed in modo semplicistico, nell’ambito delle problematiche proprie della minimizzazione o della massimizzazione, ma al contrario, in situazioni in cui si assiste ad una combinazione di entrambe le casistiche testé considerate.

Siano X e Y due insiemi arbitrari non vuoti, con f indichiamo una funzione del tipo f : X ( Y ( R
. Per ogni x ( X, si può considerare l’estremo inferiore di f(x, y) su y ( Y e successivamente considerare l’estremo superiore di questo estremo inferiore come funzione su X. La quantità, che si ottiene è la seguente 
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Correlativamente, per ogni y ( Y si può considerare l’estremo superiore di f(x, y) su x ( X e poi l’estremo inferiore di questo estremo superiore come una funzione su Y. In questo caso si avrà 
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Se le quantità (1) e (2) sono uguali, il valore “comune” si definisce minimax o valore di sella di f (con riferimento all’operazione di massimizzazione su X e di minimizzazione su Y).

Uno degli obiettivi della teoria del minimax, è quello di determinare le condizioni sotto le quali il valore di sella esiste ed è ottenuto, considerando naturalmente, il contesto di studio nel quale ci si trova (le cosiddette condizioni di contesto). In generale, le quantità sup inf e inf sup potrebbero   non  essere uguali,   tuttavia,   almeno  una  disuguaglianza 
risulterà soddisfatta
.

Introduciamo il seguente

Lemma 2.1. Sia f una funzione a valori reali del tipo f : X ( Y ( R, allora si avrà
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Dimostrazione (Lemma 2.1). Poniamo g(x) = inf (f(x, y) ( y ( Y( per ogni x ( X e sia 
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[image: image9.wmf]X

x

sup

Î



EMBED Equation.3[image: image10.wmf]Y

y

inf

Î

 f(x, y)
Per ogni y ( Y, abbiamo che f(x, y) ( g(x) per ogni x ( X e di conseguenza 
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Poiché questa relazione vale per ogni y ( Y si ha che
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da qui la dimostrazione del lemma.

Alla luce dei concetti appena esposti, non risulta ancora del tutto chiaro, cosa significhi “determinare un valore di sella”. In base ad una definizione acclarata in letteratura, un punto (
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Questa relazione stabilisce che la funzione f(
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, () raggiunge il suo estremo inferiore in Y nel punto 
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, mentre f((,
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) raggiunge il suo estremo superiore in X nel punto 
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. La connessione esistente tra i concetti di punto di sella e valore di sella può meglio comprendersi grazie al seguente lemma.

Lemma 2.2. Sia f : X ( Y ( R. Un punto (
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) è un punto di sella di f (con riferimento ad una massimizzazione su X ed una minimizzazione su Y) se e solo se l’estremo superiore nella espressione
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è raggiunto in 
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, l’estremo inferiore nell’espressione
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è raggiunto in 
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 e questi due estremi risultano uguali. Se (
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) è un punto di sella il valore di sella della funzione f è f(
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Dimostrazione (Lemma 2.2). Se f(
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) è un punto di sella, si hanno le seguenti relazioni
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in forza della disuguaglianza (3) del lemma 2.1, queste quantità testé esposte devono essere uguali, in quanto le tre condizioni poste con il lemma sono soddisfatte. Di converso, se queste condizioni sono soddisfatte, il valore di sella ( di f esiste, e si ha che
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dove l’estremo superiore è almeno tanto grande quanto f(
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) e l’estremo inferiore non risulta maggiore di f(
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Data una funzione f definita su X ( Y, possiamo presentare, a titolo di esempio, di natura applicativa, un gioco al quale partecipano due giocatori che chiameremo Max e Joseph. Ad ogni mossa relativa al gioco in esame, Max sceglierà una certa strategia x ( X e correlativamente Joseph ne sceglierà una indicata con y ( Y. Si ipotizzi, che per quanto riguarda il gioco, viga una informazione completa, cioè non vi siano asimmetrie informative. La posta in palio, consiste nel fatto che Joseph (o Max) deve pagare f(x, y) unità di denaro a Max (o Joseph)
. Per ogni x ( X, inf (f(x, y) ( y ( Y( rappresenta la cosiddetta vincita garantita di Max, che si assicurerà scegliendo x. La più alta vincita che Max potrà preservarsi è la seguente 
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si dirà che Max adotta una strategia ottima in corrispondenza del punto 
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 se ivi si ottiene l’estremo superiore. Lo stesso ragionamento si dovrà effettuare per Joseph. Per ogni y ( Y, sup (f(x, y) ( x ( X( rappresenta la massima somma che Joseph potrebbe perdere scegliendo y. 

Quindi 


[image: image66.wmf]Y

y

inf

Î



EMBED Equation.3[image: image67.wmf]X

x

sup

Î

 f(x, y)
rappresenta il più basso limite massimo di perdita (in senso monetario) che Joseph potrebbe subire partecipando al gioco in esame (o competizione). Nel punto 
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, in corrispondenza del quale, si ottiene l’estremo inferiore, si avrà la strategia ottima di Joseph. Quando il più basso limite massimo delle perdite da gioco, potenzialmente sopportabili da Joseph, coincide con la somma massima che Max, di contro, potrebbe vincere, si otterrà allora un valore di sella di f
. Un punto di sella, invece rappresenterà una scelta di “equilibrio” sia per Max che per Joseph nel senso che nessun giocatore, agendo unilateralmente e adottando una scelta alternativa a questa, potrà ottenere un vantaggio (in termini di maggiore vincita) a scapito dell’altro
.

3. Convessità senza una struttura con spazi vettoriali.

Si consideri uno spazio topologico X. Sia U(x) l’insieme di tutte le funzioni a valori reali superiormente semicontinue su X. L’insieme F ( U(X) si dice convexlike su X se per ogni f ( F, tale che: 

h(x) ( tf(x) + (1 – t) f(x)

( x ( X.

Segue che X sarà convexlike su F se per ogni x, y ( X e per ogni t ( (0,1(, esiste un elemento z ( X tale che

f(z) ( tf(x) + (1 – t) f(y)

( f ( F.

I concetti appena esposti
, furono introdotti da Ky Fan (vedi 12( e riassunti nel seguente

Teorema 3.1 (Ky Fan 1953).

Sia X uno spazio di Hausdorff compatto e sia F un sottoinsieme di U(X). Se F risulta convexlike su X e X risulta concavelike su F allora si avrà:
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Köning nel 1968 [vedi 38] introdusse il concetto di t-convexlike.

Definizione 1.  Sia F ( U(X)  una  famiglia di funzioni a valori reali 

superiormente semicontinua su X. F si dice t-convexlike
 su X se per ogni f ( F esiste un elemento h ( F tale che 

h(x) ( tf(x) + (1 – t) f(x)

( x (  X.

Similmente, X si dice t-concavelike su F se per ogni x e y ( X, esiste un elemento z ( X tale che

f(z) ( tf(x) + (1 – t) f(y)

( f ( F.

Il concetto di t-convexlike (o t-concavelike) fu introdotto, al fine di dimostrare il seguente teorema.

Teorema 3.2. (Köning 1968) Sia X uno spazio compatto e F un sottoinsieme di U(X). Se esistono s, t ( (0, 1( tali che X sia s-concavelike e F sia t-convexlike su X allora si avrà
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Introduciamo il seguente teorema:

Teorema 3.3. Se F è t-convexlike per ogni t ((0, 1(, allora esiste un insieme denso D in (0, 1( tale che, F risulta t’-convexlike per ogni t’ ( D
.

Definizione 2. F si dice t-subconvexlike (o nearly subconvexlike) se per ogni x1, x2 ( X e per ogni (>0 esiste un punto x° ( X tale che 

f(x°) ( tf(x1) + (1 – t) f(x2) + (
Da questa definizione e dal teorema 3.3 abbiamo che:

Teorema 3.4. Se F è t-subconvexlike per ogni t ((0, 1(, allora esiste un insieme denso D in (0, 1( tale che F risulta t’-subconvexlike per ogni t’ ( D.

König [1968] e Terkelsen [1972] hanno esteso il risultato di Ky Fan introducendo la 
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Proposizione l. Se F è 
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-convexlike essa è t-convexlike per ogni diadico t ( (0, 1( 
.

Dimostrazione. Dimostriamo prima che se F è t-convexlike, per qualche t ( (0, 1(, allora esso deve essere 
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per ogni f ( F. Ma, poiché F è t-convexlike, esiste un  
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Da un altro lato  
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Ora dimostriamo che se F è t-convexlike per ogni t ( 
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Si ha che
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Infine, dimostriamo che F è t-convexlike, ogni volta che 
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, per induzione, si può assumere che F è t'-convexlike. Allora segue che essa è t-convexlike.

Proposizione 2. Sia X uno spazio topologico compatto, e F una famiglia di funzioni semi-continue. Se F è 
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per ogni f ( F. Sia 
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Allora, per ogni f (F 
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Poiché ( è un positivo arbitrario
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Così, abbiamo dimostrato che
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ogni volta che F ( F è finito. Per la compattezza di X e la semi-continuità (inferiore) di f ( F, segue che
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La relazione con la convessità classica può essere rimarcata se X è un insieme convesso in uno spazio vettoriale.

Proposizione 3. Se X è convesso ogni f ( F è convessa, allora F è convexlike.

Stefanescu in un lavoro del 1985 [si veda 58] ha usato, nell’ambito della teoria del minimax, la seguente condizione: “per ogni 
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In questo caso, si parla di convessità in forma debole. 

È ovvio, che se F è convexlike su X, allora essa è debolmente convessa.  F è detta debolmente concava se -F è debolmente convessa.

Il prossimo esempio, dimostra come la convessità debole, generalizza la proprietà di convexlike.

Esempio l. Sia X = [0, 1], 
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Per ogni due punti 
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Ovviamente, 
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 per ogni t([0, 1], quindi F è debolmente convessa, per ogni t([0, 1].

D’altronde, è facile osservare che non ci sono x ( X tali che
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per ogni 
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Il seguente concetto fu usato da Lin and Quan in un lavoro del 1989, [si veda 21].

Definizione 3. F è detta t-convessa se per ogni 
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per ogni  f ( F, è t-concava se -F risulta (1 - t) -convessa.

Ovviamente, se F è 
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 le definizione della t-convessità e la proprietà di t-convexlike coincidono, si avrà la seguente:

Proposizione 4. Se F è 
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Dimostrazione. Il caso non banale, si ha quando 
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per ogni f ( F. Per 
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L’implicazione inversa è ovvia.

Proposizione 5. Se F è 
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-convexlike per qualche 
[image: image158.wmf]0

t
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Osservazione l. Segue dalla proposizione 5 che se ogni f ( F risulta funzione convessa su uno spazio vettoriale X, allora F è t-convessa per ogni 
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Esempio 2. X = [0, 1], 
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Ovviamente, tutte le funzioni di F sono convesse, ma non c’è alcuna x ( [0, 1] tale   che   
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Osservazione 2. Poiché ogni famiglia di funzioni convesse è debolmente convessa, segue dall’esempio, che il contenuto della proposizione 5 non implica la t-convessità, per 
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Una generalizzazione interessante della convessità debole è stata proposta da Stefanescu in [59]:

Definizione 4. F è debolmente convexlike se per ogni
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EMBED Equation.3[image: image169.wmf]F

Î

f

sup

 f(x) ( 
[image: image170.wmf]F

Î

f

sup

 (tf(x1) + (1 - t) f(x2)(
F è debolmente concavelike se -F è convexlike.

È facile dimostrare che se F è debolmente convessa, allora essa è debolmente convexlike.  L’implicazione inversa non sussiste.

Esempio 3. 
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 segue che, F è debolmente convexlike. Ponendo 
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, F non risulta nè debolmente convessa nè convexlike.

Nel 1990, Kindler introdusse un nuovo concetto di convessità generalizzando alcune delle proprietà introdotte in precedenza, (si veda 19(.

Definizione 5. Una funzione media è ogni applicazione (:R(R(R che è non decrescente rispetto ad ogni argomento e per cui ( (a, a) = a, per ogni a ( R.

Definizione 6. La famiglia F è detta (-convessa, per qualche funzione media (, se per ogni 
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per ogni f ( F.

Osservazione 3. Poniamo m(a, b) = min {a, b} e M(a, b) = max {a,b}.  Ovviamente m e M sono funzioni medie e ogni famiglia di funzioni è M-convessa e  m-concava.

Osservazione 4. Per t((0,1), definite 
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sono funzioni medie. Rispettando la terminologia di Kindler, F è t-convexlike (t-convessa) se e solo se 
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-convessa  (
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-convessa). Nell'esempio appena proposto t potrebbe rappresentare un "peso" che soggettivamente ed arbitrariamente il decision-maker può assegnare ad una scelta strategica a e b (nel nostro esempio specifico), giungendo così ad una "combinazione strategica ponderata".

Ora estendiamo i concetti introducendo due proprietà più generali. Sia ( una funzione media.

Definizione 7. F è detta debolmente (-convexlike se per ogni 
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Definizione 8. F è detta debolmente (-convessa se per ogni 
[image: image191.wmf]X
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Ovviamente, la (-convessità implica la (-convessità debole che a sua volta implica la proprietà della (-convexlike debole.

Si può dimostrare che F è debolmente convessa (debolmente convexlike) se e solo se esso è 
[image: image193.wmf]t
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-convessa, (
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-convexlike) per ogni t ( [0,1].

Si ricorda che, nelle pagine precedenti, si è dimostrato che la (-convessità debole attualmente generalizza la (-convessità.

Osservazione 5. Le generalizzazioni proposte, potrebbero essere particolarmente utili, per la rappresentazione di problemi economici di scelta in cui è importante considerare una "media" tra le utilità (f) corrispondenti a due generiche scelte strategiche, opportunamente selezionate all'interno di un dato insieme delle possibilità strategiche di un decision-maker. Ad opinione di chi scrive, il concetto di funzione media à la Kindler e le relative generalizzazioni ivi proposte, potrebbero avere enormi applicazioni a casistiche microeconomiche di scelta, in cui è importante considerare una "media" delle funzioni di utilità in relazione a date scelte strategiche.

4. Convessità oltre una struttura con spazi vettoriali. Riflessi nelle teoria del minimax e nella teoria dei giochi non-cooperativi.

Come abbiamo visto nei paragrafi precedenti, il punto di riferimento scientifico scelto, nel seguente lavoro, risulta il concetto di convexlike (o concavelike) introdotto da Ky Fan nel 1953. Obiettivo fondamentale di chi scrive, è quello di introdurre nuove proprietà direttamente comparabili con le generalizzazioni di convessità proposte da Ky Fan, risaltando inoltre, alcuni naturali riflessi nella teoria del minimax, che si hanno come diretta conseguenza dell’applicazione a tale teoria delle originali tipologie di convessità generalizzate in queste pagine proposte.
Consideriamo un insieme non vuoto Y e indichiamo con F = (fθ)θ(θ una famiglia di funzioni a valori reali definita su Y. Con D[0,1] indicheremo l’insieme dei numeri diadici contenuti nell’intervallo [0, 1]
. Abbiamo visto, come F si dice convexlike su Y, se essa risulta t-convexlike su Y per ogni t ( [0, 1]
. Allo stesso modo, si potrà dire che se F è 
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-concavelike) essa risulterà t-convexlike (t-concavelike) per ogni t ( D[0, 1]. Introducendo una classica struttura topologica già a suo tempo utilizzata da Ky Fan otteniamo il seguente risultato:

Proposizione 6. Sia Y un compatto in uno spazio di Hausdorff.

a) una famiglia F di funzioni semi-continue inferiormente è convexlike se e solo se essa risulta t-convexlike per ogni t ( D[0,1].

b) Una famiglia F di funzioni semi-continue superiormente è concavelike se e solo se essa risulta t-concavelike per ogni t ( D[0,1]
Introduciamo una proprietà, di carattere generale, importante per il proseguo:

Definizione 9. F si dice debolmente t-convessa su Y, se
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Per ogni y1 e y2 ( Y

Definizione 10. F si dice debolmente convexlike (o debolmente concavelike) su Y se risulta debolmente t-convessa (o debolmente t-concava) per ogni t ( [0,1].

Ovviamente risulta che se F è 
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-convexlike (o 
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-concavelike) segue che dovrà essere debolmente t-convexlike (o debolmente t-concavelike) per ogni t ( D[0,1] ed inoltre se risulta convexlike (o concavelike), segue che dovrà essere debolmente convessa (o debolmente concavelike).

La proprietà appena introdotta, a parere di chi scrive, in una struttura di gioco a due persone a somma nulla sembrerebbe più aderente a casistiche reali, rispetto alla precedente. Vediamo di motivare questa affermazione.

Un gioco a due persone a somma nulla in una sua formulazione classica consiste in una tripla (X, Y, f) dove X e Y rappresentano l’insieme delle strategie di scelta dei due partecipanti al gioco e fM:X ×Y→R la funzione di utilità del giocatore 1 che da questo momento chiameremo Max
. Rispettando in modo fideistico l’ipotesi di convessità delle preferenze, il teorema del minimax formalizzato da Ky Fan prevede che la famiglia di funzioni (f((, y))y(Y sia concavelike su Y, ossia:

per ogni t ( [0, 1] e qualunque strategia pura x1, x2 ( X esiste un x° ( X tale che

f(x°, y) ( tf(x1, y) + (1 – t) f(x2, y)
(5)

Per ogni y ( Y.

In termini di dominanza strategica, questo significa che ogni coppia di strategie miste risulta dominata da qualche strategia pura. Risulta chiaro che l’ultima affermazione appare piuttosto irrealistica, in quanto, generalmente, si ha che le strategie miste sono, per il giocatore, più rispondenti alle esigenze del gioco. In contrasto (scientifico) sostanziale con quanto detto, avremo che se (f((, y))y(Y risulta debolmente concavelike, segue che il valore di maxmin di Max ossia 
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f(x, y) è almeno uguale alla sua (minima) vincita garantita da una coppia di strategie miste.

Inoltre, se l’uguaglianza di minimax vale (in questo caso il gioco ammetterà un equilibrio Paretiano), questa condizione sarà (necessariamente) soddisfatta. Infatti in questo caso si ha
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f(x, y) = 
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f(x, y)
(6)

E poiché 
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f(x, y) ( (tf(x1, y) + (1 – t) f(x2, y)( per ogni t ( (0, 1(, x1 e x2 ( X e con y ( Y, avremo che
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f(x, y) ( 
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(tf(x1, y) + (1 – t) f(x2, y)(
I successivi due esempi mostrano che una famiglia di funzioni può essere debolmente convexlike (o debolmente concavelike) ma non t-convexlike (o t-concavelike).

Esempio 1. Poniamo θ = Z*, dove Z* indice l’insieme dei numeri interi non nulli e Y = 
[image: image212.wmf]θ

y

 

 

(y)

f

 

,

 Z

 

z

 

  

z

1

θ

=

þ

ý

ü

î

í

ì

Î


Si può facilmente dimostrare che F = (fθ)θ(θ risulta debolmente convexlike. Ovviamente avremo che 
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D'altronde se t ( [0, 1], e y1 e y2 ( Y, allora
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F non è 
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-convexlike, infatti, 
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 fθ(-1) + 
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 fθ(1) = 0, ma non vi sarà nessun y ( Y tale che fθ (y) ( 0 per ogni θ ( θ
. 

Esempio 2. Poniamo θ = Y = N*, dove N* indica l’insieme degli interi positivi ed inoltre
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F = (fθ)θ(θ è debolmente concavelike, quindi 


[image: image220.wmf](

)

(

)

(

)

[

]

1,

 

 

y

1

 

 

y

t

-

 

1

 

 

  ty

,

y

1

min 

 

 

y

f

 

 t

-

 

1

 

 

y

tf

  

inf

  

e

  

1

 

  

(y)

f

 

inf

 

sup

1

2

1

1

2

θ

1

θ

θ

θ

θ

θ

θ

Y

y

£

£

þ

ý

ü

î

í

ì

+

=

+

=

Î

Î

Î


se t ( [0,1], e y1, y2 ( Y, y1 ( y2. Non essendoci alcun y ( Y, tale che fθ(y) ( 
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 fθ(2) + 
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 fθ(3), per ogni θ(θ, F non risulta 
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-concavelike. Nel proseguo indicheremo con F(A) l’insieme dei sottoinsiemi finiti dell’insieme A.

Se α ( R, indichiamo con Yα(θ) = 
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, per ogni θ ( θ e con Yα(θ1) = 
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θ(θ Yα(θ), per ogni θ’(F(θ) (Yα(() = Y). Inoltre, se t ( [0,1], θ1, θ2 ( θ, e α ( R definiamo i seguenti tre sottoinsiemi di Y:

Ct,α(θ1, θ2) = (y ( Y (tfθ1(y) + (1 – t) fθ2(y) ( α(
Wt,α(θ1, θ2) = (y ( Y (tfθ1(y) + (1 – t) fθ2(y) < α(
At,α(θ1, θ2) = (y ( Y (tfθ1(y) + (1 – t) fθ2(y) = α(
Ovviamente, questi insiemi sono contenuti nell’unione Yα(θ1) ( Yα(θ2). Le proprietà testè definite, richiedono per essere incluse in uno dei due insiemi Yα(θ1), Yα(θ2) che questi siano disgiunti.
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� Ernst Zermelo, matematico tedesco, nel 1913 pubblicò un articolo sul gioco degli scacchi, nel quale dimostrava, come questo gioco sia «determinato», cioè si concluda con certezza, con la vincita di uno dei due giocatori o con una patta.


� Per maggiori approfondimenti su questo aspetto, si rimanda alla lettura del par.3.


� Per maggiori dettagli si veda il teorema 3.3 e il riferimento bibliografico (12(


� Per quanto concerne gli aspetti che caratterizzano la generalizzazione della convessità definita convex like, si rimanda il lettore alle pagine successive.


� Da ricordare, inoltre, in quanto espressione di un approccio diverso da quello classico per la rappresentazione del teorema del minimax, la versione topologica (pura) dello stesso teorema contenuto nei lavori di Wu (31(, Tuy (30(, Stacho (26(, Stefanescu (27( e Yu and Yuan (32(. L’importanza di questo approccio risiede nel fatto che, grazie ad una formalizzazione topologica, viene a cadere la tradizionale richiesta della convessità della funzione di payoff.


� La tipologia di funzione presentata riguarda una formulazione classica in letteratura. La funzione si potrebbe introdurre anche nel seguente modo f : X ( Y ( ( - (, + ( (.


� Avendo anche un notevole significato economico, si veda a tal proposito il paragrafo successivo 3.


� Una quantità negativa –f(x, y) corrisponde ad un pagamento (con segno positivo) effettuato da Max a Joseph, secondo le caratteristiche note dei giochi a somma nulla a due persone.


� Ossia si avrà la seguente uguaglianza: �EMBED Equation.3��� �EMBED Equation.3���f(x, y) = �EMBED Equation.3����EMBED Equation.3��� f(x, y).


� Si raggiunge cioè un “ottimo paretiano”.


� I concetti di t-convexlike e t-concavelike possono introdursi anche nel seguente modo:


Def 1*.


F si dice t-convexlike su X, se per ogni x1, x2 ( x, esiste un x°( X tale che


f(x°) ( tf(x1) + (1 – t) f(x2)


Per ogni f ( F e con t ( (0,1(.


Def 2*.


F è detta convexlike su X se essa risulta t-convexlike su X per ogni t ( (0,1(.


Alternativamente, F si dice t-concavelike (convexlike) su X se


-F = (-f : f ( F(


risulta t-convexlike (concavelike) su X.


� La generalizzazione proposta da Köning, è conosciuta in letteratura, anche come nearly convexlike.


� Per insieme denso si intende un insieme tale che ogni punto risulta un punto di accumulazione.


� Un numero diadico (dal greco dyás-ádos che è duplice (diade)) è un caso particolare di un insieme denso in (0,1(.


� I concetti appena esposti ricalcano quanto già presentato nel paragrafo 3.


� Parimenti si direbbe se F fosse concavelike, allora in questo caso risulterebbe t-concavelike.


� Infatti si osservi il pedice della funzione di utilità che presenta l’iniziale di Max, M.


� Inoltre si può notare come F sia debolmente concavelike ma non �EMBED Equation.3���-concavelike.
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