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INTRODUZIONE

AL

CONCETTO DI LIMITE

ARGOMENTO:                          

Introduzione al concetto di limite

COLLOCAZIONE:                     

4° Liceo scientifico

OBIETTIVI DIDATTICI GENERALI:

a) Abituare gli allievi, quando è possibile, a confrontare il lessico, gli idiomi adottati comunemente con la terminologia e le definizioni adottate in matematica: avvicinare lo strumento matematico alla realtà.

b) Stimolare negli allievi un’esigenza di apprendimento a livello metacognitivo. 

c) Educare gli allievi all’interpretazione dei simboli: apprendere a leggere e scrivere il linguaggio matematico.

d) Sostenere un tipo di apprendimento significativo come risultato di una scoperta personale oltre che di una trasmissione di conoscenze.

OBIETTIVI DIDATTICI SPECIFICI:

a) Acquisizione a livello generale del più importante concetto alla base 

dell’analisi matematica. 

b) Saper distinguere grandezze finite da grandezze infinite

c) Risoluzione, tramite il passaggio al limite, di semplici forme del tipo  
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 e forme indeterminate del tipo
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d) Sottolineare la differenza del problema delle forme indeterminate  nei due contesti: aritmetico-algebrico da una parte e analitico dall’altra.

METODOLOGIA:

a) Brainstorming sul termine “limite” e tutte le accezioni annesse che i ragazzi conoscono.

b) Lezione interattiva finalizzata a costruire in modo autonomo la definizione di limite.

c) Lezioni frontali per chiarire la definizione attraverso facili esempi e  per presentare il problema delle forme indeterminate.

Possibili strumenti didattici: lavagna tradizionale, lavagna luminosa, lucidi, calcolatore.

PREREQUISITI:

a) Concetto di funzione reale di variabile reale ( in particolare f(x) = |x| )

e altre facili funzioni analizzate già in precedenza: retta, iperbole equilatera, funzioni trigonometriche.

b) Distanza tra due punti sulla retta reale dist(x,y) = |x – y|

c) Intorno di centro x0 e raggio 
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APPROFONDIMENTI:

a) Funzioni continue: facili esempi di discontinuità eliminabili.

b) Paradossi di Zenone (ma solo relativamente ai concetti di infinito ed infinitamente piccolo. Non è auspicabile l’introduzione delle somme delle serie).

POSSIBILI STRATEGIE DI RECUPERO:

a) Costruzione di facili esempi di limiti di funzioni (per x tendente sia a punti appartenenti al dominio che non appartenenti) e deduzione del calcolo di essi, nonché verifica attraverso la definizione, con l’uso del calcolatore . Costruire poi dei controesempi che non verificano la definizione aiutandosi, se si vuole, anche con facili funzioni discontinue.

CHE COS’è

UN

LIMITE?

Ci aspettiamo di trovare tanti modi dire:

-  …..Basta! Hai superato ogni limite!!!!

-  …..Basta! Sono al limite!!!!!!

-  Il limite di velocità

-  La goccia che ha fatto traboccare il vaso

-  …. Il mio amore per te non conosce limiti!

-  La sua determinazione supera qualunque ostacolo

-   Vietato ai minori di 18 anni

Etc…etc…..
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   Si può andare a 70 km o è meglio tenersi al di sotto? 

   PB: Al bordo della strada ci sono dei sensori collegati a delle macchine fotografiche che identificano i mezzi che commettono infrazione. 

La macchina fotografica scatta anche a  70 km/h o solo a velocità superiori di 70km/h?

 La macchina scatta esattamente a 70 km/h perchè se scattasse “immediatamente dopo” (per es.

70,1  km/h)  potrei supporre l’esistenza di un valore compreso tra i due (per es.70,05 km/h) superiore a 70 km/h che non farebbe funzionare l’allarme e quindi il limite non sarebbe più 70 km/h. 

  Sugg: meglio tenersi sotto quanto si vuole ma sotto. 70 è il valore a cui mi avvicino senza raggiungerlo!

      69            69,9       69,99        69,99999 …….

UN LIMITE è UN VALORE IDEALE A CUI POSSO AVVICINARMI QUANTO VOGLIO
INDIPENDENTEMENTE 

DAL FATTO CHE IO POSSA RAGGIUNGERE QUEL VALORE O MENO!

COME POSSO TRADURLO MATEMATICAMENTE?

COME SCRIVO CHE 

“POSSO AVVICINARMI QUANTO VOGLIO?”

        Se posso avvicinarmi quanto voglio allora la distanza da esso può essere piccola quanto si vuole.

  Se v0 è il valore del limite di velocità e v la velocità del mio mezzo di locomozione allora:
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dist(v,v0) = |v – v0| < 
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  Es. Nell’esempio di cui sopra posso avvicinarmi a meno di un m/h? (cioè 0,001km/h?). Se vado ad un velocità superiore di 69, 999 km/h.

Nota: Una grandezza che ammette limite finito L

e che quindi può avvicinarsi ad L quanto vogliamo, nel momento in cui si avvicina, tende ad L.

Da una canzone di successo:

Un po’ di più (C. Baglioni, 1978)

“…….e come poterti dire che tu eri

più del vino, più del pane più

della pelle delle ossa più

più dei sassi più dell’erba più

più di tanto più di tutto più

………………………………….

Un po’ di più

………………………………..

più di cento più di mille più

più di un mese più di un anno più

un po’ di più.”

  La canzone esprime in modo efficace il senso di illimitatezza di un amore che “non conosce confini” attraverso il superamento di qualunque grandezza: un sentimento che “supera qualunque barriera”.

COME POSSO TRADURLO MATEMATICAMENTE?

COME ESPRIMO UNA GRANDEZZA 

“CHE SUPERA QUALUNQUE BARRIERA”?

   Se G è una grandezza che, si dice, tende all’infinito allora:
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Per ciò che riguarda le funzioni:

1) Una funzione si dice che una funzione ammette limite finito L oppure tende ad L e si scrive:

                                  Lim  f (x) = L

                         ……........
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 EMBED Equation.3  [image: image13.wmf]Î

e

 R, 
[image: image14.wmf]e

> 0
dist(f(x), L) = | f(x) – L| < 
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2) Una funzione si dice che una funzione ammette limite infinito oppure tende a  
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 e si scrive:

                                  Lim  f (x) = 
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                         ……........
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   Per quello che riguarda le funzioni sappiamo che i valori  di f(x) in uscita, corrispondono a valori di x in entrata. Distinguiamo tutti i casi

1)                                    Lim  f (x) = L

                               …….......

o, equivalentemente, 
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| f(x) – L| < 
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può accadere, analogamente ad f(x), o per certi valori di x tendenti ad un certo valore x0, o per x tendente all’infinito. 

Lim  f (x) = L   
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   a)                 Lim    f (x) = L    
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* Far notare che ci si può 

                  
avvicinare ad L per valori
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                                                                         maggiori che per valori minori di L


     f(x)
                           così come posso tendere a X0

                                                                                 o da destra o dalla sinistra di X0



                                                         Lim  f (x) =  Lim  f (x) =  Lim  f (x) =  L
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   I valori di f(x) vicini ad L a meno di un valore 
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, corrispondono in questo caso a valori di x che si avvicinano ad un certo x0 a meno di un certo valore 
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allora                  
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b)                         Lim    f (x) = L
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* Far notare che si tratta di

                                                  + 
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. La definizione si ricalca in 

                                                                                         modo analogo nel caso in cui x


assuma valori sempre maggiori


        ma con segno negativo.

                       L + 
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  I valori di f(x) che si avvicinano ad L a meno di un certo valore 
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, corrispondono a valori di x che crescono indefinitamente. Viceversa, all’aumentare di x ho valori di f(x) che si avvicinano sempre più ad L. Quindi se,
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allora        

                                Lim    f (x) = L
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  2) Analogamente a quanto detto per i limiti finiti possiamo giustificare la scrittura

                               Lim  f (x) = 
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                               …….......

e quindi  
[image: image57.wmf]"

M 
[image: image58.wmf]Î

 R             

                                   f (x) > M

sia per valori di x tendenti ad un certo valore x0, che per valori di x tendenti all’infinito, cioè possiamo scrivere:

   Lim  f (x) = 
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Distinguiamo i due casi.

a)
Lim    f (x) = 
[image: image61.wmf]¥

                                

                          
[image: image62.wmf]0

x

x

®




                                                         

                          

               M
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f(x) raggiunge valori sempre più grandi per valori di x che si avvicinano ad un valore fissato x0. Viceversa, per valori sempre più vicini ad x0, f(x) oltrepassa qualunque valore fissato piacere, quindi:
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Lim    f (x) = 
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 b)                         Lim    f (x) = 
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I valori sempre più grandi della f(x) corrispondono a valori di x che crescono indefinitamente. Viceversa per valori di x che assumono valori sempre più grandi corrispondono valori di f(x) che superano qualunque valore fissato a piacere quindi,
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Prendiamo la funzione 
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 Che cosa succede se diamo valori sempre più grandi alla x?

     x = 10
                                         f(x) = 0,1

     x = 100
                                       f(x) = 0,01

     ……….                                       ………….

     x = 100000
                               f(x) = 0,000001

  La f(x) si avvicina sempre di più a 0, man mano che x assume valori sempre più grandi. Siamo sempre sicuri di questa corrispondenza? Posso avvicinarmi quanto voglio a 0 in corrispondenza di valori di x sempre più grandi? Verifichiamolo con la definizione:
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Basterà prendere  M = 
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  La funzione non è definita per x = 0 ma per valori sempre più vicini a 0 e maggiori di 0 assume valori sempre più grandi.

     x = 0,1
                                         f(x) = 10

     x = 0,01
                                       f(x) = 100

     ……….                                       ………….

     x = 0,000001
                               f(x) = 100000

La f(x) “scavalca” valori sempre più grandi man mano che la x si avvicina a 0. Viceversa per x che si avvicina a 0 f(x) cresce sempre di più. Siamo sempre sicuri di questa corrispondenza? Verifichiamolo con la definizione. Fissato M a piacere esiste in corrispondenza un valore di x intorno a 0 entro il quale la f(x) supera il valore M fissato? Fissato M voglio che
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La disuguaglianza è verificata per  
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Basta quindi prendere proprio 
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Posso scrivere:
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PB.(da porre ai ragazzi) Che cosa succede se do alla x valori vicini a 0 ma minori di 0? Cioè se faccio tendere la x a 0 da sinistra? Chi è
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   Provare a costruire una definizione analoga a quelle precedenti.

  Nota: A questo punto far osservare che nello studio delle funzioni di una variabile, così come nell’esempio precedente, si privilegiano i limiti per x tendente a 
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oppure tendente a valori per i quali la funzione non è definita. 

  Questo per risolvere in qualche modo il problema delle costruzione del grafico della funzione ma non della risoluzione delle forme indeterminate da un punto di vista aritmetico-algebrico! 

Riprendiamo                        
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Non è definita in x = 0 poiché sappiamo che 

Il valore  
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 non esiste in matematica e dà luogo ad una forma indeterminata ma per costruire il grafico devo però andare a guardare

tutti gli altri valori dove 
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 è definita. Il limite mi dà solo un’indicazione di massima per disegnare il grafico della funzione nei valori vicini allo 0 fermo restando che 
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Ma è vero che per x tendente a 0 
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 assume valori sempre più grandi! 

 Vediamo di chiarire con un esempio di un’altra  forma indeterminata come il passaggio al limite venga frainteso nel senso di risoluzione da un punto di vista aritmetico-algebrico.

Consideriamo la funzione
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Che non è definita per x = 0 dando per questo valore luogo ad una forma indeterminata del tipo 
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  Cioè, la f(x) non è definita per x = 0 ma per valori vicini a 0 si può vedere che sinx  tende ad avere valori quasi uguali ad x (e si può far vedere attraverso una figura o attraverso l’uso di una semplice calcolatrice) e quindi il rapporto tende ad essere unitario. Questo vuol dire che il grafico di f(x) vicino a 0 sarà fatto approssimativamente


                                                                           f(x)


                                                                          1


                                                                                                              x

  Per x = 0 c’è una sorta di “buco” all’altezza di f(x) = 1. Il passaggio al limite risolve la forma indeterminata a livello grafico nel senso che individua il pezzo mancante fermo però restando che 
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  Andiamo adesso a studiare un caso particolare di limite di una funzione in un punto dove la funzione è definita. Prendiamo la funzione così costruita:
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                                    x = 1

  Importa far vedere che Il limite è un valore a cui mi avvicino indipendentemente dal fatto che sia un valore assunto o meno cioè:
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