
Sede di SIENA

VI CICLO
LABORATORIO DIDATTICO DI  MATEMATICA
UNITA’ DIDATTICA

“IL NUMERO e:

DEFINIZIONE E SUE UTILIZZAZIONI”

MERI LISI

Collocazione

Nonostante il primo “incontro” che gli studenti fanno con il numero e sia già avvenuto, decido di collocare la mia unità didattica, relativa alla corretta definizione del numero “e” e alle sue utilizzazioni, al V anno di un Liceo Scientifico P.N.I.. 

La motivazione di questa mia scelta è dovuta alla maggiore possibilità di poter evidenziare le proprietà della funzione esponenziale in base e, grazie alle conoscenze che si acquisiscono a seguito dello svolgimento del programma di Matematica, e anche di Fisica, nell’ultimo anno. 

Si noti che, a differenza della maggior parte degli argomenti trattati nell’ambito di una programmazione standard, un’unità didattica relativa al numero e è, a mio avviso, difficilmente collocabile in uno spazio temporale ben definito (del tipo I o II quadrimestre), poiché le conoscenze relative, per esempio, alla funzione esponenziale in base e, si acquisiscono di volta in volta, a seguito degli argomenti introdotti durante l’anno.

Obiettivi generali

1. Far scoprire direttamente ai ragazzi le schematizzazioni matematiche più adeguate ad interpretare una determinata serie di osservazioni tratte dal modo reale;
2. evidenziare i collegamenti fra Fisica e Matematica, cercando di far sviluppare una certa elasticità mentale nell’apprendimento scolastico e mettendo in evidenza l’interdisciplinarietà di ciò che si studia;

3. far sviluppare capacità di sintesi e collegamento fra i vari argomenti sviluppati nell’ambito della disciplina, abbattendo l’idea che la matematica sia fatta a compartimenti stagno. 

Obiettivi specifici

1. far acquisire rigorosità nel linguaggio matematico, relativamente al concetto di limite;
2. abbattere il timore che molto spesso si ha in tutti gli studenti relativamente alla funzione esponenziale e logaritmo;
3. riunire ed evidenziare le caratteristiche della funzione esponenziale.
Prerequisiti

Poiché l’unità didattica che ho in mente di sviluppare risulta essere suddivisa in più fasi, collocate in spazi temporali diversi e non consecutivi, (da svolgere a seconda degli argomenti trattati), inserirò, volta per volta, i prerequisiti necessari al momento che ci accingiamo a considerare. Specificherò in seguito come intendo collegare le varie fasi.

Interdisciplinarietà

In questa particolare unità didattica, vista l’applicabilità del numero e a più contesti della realtà quotidiana, sono molto interessanti i collegamenti con le altre discipline, soprattutto storia, fisica e matematica applicata (in particolare finanziaria).

Metodologie

Le metodologie utilizzate sono quelle indirizzate verso il voler far incuriosire i ragazzi, cercando di stimolare la loro fantasia e facendo diventare loro i protagonisti di ogni singola lezione, cercando di farli sempre sentire artefici di ciò che sta accadendo.
I fase (fase principale)

Prerequisiti

1. Successioni numeriche (aritmetiche e geometriche) ;

2. limiti di successioni e relativi teoremi;

3. elementi di calcolo combinatorio (permutazioni, disposizioni, combinazioni, binomio di Newton);

4. si dà per acquisito anche il programma inerente le classi che precedono quello in cui si immagina collocata l’unità didattica (per esempio, nel momento, si ritiene che lo studente abbia già incontrato la funzione esponenziale e le equazioni esponenziali e logaritmiche, anche se non è stato ancora definito rigorosamente il numero e).

Metodologie

Poiché ritengo che i ragazzi non debbano apprendere passivamente, ma con sforzo proprio, la mia intenzione è cominciare laddove lo sforzo è minore e il risultato dello sforzo più comprensibile da parte dell’allievo. L’approccio che intendo proporre è dunque quello legato al familiarizzare con il concreto per poi passare all’astratto. 

Introdurrei il discorso relativo alla definizione del numero e, cercando di attirare la loro attenzione esordendo così: “Ragazzi, oggi parliamo di soldi!!”
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Far fruttare il denaro è una preoccupazione antica, che risale alle origini del pensiero matematico. Dai primi che  si sono chiesti quale sia il miglior investimento di un capitale, come questo possa aumentare nel tempo e quale interesse ne avrebbero potuto ricavare nel tempo. Ancora oggi questo è uno degli argomenti che preme alla maggior parte di noi. Ecco un problema riportato su una tavoletta babilonese del 1700 a.C., conservata al Louvre di Parigi:

Quanto tempo ci vorrà – chiede l’anonimo autore – perché una certa somma di denaro raddoppi, se ogni anno aumenta del 20%? 
Posto, ad esempio, uguale a x il capitale iniziale e a Ci il capitale dopo l’i-esimo anno, al termine del primo anno avremo: 
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Dopo il secondo anno:


[image: image4.wmf],

x

,

x

C

C

C

C

44

1

5

6

5

6

5

1

2

1

1

1

2

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

=

+

=


dopo il terzo anno:
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dopo il quarto anno:
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Abbiamo dunque capito che dovrà trascorrere un periodo di tempo compreso tra i 3 e i 4 anni. Per conoscere esattamente il tempo necessario, dovremmo risolvere l’equazione: 
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che, essendo una equazione esponenziale, necessita dell’uso della funzione logaritmo, al fine di poter ricavare il valore di n. 

Si noti che, nonostante i babilonesi non conoscessero la funzione logaritmo, riuscirono ugualmente a risolvere l’equazione, arrivando ad un buon risultato approssimato, procedendo per interpolazione.
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Quentin Metsys, Il cambiavalute e sua moglie, 1514
Se calcoliamo l’interesse una volta l’anno otteniamo il risultato che abbiamo appena visto, ma chiediamoci: se lo calcoliamo ogni mese, oppure ogni giorno, ogni istante, cosa succederà? Se ogni interesse ottenuto lo sommiamo al capitale iniziale, come aumenterà il mio capitale?

Indichiamo con M quello che si chiama il montante, cioè il capitale iniziale C più gli interessi maturati. Se calcoliamo  il montante per un anno, al tasso annuo i, avremo:
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Se calcoliamo invece il montante per un anno, ma suddividendo l’anno in due semestri, e aggiungiamo al capitale iniziale l’interesse maturato dopo i primi sei mesi, avremo il nuovo montante:
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Infatti, per sei mesi il tasso d’interesse è i/2. Quindi il montante dopo i primi sei mesi è:
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ed è su questo che dobbiamo calcolare il nuovo montante per i successivi sei mesi:
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Allo stesso modo, se suddividiamo l’anno in tre parti, e l’interesse maturato nel primo quadrimestre lo aggiungiamo al capitale iniziale per produrre, insieme con esso, il nuovo interesse nel quadrimestre successivo e seguiamo ancora questo procedimento per l’ultimo quadrimestre, arriviamo alla formula: 
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Se suddividiamo il calcolo, in generale, per un intervallo di tempo n, avremo:
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Una formula che si dimostra facilmente per induzione.

In particolare con il calcolo dell’interesse composto mensile avremo
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Immaginiamo che un nuovo Paperone abbia a disposizione la somma di un milione di Euro e che riesca, con un investimento da sogno, a raddoppiare ogni anno il suo capitale. 

Dovremmo dunque porre i = 1.

Calcoliamo, a questo punto, l’interesse composto non mensilmente ma quotidianamente per il nostro capitale C di un milione di Euro al 100%.
In un anno avremo il montante composto
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dove abbiamo apportato gli opportuni arrotondamenti.

Immaginiamo ancora che l’interesse composto venga calcolato ad ogni istante. 

Certo dovremmo definire che cosa intendiamo per istante, ma per ora accontentiamoci di dire che suddividiamo l’anno in un numero di intervalli tendente all’infinito.

Contrariamente a quello che si potrebbe ingenuamente pensare, non avremo un montante infinito. Ma il limite di (1 + i/n)n, con n molto grande, è ancora una somma “ragionevole”.

Vediamo dunque di capire quanto vale


[image: image18.wmf].

n

lim

n

n

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+¥

®

1

1


Intanto, possiamo subito dire che la successione  
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è tale che
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Farei poi provare a calcolare con la calcolatrice scientifica a 8 cifre, che normalmente utilizzano i ragazzi, i valori assunti dalla successione per n crescente, riempiendo una tabella simile alla seguente:

	n
	an

	1
	2

	10  
	2,5937425

	50
	2,6915880

	100
	2,7048138

	500
	2,7155685

	1000
	2,7169239

	5000
	2,7180101

	10000
	2,7181459

	50000
	2,7182546

	100000
	2,7182682

	500000
	2,7182791

	1000000
	2,7182805

	5000000
	2,7182816

	10000000
	2,7182817

	50000000
	2,7182818

	99999999
	2,7182818


A prima vista può sembrare che il numero si stabilizzi, ma in realtà ciò è dovuto solo ai problemi di arrotondamento della calcolatrice che fornisce il risultato a 8 cifre. Già con la calcolatrice scientifica che troviamo in qualsiasi pc, è possibile evidenziare la differenza tra i due ultimi valori calcolati e anche andare avanti nello studio dei valori assunti dalla successione an, per valori di n crescenti. Infatti:

	n
	an

	50000000
	2,71828180127622744912149415458853

	99999999
	2,71828181486763608173888695267433

	100000000
	2,71828181486763621765297724300918

	1000000000
	2,71828182709990432237664402386033


Si può quindi dedurre, in maniera abbastanza euristica, che la successione è crescente e limitata. Dunque esiste il limite finito per n che tende a infinito. In particolare si ricava che 
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Nel caso in cui la classe con cui stiamo lavorando sia “buona” possiamo anche proporre la dimostrazione rigorosa. In alternativa potremmo anche suggerire a ragazzi particolarmente curiosi di provare a studiare la dimostrazione corretta, sicuramente presente nel libro di testo. La dimostrazione è riportata in appendice.

Dunque, dal fatto che
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possiamo dedurre che 2<an<3, e dunque anche l’estremo superiore della successione è compreso fra 2 e 3 e quindi, per il teorema sulle successioni limitate e crescenti, il limite di tale successione esiste, è finito ed è un numero compreso fra 2 e 3, che viene indicato con la  lettera e e si chiama numero o costante di Nepero.

Per definizione si ha quindi 
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dove abbiamo scritto il numero e approssimato alla 24-esima cifra decimale.

Dunque, tornando al nostro Paperone, calcolando l’interesse composto ad ogni istante  per il nostro capitale C di un milione di Euro al 100%, non avremo un montante infinito, ma 
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dove abbiamo apportato gli opportuni arrotondamenti.

Con questo nuovo, ideale sistema bancario, potremmo costruire una tabella per il  fortunato Paperone:

	Anni
	0
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	...

	Capitale
	1
	e
	e2
	e3
	e4
	e5
	e6
	e7
	e8
	...


Per mettere in grafico l’evoluzione del capitale del nostro Paperone, dobbiamo semplicemente unire i punti corrispondenti ai valori della tabella. Otteniamo così la funzione y = ex, ovvero la funzione esponenziale (in base e).  
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La funzione inversa è x = loge y = ln y.
Il nome di x è logaritmo naturale e la base di questo sistema è il numero e che abbiamo appena definito.
Andando a considerare i numeri reali, disegnando il grafico della funzione
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nel caso in cui ci restringiamo a considerare valori di x>0, abbiamo:
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Farei a questo punto porre l’attenzione sul fatto che il “nostro” numero per un istante ci dà la speranza della razionalità: dopo la prima cifra decimale si ripete la sequenza 1828. 

La speranza è presto frustrata; dopo la prima ripetizione le cifre riprendono a seguirsi in modo apparentemente casuale: 2,7182818284590 .… 

Di esso è stata dimostrata la natura irrazionale. Tuttavia, con i prerequisiti che hanno i ragazzi in questa prima fase, non è possibile sviluppare questo tipo di dimostrazione.

Come se non bastasse, il numero viene detto anche trascendente perché non c'è un'equazione a coefficienti razionali che lo ammetta come soluzione.

Una storia interessante, quella del numero e, ma difficile da chiarire. Non è facile nemmeno stabilire la sua data di nascita. Siamo comunque all’inizio del diciassettesimo secolo, un periodo di grandi sviluppi finanziari, con un’attenzione particolare quindi per il problema dell’interesse composto. 

[image: image28.jpg]



Jacob Bernoulli, 1654 – 1705

Nonostante Jacob Bernoulli sia stato tra i primi ad occuparsi di questo problema, nel 1683, gran parte del merito relativo alla “scoperta” e divulgazione del numero e va ad altri due matematici.

Possiamo far ricostruire ai ragazzi la storia del numero e attraverso i suoi principali protagonisti: Nepero ed Eulero. 

John Napier, altrimenti noto come Neper, o in italiano Nepero, non era un matematico di professione. Nacque in Scozia nel 1550 e a soli 13 anni fu iscritto alla St. Andrews University dove si appassionò alla Teologia; ma completò gli studi all'estero, forse a Parigi. Tornò in Scozia nel 1571 dove si dedicò alla cura delle proprietà della famiglia, in particolare all'agricoltura verso la quale ebbe un approccio scientifico sperimentando vari tipi di concimi. 
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John Napier, 1550 – 1617

Essendo un fervente religioso, assertore della chiesa anglicana, fu coinvolto nelle dispute di religione che infuriarono al suo tempo. Ben presto però abbandonò la Teologia per dedicarsi a discipline scientifiche come la meccanica, in particolare la balistica, e                l' astronomia.

La matematica per lui fu solo un hobby, per il quale peraltro non aveva molto tempo; che sia questo il motivo per il quale si dedicò con tanto impegno a trovare un metodo per eseguire più velocemente i calcoli? 

Già da tempo erano note formule, che oggi chiamiamo di prostaferesi, che permettono di calcolare il prodotto di funzioni goniometriche (seno e coseno) attraverso la loro somma. Si chiese se fosse possibile estendere questa possibilità ad ogni tipo di moltiplicazione. Certo aveva notato che  il prodotto di due potenze aventi la stessa base è uguale alla potenza con indice la somma degli indici. 

Ipotizzò quindi che trasformando tutti i numeri in potenze con la stessa base si sarebbe potuto trasformare i prodotti tra i numeri in più facili somme tra gli indici. 

Aveva inventato il logaritmo, come egli stesso lo aveva battezzato.

Pubblicò i risultati della sua ricerca nel 1614 in un famoso "Mirifici logarithmorum canonis descriptio" (si noti il collegamento con una disciplina come il latino o la storia!) in cui afferma di sperare che il suo metodo possa far risparmiare tempo a coloro che eseguono calcoli liberandoli dalla possibilità di fare "viscidi errori"; nella moltiplicazione, si sa, un piccolo errore in punti strategici, ad es. un errore di riporto sulle cifre più significative, può avere effetti catastrofici sull'esito finale del calcolo. 

Ed in effetti fu così;  fino alla recente invenzione di calcolatori e calcolatrici elettroniche l'uso dei logaritmi ha costituito un vero sollievo per chi doveva eseguire calcoli. 

Chi ricorda il "regolo calcolatore" frutto immediato della teoria dei logaritmi? Lo stesso Laplace, parlando di Nepero, affermò, con riferimento all'astronomia, che "... avendone ridotto il lavoro, egli aveva raddoppiato la vita degli astronomi".

Il suo lavoro fu, successivamente, perfezionato con l'aiuto di Henry Briggs. 

Morì nel 1617, ed anche per lui non mancarono le solite leggende che lo volevano in contatto col diavolo. Si diceva che fosse solito passeggiare in camicia e berretto da notte o andare in giro con un gallo ricoperto di fuliggine. D'altra parte non è sorprendente che un uomo di tale intelletto apparisse strano ai suoi contemporanei e che, considerando la superstizione di quei tempi, strane storie circolassero sul suo conto. 

Nel suo libro per la prima volta viene citato il numero e, ma rimase poco più che una citazione; lo usò infatti solo per introdurre i logaritmi.

Suo invece il nome di logaritmo, senza però darne giustificazione. 

Sono state fatte varie ipotesi; certamente il nome deriva da due vocaboli greci logos e aritmos. Sul secondo non dovrebbero esserci dubbi giacché significa esclusivamente "numero". Sul primo le cose si complicano; esso infatti ha molti significati a seconda del contesto di utilizzo: può significare "parola" o "discorso" (da cui il nostro "dialogo"), per arrivare fino a "pensiero" o "ragione" (da cui la nostra "logica"); in qualche caso anche "proporzione", in questo riconducibile al latino "ratio" nel senso di "rapporto".

Probabilmente Nepero ha chiamato così i logaritmi perché danno una misura della "proporzione tra i numeri". 

Parliamo invece di Leonhard Euler, meglio conosciuto in italiano come Eulero, a cui risale l’uso della lettera e per identificare il “nostro” numero. 
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Leonhard Euler, 1707 – 1783

Non vi è dubbio che sia stato uno dei più grandi matematici di tutti i tempi, certamente il più grande del suo secolo, il Settecento, il "secolo dei lumi". 

Il contributo di Eulero alla matematica è stato così importante ed esteso che espressioni come "la formula di Eulero", "il teorema di Eulero", "la congettura di Eulero" o "la costante di Eulero" possono avere significati diversi in diversi contesti. 

La sua opera consta di quasi 90 opere in ogni settore dello scibile scientifico, molte delle quali prodotte negli ultimi anni della sua vita quando era ormai cieco.

Nacque il 15 aprile 1707 a Basilea, dove la famiglia si era rifugiata per sfuggire alle guerre di religione, e dove studiò alla scuola del grande matematico Johann Bernoulli, del quale fu l' allievo preferito; pare che gli dedicasse una lezione privata ogni sabato pomeriggio. 

Anche successivamente, quando Eulero si trasferì all'estero, la corrispondenza fra il vecchio maestro e l'allievo fu sempre intensa e cordiale, fino al riconoscimento della superiorità dell'allievo ed alla sua definizione di "Principe dei matematici".

Così vasta fu la sua produzione che l'Accademia delle Scienze continuò a pubblicarne le opere per più di trent'anni dopo la morte. 

La sua "Introductio in Analisyn Infinitorum" in due volumi del 1748 è considerata la base della moderna analisi matematica. 

Leggendarie erano la sua memoria e capacità di concentrazione. Si narra che fosse capace di recitare l'intera Eneide parola per parola, che avesse scritto la maggior parte dei suoi lavori in presenza dei figlioletti che giocavano e che fosse in grado di riprendere un discorso interrotto anche a distanza di tempo.

Se a Nepero può essere attribuita la scoperta del nostro numero, ad Eulero il merito di averlo approfondito e reso popolare.

Fu Eulero per primo ad indicarlo con la lettera "e". In verità Eulero ha dato un nome a molte costanti ed operatori matematici, nomi ancora oggi in uso; fu lui per primo a usare il simbolo ( (in onore di Pitagora), con "i" l'unità immaginaria, con f(x) l' operatore "funzione", con ( la sommatoria e tante altre ancora oggi in uso. 

Ci si chiede spesso perché abbia scelto la lettera e per il nostro numero. 

Conoscendo il suo carattere schivo e la sua modestia è da escludere che lo abbia scelto perché iniziale del suo nome; né poteva autocelebrarsi uno che dimenticava perfino di pubblicare i suoi lavori, tanto che spesso qualche collega o qualche allievo successivamente se ne faceva merito. 

Più probabilmente e casualmente perché è la prima lettera dopo le abusate a, b, c e d dell' algebra e prima di f e g che servivano per le funzioni, e lontano dai k, l, m ed n della teoria dei numeri (naturali ed interi), o forse perché è l' iniziale di "esponenziale". 
Ma considerando lo sviluppo che ha dato all' indagine matematica, a tutti i matematici è sempre piaciuto pensare che "e" fosse proprio l' iniziale del suo nome. 

Certo data la natura irrazionale del numero e, rimane alquanto difficile riuscire a memorizzare anche le prime cifre decimali.

Possiamo così stimolare i ragazzi, facendo notare loro che posso inventarsi loro dei metodi di memorizzazione. 

Per esempio, nel 1935, la rivista “Sapere” bandì un concorso fra i suoi lettori per le migliori frasi o poesie utili per ricordare le prime cifre di e.
Ecco una poesia, dove il numero delle lettere che costituisco una parola rappresenta la cifra decimale successiva del numero e (vedi le cifre accanto a ciascun verso):

	Ai modesti o vanitosi       2,718
ai violenti o timorosi        2818
dò, cantando gaio ritmo,  2845
logaritmo                        9…

(Giorgio Rabbeno)
	


A questo punto penso sia essenziale focalizzare l’attenzione sulle numerose utilizzazioni del “nostro” numero.

Qui è bene far capire che questo numero, che sembra così “estraneo” ai ragazzi, risulta invece una delle più importanti costanti della matematica: è continuamente sotto i nostri occhi, scritto nel meraviglioso libro della natura. Esso infatti è presente ogni qual volta un fenomeno di crescita (o di decrescita) che dipende dal tempo e dalla grandezza che cresce (o decresce).

Facciamo qualche esempio:

1. crescita del numero di individui di una popolazione p in funzione del tempo t, p(t): 
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dove po è una costante positiva che rappresenta il numero di individui al tempo t=0, mentre a è una opportuna costante positiva.

Questo rappresenta il modello di crescita di Malthus, che ha dato buone previsioni per la crescita della popolazione mondiale nel periodo di anni 1700-1950.

In maniera simile, essa può rappresentare la crescita di una popolazione di batteri in un terreno illimitato di coltura: più batteri sono presenti più velocemente cresce la popolazione. Più cresce la popolazione, più batteri hanno la possibilità di generare, più rapidamente di prima cresce la popolazione.

2. Il caso di un conto in banca già analizzato in qualche modo precedentemente, con l’esempio di Paperone.
3. In fisica, studio del moto armonico smorzato: quando nell'oscillatore armonico agiscono forze di attrito l'ampiezza delle oscillazioni diminuisce finché l'oscillatore si pone in quiete perchè tutta l'energia posseduta è stata dissipata.
     L’ equazione del moto armonico smorzato risulta
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dove (max è la massima ampiezza di oscillazione,  [image: image33.png]


 è  la fase del moto oscillatorio,  è    la  vita media dell'oscillatore e ( è la frequenza angolare o pulsazione.
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Ampiezza di un oscillatore armonico smorzato in funzione del tempo

Si noti che sviluppare l’argomento relativo alle utilizzazioni del numero e può essere introdotto anche come attività di approfondimento da far fare ai ragazzi.

A questo punto è possibile far “giocare i ragazzi”, attraverso semplici passaggi di sostituzione, su alcune possibili conseguenze del limite notevole
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Si noti che 
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1

è una forma indeterminata.

Per esempio, 
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dove b è un qualsiasi numero reale.

Ponendo y=x/b, cioè x=by, si dimostra facilmente la nostra tesi
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Sfruttando proprio il limite appena visto, è possibile dimostrare che:

                                     
[image: image39.wmf].

e

x

lim

x

x

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

-¥

®

1

1

                                  (3)

Infatti, sostituendo y=-x, si ha:
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Il limite (3) mi permette di generalizzare anche il limite (2).

Ulteriori conseguenze sono date da:
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da cui deriva immediatamente
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dove a>0 e diversa da 1. 

Considerando infine il reciproco del limite (5), poiché (a>0, a(1)
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operando il cambio di variabile x=ay-1, abbiamo:
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Si noti che per a=e, i limiti (5) e (6) assumono la forma particolarmente semplice:
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Le conseguenze di questo tipo vanno a mio avviso introdotte quasi come un gioco, invogliando i ragazzi a scoprire da soli varie conseguenze che possono venire fuori dal limite studiato.

Questa prima fase la reputerei conclusa, poiché le conoscenze non sono tali da poter evidenziare altre proprietà o caratteristiche relative al numero e o alla funzione esponenziale in base e. 

Tuttavia anticiperei ai ragazzi che rincontreremo questo numero così affascinante nel nostro percorso, non solo nell’ambito matematico, ma anche in altri contesti.

Sapendo questo, li inviterei a non farsi intimorire da questo nuovo “personaggio” che dovrà diventare loro talmente familiare da ritenerlo un loro fedele compagno di viaggio.

Al fine di non dimenticare ciò che è stato fino ad ora appreso, suggerirei di fare un cartellone da appendere in classe, suddiviso in due parti: una relativa alla definizione di e ed alle proprietà matematiche che incontriamo nell’ambito della funzione esponenziale in base e, e l’altra relativa alle utilizzazioni e applicazioni che di volta in volta incontriamo, relativamente a qualche fenomeno descritto dalla funzione esponenziale.

Questo cartellone potrà quindi essere aggiornato ogni volta che troveremo nuove “notizie” relative al numero e stesso.  

Si noti inoltre il grosso dell’unità didattica viene svolto in questa prima fase. Successivamente si tratta di mettere in evidenza proprietà ulteriori che discendono dall’introdurre il concetto di derivata e di integrale e nuove applicazioni che gli alunni possono incontrare nel proseguimento dei loro studi, grazie all’interdisciplinarietà con la fisica. Le fasi che seguono possono dunque essere considerate ulteriori approfondimenti, e dunque interessano un arco di tempo più breve.

Osserviamo inoltre che questa prima parte di unità didattica può essere sviluppata anche sul finire del IV anno, dopo l’introduzione dei limiti, ed in particolare i limiti di successioni. Tuttavia, per dare continuità al discorso, qui è stata preferita l’opzione di presentarla al V anno.

II fase 

Prerequisiti

1. Derivata di una funzione;

2. significato geometrico della derivata di una funzione;

3. teorema di De L’Hospital;

4. formula di Taylor (caso della formula di MacLaurin).

Metodologie
A seguito della definizione di derivata e della sua interpretazione geometrica, nonché fisica, è possibile tornare a parlare nuovamente del numero e, analizzando le proprietà della derivata della funzione esponenziale e volendo anche della funzione logaritmica.

Si ricordi che applicando direttamente la definizione di funzione f(x) derivabile in punto x0
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è possibile, sfruttando il limite (6), dimostrare che 
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e anche
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Qui è importante far notare ai ragazzi che la funzione esponenziale in base e è l’unica funzione che ha come derivata se stessa.

Poiché, in generale, la derivata f’(xo) di una qualsiasi funzione f in un dato punto x0 è il coefficiente angolare della tangente al grafico della f nel punto P0(xo;f(xo)), 
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questo significa che la funzione f(x)=ex è tale 
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ovvero la retta tangente in ciascun punto del grafico della funzione è inclinata di un coefficiente pari al valore dell’ordinata del punto considerato.

Si può quindi far riportare questo su un grafico agli studenti.

Grazie al teorema di De L’Hospital, è possibile verificare nuovamente i limiti (1), (3).

Posto
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Dunque, poiché otteniamo una forma indeterminata del tipo 0/0, possiamo applicare il teorema di De L’Hospital, visto che le ipotesi sono verificate:
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e dunque, risultando lny=1, dovrà essere y=e.

Questa nuova verifica della definizione di e permette ai ragazzi anche di poter collegare i vari contesti in cui si introducono diversi concetti e fa vedere loro come si possono verificare gli stessi risultati sfruttando tecniche diversi.

Inoltre, grazie all’uso della formula di MacLaurin, nel caso della funzione esponenziale, cioè la formula di Taylor sviluppata per x0=0
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se poniamo x=1, ricaviamo
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ovvero 
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che permette di calcolare e per altra via.

La formula (7) ci permette anche di dare una dimostrazione dell’irrazionalità di e, fino ad ora lasciata in sospeso, poiché mancavano i prerequisiti necessari al fine di portare a termine tale compito. Tuttavia, non per tutti tale dimostrazione potrebbe risultare di facile comprensione e quindi può essere inserita in un contesto in cui la classe sia “buona”, o adottata come elemento di approfondimento per ragazzi particolarmente “in gamba”. 

Per la dimostrazione si veda Appendice 2

Per quanto riguarda le possibili utilizzazioni che possono venire fuori in questa fase, si noti che, sono possibili agganci all’area di fisica andando a considerare che, sicuramente il programma che i ragazzi stanno svolgendo a fisica permette loro di incontrare il numero e in altri contesti.

Un esempio è costituito dallo studio dei circuiti RC. 

Si definisce circuito RC un circuito nel quale sono collegati in serie, ad una sorgente di forza elettromotrice (f.e.m.) ε, una resistenza R ed un condensatore di capacità C. 

In un siffatto circuito la corrente non è costante nel tempo in quanto, considerando trascurabile la resistenza interna del generatore, la differenza di potenziale ai suoi capi risulta in parte applicata alla resistenza ed in parte al condensatore.

Si studiano le cosiddette leggi di carica e scarica del condensatore che coinvolgono la presenza di un esponenziale negativo.

In un caso (fase di carica) Q(t) = εC(1-e-t/RC), dove Q è la carica sulle armature del condensatore . Nell’altro caso (fase di scarica) Q(t) = εCe-(t-t0)/RC, dove t=to è l’istante in cui il condensatore è totalmente carico.

Direi che questa seconda fase, di approfondimento rispetto alla prima, in base ai prerequisiti richiesti, può essere considerata conclusa.

A questo punto si tratta di far riemergere nei ragazzi i concetti appresi fino a quel momento e ciò è possibile anche utilizzando il nostro cartellone ed aggiornandolo con le nuove informazioni acquisite.
III fase

Prerequisiti

1. Integrale indefinito e definito;

2. calcolo di aree per mezzo degli integrali definiti.

Metodologie

Ancora una volta possiamo aggiungere nuove proprietà alla funzione esponenziale. In particolare in questa fase, cercherò di essere un po’ meno pesante nella descrizione della strategia seguita, perché ormai credo risulti chiara l’idea di fondo in base alla quale strutturare l’unità didattica da me proposta.

A seguito dell’introduzione del concetto di integrale, entrano in gioco le considerazioni relative al numero e.

Vediamo schematicamente quali sono le considerazioni che potremmo fare.

Innanzitutto ancora una volta la funzione esponenziale in base e non “tradisce” la nostra fiducia. Nel momento in cui andiamo ad operare l’operazione di integrazione indefinita, il risultato è ancora lei, a meno di una costante, ovviamente:
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Ribatterei tanto su questa caratteristica peculiare della funzione esponenziale.

Si può cercare di stimolare il ricordo di questo concetto, anche stimolando l’ilarità dei ragazzi, per esempio riportando aneddoti simpatici.

Per esempio, io ricorderò sempre una battuta che a tal proposito faceva sempre la mia Professoressa di matematica al Liceo. Diceva: “la funzione è una funzione da sposare, perché non tradisce mai, anche se la derivi o la integri rimane sempre lei”.

Logicamente va fatto notare che questo è un modo semplicistico di dire le cose, poichè dobbiamo ricordare che nel caso di integrazione indefinita, si ottiene una classe di funzioni che differiscono per una costante.

Molto carina è anche una barzelletta che riguarda la funzione esponenziale: alla facoltà di matematica viene organizzato un party, aperto a tutte le funzioni mate matiche. La F(x) ci prova con il seno, derivata e tangente se la ridono, tutte ballano e si divertono tranne la funzione esponenziale (in base e) che se ne rimane in disparte, in un angolo. La radice quadrata, impietosita, va verso di lei e le dice: “Coraggio Esponenziale, vieni, integrati!”. E lei sconsolata risponde:“Tanto è lo stesso”.

Questi sono giusto due simpatici esempi che possono aiutare a “rimettere un po’ insieme i pezzi” di ciò che abbiamo trovato fino ad ora e per colpire nell’emotività lo studente.

Tornando a considerazioni più serie, una possibile proprietà che può essere verificata, conoscendo il calcolo di aree attraverso l’integrale definito è la seguente.

Se andiamo a considerare il ramo di iperbole equilatera y=1/x, contenuta nel primo quadrante del piano cartesiano, sappiamo che essa passa per il punto di coordinate (1, 1). Ma partendo da x = 1 quale base dobbiamo considerare perché l'area sotto la curva (tratteggiata) abbia valore unitario?

Ebbene, manco a dirlo, proprio il tratto di ascissa tra 1 ed e.

Infatti
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Le  utilizzazioni che possiamo, a questo punto dell’anno scolastico, mettere in evidenza, ci provengono ancora dalla fisica.

Sicuramente, nella parte finale dell’anno scolastico, si affrontano anche argomenti relativi alla fisica moderna. Ancora una volta, interviene il numero e. 

In particolare, studiando il decadimento radioattivo, si ha che se al tempo t0 = 0 sono presenti N0 atomi instabili di un dato elemento, il numero di atomi N che saranno ancora presenti al tempo t ne rimarranno N è dato da: 
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dove ( è una costante temporale caratteristica del tipo di atomo detta "vita media" di quell' atomo. 
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Ancora una volta è possibile fare il punto della situazione aggiornando il nostro cartellone.

IV fase (non sempre realizzabile) 

Prerequisiti

1. Introduzione dei numeri complessi;

2. rappresentazione trigonometrica dei numeri complessi

Metodologie

Quest’ultima fase è sviluppabile solo in alcuni contesti, a causa dei requisiti richiesti, che non sempre sono introdotti in un contesto scolastico “standard” e quindi, ancora una volta essa può essere vista come un fase di approfondimento. Sarò dunque veramente rapida nel descrivere questa ultima fase.

	In particolare metto solo in evidenza una equazione che deriva da un caso speciale della formula di Eulero
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	Nel caso in cui si ponga x=(, possiamo ricavare l’identità 
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che rappresenta un esempio semplice ma fondamentale di identità che non solo collega i numeri i, (, e, 1 e 0, ma presenta anche le operazioni di elevamento a potenza e somma, nonché il simbolo di uguaglianza.

Essa risulta come un ponte tra trigonometria (e quindi geometria), analisi, aritmetica e algebra.
	


Verifiche e strategie di recupero

Per quel che riguarda la parte relativa alle verifiche essa avverrà come sopra per fasi, pur non presentando un contesto rivolto allo studio specifico del numero e stesso. 

In particolare tenderei a prediligere un’azione di verifica rivolta su più campi e portata avanti nel tempo, essendo l’unità didattica da svolgere in itinere.

Dalle linee portanti del progetto didattico complessivo la valutazione non si può infatti risolvere nel semplice giudizio di merito da attribuirsi agli alunni in base ai risultati conseguiti nell’ambito di un semplice test o compito in classe. 
E' ovvio che la valutazione deve essere in grado di fornire non solo indicazioni relative ai  risultati degli alunni (se corrispondono agli obiettivi che sono stati proposti), ma anche essere spunto per una riflessione che deve accompagnare l'apprendimento (se e fino a che livello è stato attuato). 

Tuttavia ritengo che la sua funzione non si fermi a questo e che la valutazione rappresenti un processo che coinvolge gli alunni e il docente e soprattutto che abbia una funzione di controllo sull'intero processo di apprendimento/insegnamento.

Essa è dunque uno degli elementi che regola la programmazione didattica e l'attività che la mette in atto nella classe, individuando le condizioni per potere avviare una procedura didattica efficace e valutando il grado di avanzamento dell'apprendimento a cui sono giunti i singoli alunni e la classe nel suo insieme.

Inoltre la valutazione ha una funzione di stimolo sulla riflessione che possa anche portare gli alunni a riconoscere il proprio modo di apprendere e alla consapevolezza dei propri cambiamenti.

La valutazione non può dunque limitarsi ad osservare il percorso dell'alunno e a registrarne i risultati, ma deve essere in grado anche di individuare le cause che provocano risultati di fallimento, per poter predisporre strategie di recupero e piani di intervento differenziati secondo i problemi. 

Tutte le verifiche sono strettamente legate agli obiettivi della programmazione, e realizzate in modo da poter accertare con sufficiente chiarezza quali delle competenze proposte l'alunno sia stato in grado di raggiungere. 

Utilizzerei diversi strumenti di verifica, dalle prove strutturate alla osservazione sistematica dei comportamenti, la cui utilità è diversa secondo lo scopo e il contesto in cui si opera. 

Sono fermamente convinta che la programmazione dell’unità didattica debba prevedere già nella sua strutturazione attività di sostegno e recupero che devono però in ogni modo essere percepite da studenti e genitori nella loro specificità in maniera semplice.

Le attività di sostegno e recupero possono essere realizzate attraverso soluzioni organizzative e didattiche diverse. 

Proporrei dunque, a seconda dell’esigenza, o attività rivolte alla classe nel suo insieme
come moduli sul metodo di studio (concentrate, per esempio, in spazi di "pausa didattica" in cui si rallenta lo sviluppo della programmazione per operare in direzione del recupero e del consolidamento delle conoscenze), o attività rivolte a piccoli gruppi, per gruppi di livello, dentro la classe, in orario pomeridiano, organizzate o per piccoli gruppi della stessa classe o per gruppi misti su recupero di competenze specifiche.

Conclusioni ed osservazioni finali

L’unità didattica qui strutturata vorrebbe aver come grande obiettivo, come già più volte evidenziato, quello di far sviluppare agli studenti di una classe V Liceo Scientifico P.N.I.  la capacità di poter collegare lo studio della matematica allo studio dei fenomeni reali.

Lo spirito con cui è organizzata l’unità didattica è quella di poter riuscire anche a spaziare in più parti di programma di Matematica, cercando di riuscir a fare un’opera di collegamento anche con la Fisica. 

Tutto questo è immaginato essere fatto sforzandosi di voler far emergere dai ragazzi, dal contesto classe, dalla condivisioni dei saperi comuni, il problema da risolvere e facendo quindi diventare gli studenti i protagonisti della lezione stessa, cercando di stimolarli ad un lavoro di ricerca continua, in uno spirito che vada al di là del semplice contesto scolastico, ma che riesco a farli coinvolgere nel loro quotidiano e nella realtà che essi vivono.

Per quanto riguarda infine i tempi necessari allo sviluppo di questa unità didattica, rimane difficile poter dare una stima delle ore necessarie, dovendosi questa sviluppare in più fasi, non consecutive l’una all’altra. Si tenga tuttavia presenta che la percentuale maggiore del tempo è occupata dalla prima fase dell’unità didattica.

Appendice 1  

Riporto brevemente la dimostrazione della crescenza e limitatezza della successione
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Jacob Bernoulli fu tra i primi ad occuparsi di questo problema, nel 1683. Egli tentò di calcolare il limite di (1 + i/n)n per n tendente all’infinito, usando per questo il teorema del binomio. 

Dalla formula del binomio di Newton
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abbiamo:
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dove k è un numero naturale, compreso tra 2 e n.

Osserviamo che al crescere di n, ogni termine della somma cresce, ad eccezione del primo, che resta inalterato, e inoltre aumenta il numero degli addendi che sono tutti positivi. Perciò 
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e la successione è crescente. Pertanto, per il teorema sulle successioni monotone, il limite della successione esiste, anche se, a questo stadio non possiamo dire se è finito: esso potrebbe anche essere 
[image: image70.wmf]¥

+

. 

Osserviamo che la dimostrazione analitica, si può ottenere più rigorosamente utilizzando la disuguaglianza di Bernoulli


[image: image71.wmf](

)

,

nx

x

n

+

³

+

1

1


valida per ogni n, numero naturale, e per 
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(come si può dimostrare per induzione).

Affinché il limite sia finito, dobbiamo dimostrare che la successione è limitata.
Poiché
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sono tutte quantità minori di 1, allora
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Tuttavia
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e dunque
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dove la quantità posta tra parentesi quadre nella seconda parte della disuguaglianza rappresenta la somma dei termini di una successione geometrica di ragione q=1/2<1, ed è quindi uguale a
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Dunque
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Appendice 2

Al fine di dimostrare che e è irrazionale, procediamo per assurdo.

Sia p e q due numeri interi tali che e=p/q.

Allora, dalla (7) avremo:
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                                            (8) 

Moltiplicando ambo i membri della (8) per q!, abbiamo:
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dove l’espressione a secondo membro della (9) posta fra parentesi quadrate rappresenta un numero intero, ma quella rimanente no, poiché
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dove la seconda parte della disuguaglianza rappresenta la successione geometrica di ragione 1/(q+1) e dunque
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Questo ci dice che è stato assurdo supporre che il numero e fosse razionale.

Si noti che questo tipo di dimostrazione è a mio avviso fattibile in una classe solo in un contesto particolare e cercando di portare i ragazzi al risultato passo dopo passo.
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