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Domanda Teorica) Siano A e B due eventi indipendenti. Dimostrare che la probabilita che
si verifichi o A oppure B (uno e uno solo dei due) &

p(A)+p(B)—2p(A)p(B).

(punti 2)

Soluzione. Dire o A oppure B equivale a dire A e non B oppure non A e B, cioe
(ANB)U (AN B).
Siccome AN B e AN B sono evidentemente disgiunti, abbiamo innanzitutto
p (o A oppure B) =p (Aﬂ?) +p (ZOB) )
Poi, siccome A e B sono indipendenti, abbiamo

p (o A oppure B) =p(A)-p (B) +p (A) -p(B)



e ricordando le espressioni di p (Z) ep (E) si trova subito il risultato.

C1) Un pezzo viene prodotto difettoso con probabilita p = 0.031. Calcolare la probabilita che
in un lotto di 50 pezzi prodotti indipendentemente vi siano piu di due (> 2) pezzi difettosi.

(punti 4)

Soluzione.
2. /50
pIN>2)=1-p(N<2)=1-)_ ( ) > (0.031)%(0.969)°°* ~ 0.202
k=0

C2) Indicare il valore atteso della variabile casuale avente densita

0 x <0
fx(x)zc{a: 0<z<1
el= r>1

dopo aver calcolato la corrispondente costante di normalizzazione.
(punti 3)

Soluzione. Poiché

/ xdw—l—/ el dr = =
0 1 2
si deve avere C' = 2/3. Poi

1 “+o00
2 2 14
E [X] :/ —deac+/ SrelTTdr = —.
. 3 . 3 9

C3) Una variabile casuale X ¢ distribuita normalmente con valore atteso 3 e deviazione stan-
dard incognita. Indicare il massimo valore della deviazione standard affinché la probabilita
che X > 5 sia inferiore all’1%.

(punti 4)

Soluzione. Abbiamo
X -3

g

X >bh<<— /=

2
> —.

o
Pertanto

2 _
Z > *71(0.49)
o

e dalle tabelle segue o < 0.8547.



C4) Una linea di produzione si blocca in media 3 volte all’anno, in maniera indipendente.
Indicare la probabilita che si blocchi due volte nello stesso mese.

(punti 4)

Soluzione. 3 volte all’anno significa 1/4 di volte al mese, per cui A = 1/4. Quindi

1\ 1
N=2=[=-] —e¥4=0.0243.
Pl ] (4) 51 0.0243

E1) Due prezzi X e Y sono distribuiti uniformemente sul quadrato [0,1] x [0,]. Si chiede:

a) Calcolare la funzione di densita della somma Z = X + Y.
b) Calcolare il valore atteso e la varianza di Z.

c¢) Calcolare uno stimatore non distorto di I.

d) Dati i dati campionati

X |12(13]|12|14]|12|13|12]14]|13
Y |14]13|16|15 (1215|1115 |13

calcolare i corrispondenti valori di Z e il valore stimato di .
Infine
e) calcolare p [Z < 2].

(punti 8)

Soluzione. Innazitutto

for(e) =5 (o) €10, x (0,1

e nulla altrimenti. Poi

1
Fr(z) =p(X+Y <2z)= jparea (T)

dove T ¢ il triangolo di vertici (0,0), (z,0) e (0, z) se 0 < z < [, e il pentagono di vertici (0, 0),
(1,0), (I, z—1), (z—=1,1), (0,1) se I < z < 2[. Da un semplice calcolo delle aree segue subito

52
FZ(Z): 2
(20 — 2)
1-— 572 <22

Ne segue

z

z\%) = .
@=2) o <o



che & simmetrica rispetto a z = [. Quindi per simmetria E [Z] = [. Poi
1.3 21
27 _ < 2(20—2) T,

l2

E.

Poiché E [Z] = I, uno stimatore non distorto di / & X,,. Dal calcolo dei valori si trova [ = 2.65
e

per cui

var [Z] =

2
z
Z <= | —Z dzn~2847%,
plZ <2 /O 2652 %

NOTA: Questo esercizio si poteva risolvere fino al punto d) anche senza effettuare il punto
a). Bastava osservare che X e Y sono distribuite uniformemente su [0,!] e indipendenti, per
cui

E[Z]=E[X]+E[Y]=1

2 2
var [Z] = var [X]| 4+ var [Y] = 2i—2 = %

E2) Data la variabile casuale di Poisson avente densita

fx(z) = —e (z € N)

calcolare lo stimatore di A di massima verosimiglianza.
Supponendo poi di avere i seguenti dati campionati

2,3,2,4,3,5,4,2,3,2,3,4,2,3,4,3,2,3,4,5,4,3,3,4

calcolare il valore stimato di A e trovare p [X = 1].

(punti 6)
Soluzione. Abbiamo
)\xl"‘-- +xn
L= e~
zl - ]
per cui
d 1+ ...+ xp,

—logL = —

dx 8 ) "
Pertanto log L & estrema per A = X,,. Poi

d? 1+ ...+,

Dai dati segue infine A = 77/42 = 3.2, per cui
p[X =1] ~0.13.



