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Il Calcolo Numerico 



Metodo di Calcolo Numerico 

 Per risolvere problemi del mondo reale con metodi 

matematici è necessario rappresentare il problema mediante 

un modello matematico 

 Successivamente la soluzione si implementa a calcolatore 

mediante un adeguato linguaggio di programmazione 

 A volte però la soluzione non esiste in forma esatta oppure se 

esiste è molto complesso il suo calcolo 

 Quindi alle volte si riesce ad avere solamente una soluzione 

approssimata del problema (algoritmi approssimati) 

 Tale approccio prende il nome di metodo di calcolo numerico 

 

 



Metodo di Calcolo Numerico 

 Gli algoritmi approssimati si basano su tecniche di : 

 Discretizzazione: passaggio da domini continui a domini 

discreti 

 Approssimazioni successive: metodi iterativi 

 Il più delle volte si eseguono operazioni semplici ma 

ripetute molte volte  



Calcolo della radice quadrata 

 Qualsiasi calcolatrice ha la funzione che calcola la 

radice quadrata 

 In realtà si tratta di un valore approssimato, la cui 

accuratezza (numero di cifre decimali) dipende dal 

numero di iterazioni che vengono eseguite.  

 Ciò è possibile perché viene implementato un 

algoritmo di calcolo numerico 



Metodo Babilonese 

 Dato un valore α la sua radice quadrata       è: 

 

 

 Dove la successione      è così esprimibile:  

Media aritmetica  

tra due numeri 



Implementazione iterativa 

 La soluzione si ricava eseguente iterativamente i 

seguenti passi: 

1. Poni           e scegli            in modo arbitrario 

2. Calcola la media tra       e        e sostituiscilo a  

3. Aumenta      e torna al punto 2. 

 

 Fino a quando si itera? 

 Fino al raggiungimento dell’accuratezza prefissata 



Esempio 

 Supponiamo             e                    (                        ) 
 

   n=0 
 

   n=1 
 

   n=2 
 . 

   n=3 

   …              

Formula iterativa che  

approssima la soluzione 



Significato geometrico 

 Dato un numero α positivo, la sua radice quadrata 

può essere vista come il lato di un quadrato la cui 

area è proprio α stesso. 

Area = α 

Area = lato x lato =       x       = α   



Significato geometrico 

 L'idea è quella di usare dei rettangoli che possiedano la 

stessa area del quadrato per arrivare attraverso 

approssimazioni successive ad ottenere proprio il 

quadrato che stiamo cercando 

 Consideriamo quindi un rettangolo di lati      e  

Area = α 

Area = lato x lato =       x       = α   

n = 0 



Significato geometrico 

 Calcoliamo la media: 

 Se             abbiamo trovato la radice quadrata  

 Altrimenti la media è diversa da      e procediamo con il 

calcolo di una nuova media con n=1. 

 

Area = lato x lato =       x       = α   

n = 1 

Area = α 



Significato geometrico 

n = 2 

Area = α 

n = 3 

Area = α 

n = n+1 

… 



Esempio 

 Supponiamo che α=4, vogliamo calcolare la 

 Scegliamo come valore di partenza   

Area = 4 

Area = lato x lato = 5 x 0.8 = 4   

n = 0 



Esempio 

Area ≈ 4 

Area = lato x lato = 2.9 x 1.38 ≈ 4   

n = 1 



Esempio 

Area = lato x lato = 2.14 x 1.87 ≈ 4   

n = 2 

Area ≈ 4 



Esempio 

Area = lato x lato = 2.004 x 1.996 ≈ 4   

n = 3 

Area ≈ 4 



Implementazione in Pascal 



Implementazione in Pascal 

 Il codice fornisce il seguente output 



Esercizio 

 Modifica il programma precedente facendo in 

modo che l’utente inserisca il numero di iterazioni 

che devono essere eseguite. 
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La generazione di 

numeri pseudocasuali 



Processi deterministici e pseudocasuali 

 In molte applicazioni è fondamentale la generazione di numeri 

casuali (cioè statisticamente non predicibili), come per esempio: 

 Simulazione di sistemi stocastici 

 Analisi numerica basata sul metodo Monte Carlo 

 Crittografia 

 Protocolli di comunicazione sicura 

 

 

 

 Essendo il computer regolato da eventi deterministici è difficile 

generare con esso numeri perfettamente casuali 

 Infatti il calcolatore può generare solo numeri pseudocasuali  



Processi pseudocasuali 

 Una sequenza pseudocasuale, prima o poi si ripete ed è caratterizzata 

da un periodo di ripetizione chiamato periodo della sequenza. 

 

 

 

 Esempio: 

110101101100010111010110110001011101011011000101…… 

periodo della sequenza = 16 

Sequenza binaria pseudocasuale 



Processi pseudocasuali 

 Una sequenza pseudocasuale non è casuale ma è 

completamente determinata conoscendo: 

 Alcuni valori iniziali 

 Il seme (seed) della sequenza che a volte è il primo 

elemento della sequenza 

 



Numeri pseudocasuali in Pascal 

 Il linguaggio Pascal mette a disposizione due 

funzioni di libreria per generare sequenze di 

numeri pseudocasuali: 

 randomize() per inizializzare la sequenza 

 random() per generare un numero della sequenza 



Esempio: numero casuale tra 0 e 1 

 Il seguente codice genera un numero casuale 

compreso tra 0 e 1 

 program casuale; 

var 

 numero : real; 

begin 

  randomize;               // inizializzo il seme 

  numero:=random();   // genero un numero casuale tra 0 e 1 

  writeln ('il numero casuale generato e'' : ', numero:2:6); 

  readln; 

end. 



Esempio: Generazione di numero 

casuale in un range 

 È possibile generare un numero casuale compreso in 

uno specifico intervallo (o range) 

 È sufficiente passare come parametro alla funzione 

random() il numero desiderato  

 Per esempio la funzione                         genera un 

numero casuale tra 0 e num-1 

  random(70) genera un numero compreso 

nell’intervallo [0,69]  



Esempio 2: la tombola 

 Generiamo i numeri per la tombola, che devono avere un range [1, 90]. 

 Quindi si ha: 

 random(90) genera un numero nel range [0,89] 

 random(90)+1 genera un numero nel range [1,90] 

program casuale2; 

var 

 numero : integer; 

begin 

  randomize;               // inizializzo il seme 

  numero:=random(90)+1;   // genero un numero casuale tra 0 e 1 

  writeln ('il numero casuale generato e'' : ', numero); 

  readln; 

end. 



Esempio 3 

 Generazione di numeri compresi tra 50 e 149  

program casuali3; 

var 

  tanti, conta : integer; 

begin 

  randomize;                 // inizializzo il seme 
 

  write  ('Quanti numeri compresi tra  50 e 149 genero ? '); 

  readln (tanti); 
 

  writeln('La sequenza generata e'' la seguente: '); 

  for conta:=1 to tanti do 

    write(random(3)+ 50:5);   // genero un numero casuale tra 50 e 149 
 

  readln; 

end. 



Algoritmi che generano le sequenze 

 Non tutti gli algoritmi sono buoni: come distinguere un 
buon algoritmo ? 

 Un buon algoritmo deve generare numeri che: 

 Siano uniformemente distribuiti 

 Non siano correlati 

 E che l’algoritmo: 

 Sia riproducibile  

 Sia portabile 

 Abbia un lungo periodo  

 Sia computazionalmente veloce  



Distribuzione uniforme: Istogramma di 

frequenza 

 Utilizziamo un generatore di numeri pseudocasuali con valore 

compreso tra 0 e 1 e suddividiamo l'intervallo di variabilità ad 

esempio in M = 50 sotto intervalli di pari ampiezza (range/nr. 

intervalli = 1/50 = 0,2). 

 Calcoliamo ora il numero di valori "che cadono" in ciascun intervallo 

con la generazione di un numero elevato di numeri casuali, ad esempio 

N=100 

 Teoricamente, in caso di equidistribuzione, si dovrebbe avere una 

frequenza costante pari al rapporto tra il numero di lanci e il numero 

di intervalli, cioè 



Istogramma di frequenza 

 Riportando graficamente i risultati otteniamo ad esempio la 
situazione della figura 

 

 

 

 

 

 

 

 

 Dal confronto dei grafici è possibile individuare l'algoritmo che 
più si avvicina al valore teorico e che quindi risulta avere una 
maggior equiprobabilità nella generazione dei numeri. 



Correlazione 

 Un buon algoritmo deve avere una bassa 

correlazione tra parti di sequenze generate 

 Ciò implica che due numeri consecutivi non devono 

avere nessun legame tra loro 

 Esempio: 

 Data una sequenza di numeri generati nel range [0,1] 

 Consideriamo i numeri a coppie e utilizziamoli come 

ascissa e ordinata di un punto Pi(xn,xn+1)  



Correlazione 

 Il primo grafico rappresenta un generatore con distribuzione 

ottimale mentre il secondo, dato che i punti sono disposti su rette, 

sicuramente produce sequenze correlate e prevedibili. 



Linear Congruential Generator (LCG) 

 Il metodo LCG ha bisogno di un seme per inizializzare la sequenza di 

numeri secondo la seguente regola: 

 

 Dove: 

 Xn è l'n-esimo numero casuale generato; 

 Xn-1 è l'n-esimo numero casuale generato; 

 a, c, ed m sono costanti (m>0;   0<a<m;   0<c<m;   x0<m).  

Tipicamente m è 232 oppure 264.  

Esistono delle relazioni tra di essi: 

 c ed m sono primi fra loro; 

 a-1 è divisibile per tutti i fattori primi di m;  

 a-1 è un multiplo di 4 se m è un multiplo di 4. 

 



Esempio: Calcolo di 16 numeri con il 

metodo LCG 

 Utilizziamo i seguenti valori:  

 LCG (a, c, m, x0) = LCG(5,1,16,1) 

 Il primo termine (x0 =1) è il seme della sequenza, calcoliamo i 

successivi termini. 

 

 

 

 E via di seguito fino a ottenere  

i seguenti 16 numeri: 



Codice Pascal LCG 

program casuali4; 

var 

     numero, seme, a, c, m, tanti, conta : integer; 

begin 

     seme:=1;       // parametri del metodo di Lemer 

     a:=5; 

     c:=1; 

     m:=16;         // modulo della sequenza 

     write  ('Quanti numeri della sequenza genero ? '); 

     readln (tanti); 
 

     writeln('La sequenza generata e'' la seguente: '); 

     for conta:=1 to tanti do 

     begin 

           numero := (a * seme + c) mod m; 

           write (numero:4); 

           seme := numero; 

      end; 

      readln; 

end. 

Output 
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Metodo Monte Carlo e 

calcolo di π 

 



Metodo Monte Carlo 

 Il metodo Monte Carlo fa parte della famiglia dei metodi 

probabilistici: questi hanno una lunga storia ma solo dopo il 

1944 si sono studiati e applicati in modo sistematico 

 

 

 

 Alla base dei metodi probabilistici c'è il problema della 

generazione di numeri casuali 



Calcolo di π 

 Consideriamo una circonferenza di raggio unitario 

 

 Consideriamo il quadrato che circoscrive la circonferenza 

 
 

 

 

 I punti all’interno del quadrato hanno 

coordinate x e y <1 

 Di questi, quelli che distano meno di 1 dal 

centro  (x2 + y2 < 1) sono nel cerchio 

 Quelli per cui (x2 + y2 > 1) sono fuori da  

cerchio  



Calcolo di π 

 Se disegniamo punti a caso nel quadrato alcuni capiteranno 

nel cerchio e altri fuori. 

 Il metodo Monte Carlo ci assicura che il rapporto tra il numero 

di punti che cade nel cerchio e il numero totali di punti 

disegnati è pari al rapporto delle corrispondenti aree:  

È necessario che i punti siano  

uniformemente distribuiti 

 

La precisione del calcolo migliora  

all’aumentare del numero di punti generati 



Calcolo di π in Pascal  

program pigreco;  // calcola pigreco col metoto Montecarlo 

uses crt; 

var i, n, dentro : integer; 

      x, y : real; 

begin 

     randomize; 

     clrscr; 

     write('Quanti punti vuoi estrarre? '); 

     readln(n); 

     dentro:=0; 

     for i := 1 to n do 

     begin 

          x:=random();    // estrae un punto nel quadrato di raggio unitario 

          y:=random(); 

          if (x*x + y*y) < 1 

          then dentro:=dentro + 1; 

     end; 

     writeln('Valore approssimato di pi greco: ', (4 * dentro / n):10:8); 

     readln; 

end. 



Calcolo di π in Pascal  

 Si ha il seguente output: 

 

 

 

 

 

 All’aumentare dei punti migliora la precisione: 



Integrazione numerica con il metodo 

Monte Carlo 
 Il metodo Monte Carlo può anche essere utilizzato per effettuare 

il calcolo approssimato dell'integrale definito. 

 

 

 

 

 Si individua  un rettangolo di area nota 

 Si generano punti uniformemente distribuiti nel rettangolo 



Esempio: Calcolo dell'area sottesa da 

una curva 

 Si consideri la seguente funzione: 

 

 e il relativo integrale definito: 

 

 

 Bisogna generare una coppia di numeri xn e yn 

pseudocasuali uniformemente distribuiti, tali che: 

 xn sia compreso tra A e B 

 yn sia compreso tra o e f(B) 



Esempio: Calcolo dell'area sottesa da 

una curva 



Implementazione in Pascal 

 Per calcolare il numero di punti appartenenti 

all'area sottesa dalla curva è sufficiente 

confrontare il valore della funzione nel punto Xn con 

il valore di Yn e  

 se f(Xn) ≤ Yn allora il punto appartiene all'area sottesa 

dalla curva; 

 Altrimenti il punto si trova al di sopra della curva. 

 Esercizio:  

 Scrivi il codice Pascal che calcola l’integrale definito 

della funzione 
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Il numero e 



Il numero e 

 Il numero e non è periodico, irrazionale e la sua 

approssimazione a 20 cifre decimali è la seguente: 

     e = 2,71828 18284 59045 23536 
 

 Ha generalmente due nomi: 

 numero di Eulero, in ambito internazionale, collegandolo alla 

funzione esponenziale; 

  numero di Nepero, usato prevalentemente in Italia, come 

riconoscimento di paternità. 
 

 Nepero assunse questo numero come base dei logaritmi in 

numero e = 2,71828…. perché vi conducevano naturalmente 

dei problemi finanziari, relativi alla ricerca dell'interesse 



Calcolo del numero e 

 

 

 Eulero si dedicò al calcolo del suo valore e, inoltre 

dimostrò che:  

 

 

 

 ed è la formula che utilizzeremo nel nostro algoritmo per 

calcolare una approssimazione di e. 



Funzione fat() 

 Scriviamo una funzione che calcola il fattoriale. 

function fat(n : integer): integer; 

begin 

   if(n>1) 

   then 

      fat:=(n*fat(n-1)) 

   else 

      fat:=1; 

end; 



Funzione calcolo_e() 

 La funzione che calcola il numero e è: 

function calcolo_e(n:integer): real; 

var 

   x:integer; 

   numeroe: real; 

begin 

   numeroe := 0; 

   for x := 0 to n do 

      numeroe := numeroe + (1.0 / fat(x)); 

   calcolo_e:=numeroe; 

end; 



Il programma completo 

program numero_e; 

var 

   tanti : integer; 

   numero_e: real ; 

 

function fat(n : integer): integer; 

function calcolo_e(n:integer): real; 

 

begin 

   tanti := 20; 

   writeln('Calcolo approssimato della numero e '); 

   numero_e := calcolo_e(tanti); 

   writeln(' e calcolato : ',  numero_e:12:10 ); 

   readln; 

end. 



Output 

 Il risultato con 20 iterazioni è il seguente: 

 

 

 

 

 che ben si avvicina al valore di e = 2,71828182845904 



Esercizio 


