Dinamica
1.Varie:
Dinamica: studia le cause del moto.

Forza: grandezza fisica in grado di modificare lo stato di moto di una particella.

Seconda legge di Newton o Secondo principio della dinamica: relazione che lega la forza che viene
applicata su una particella al suo moto:
F=m-a
Fissando un sistema di riferimento xyz, si ha che la scomposizione lungo le componenti ¢ data da:
F.=m-a,

(Fx, F, F)=m-(ax, a, az):(m-ax, m-a, m-a2)<:> F.=m-a,

F=ma,
Sulla particella di massa m agiscono le tre forze:
F.=(F,0,0) < assex

Fy :(OX, Fy, O) & asse y
F.=(0,0,F) < assez
N.B.: la forza ha stessa direzione e verso dell’accelerazione.
Forza risultante: somma (vettoriale) delle forze applicate contemporaneamente ad una particella.

Prima legge di Newton o Primo principio della dinamica: “ogni corpo non soggetto a forze persevera
nel suo stato di quiete o di moto rettilineo uniforme”. Quindi se la forza risultante & nulla (F=0), lo sara
anche ’accelerazione (a=0) e quindi il vettore velocita istantanea sara costante v=cost. Si puo avere:
1)»=0 = la particella ¢ ferma e vi resta;
2)v#0 = la particella ¢ in movimento e continuera a muoversi con traiettoria rettilinea;

Terza legge di Newton o Principio di azione e reazione: “ad ogni azione corrisponde una reazione con
direzione uguale e verso contrario”.

Peso: ¢ una forza.
Massa: misura la quantita di materia.

Forze fondamentali:
1)gravitazionale;
2)elettromagnetica;
3)nucleare debole;
4)nucleare forte;

Forza di gravita o Forza peso: forza “naturale” che definisce la direzione verticale. L’accelerazione di
gravita ha lo stesso valore per tutti i corpi; questo significa che su ogni oggetto agisce una forza di gravita
proporzionale alla massa dell’oggetto stesso. La forza gravitazionale ¢ la forza che fa cadere gli oggetti
verso il centro della Terra e che la mantiene, insieme con gli altri pianeti, in orbita intorno al Sole, che
governa il moto delle stelle e delle galassie. Essa si esercita sempre fra masse: due masse si attirano
sempre, a qualunque distanza [’una dall’altra si trovino. Tuttavia, man mano che aumenta la distanza, la
forza gravitazionale fra due masse va diminuendo:

N -m’

2

. . G =6.67-10"
m;-m
‘F ‘ =G-—=—= con kg
r
r=ln—n|
N.B.: se, in un sistema di riferimento cartesiano ortogonale xyz, uno degli assi (ad es. ’asse z) ¢ diretto
verticalmente, la forza di gravita si esprime come:



G =m-a,=0 < assex
G=.G,=m-a,=0 < assey
G.=m-a,=m-g < assez
Accelerazione di gravita: accelerazione diretta verticalmente verso il basso con valore costante:

- m

Campo gravitazionale: interpretazione dell’accelerazione di gravita come forza peso per unita di massa.

2.Vincoli:
Vincolo: qualsiasi sistema materiale che limita la liberta di movimento di una particella.

Reazione vincolare: forza (vettore) esercitata da un vincolo e perpendicolare ad esso, che non ha modulo
fissato a priori ma si adegua caso per caso.

Piano inclinato senza attrito: si prendere un sistema di riferimento ortogonale xy con I’asse x parallelo

al piano inclinato:
G=m-g= (Gmn, Gw) = (—m-g . Sin(a), -m-g- Cos(a))

Gun = (—m'g-Sin(a), 0)

G=Gun+Gur con
G nor =(0, —m-g-Cos(a))

V=(0,7)

F i =6’+I7=(—m-g-Sin(a), V—m-g~COS(a))

Frs, =V —m-g-Cos(a)=0< Fr =(-m-g-Sin(a), 0)=5;an
G =G =-—m-g-Sin(a)

a:g-Sin(a)

h h = altezza

Gi7=macmgtomacazg con{

1, \/2-1 2:1-1 2
l==-a-t" &t= = =1
2 a g-h g-h

i Sv=42-g-h
i

[ = lunghezza

Binario circolare (moto circolare uniforme):
m = massa della particella

R =raggio del binario circolare

v = cost velocita (scalare) del carrello
Aun =0 < v = cost
aq.a = diretta verso il centro della circonferenza

F=m-aa =m-R-@* =forza esercitata dal binario diretta verso il centro della circonferenza
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3.Forze variabili - Forze dipendenti dalla posizione: forze che variano anche per piccoli spostamenti
della particella sulla quale agiscono.

Forza di richiamo elastica: la forza esercitata dalla molla tende a riportare la lunghezza di questa al
valore corrispondente alla configurazione di riposo (principio di azione e reazione):

Fest = _Fmol

— . k = costante elastica
Fooo=m-a=-k-AL con{__.
AL = L, — L = vettore allungamento

Forza di gravita o forza peso: vedi prima e dopo.

4.Forze variabili - Forze dipendenti dalla velocita: forze che dipendono dalla velocita della particella
sulla quale agiscono.

Forza centripeta: quando una particella ¢ obbligata a percorrere una traiettoria curva, la velocita della
particella cambia direzione, quindi la particella ¢ soggetta ad una accelerazione (radiale). L accelerazione
radiale, e quindi anche la corrispondente forza che la genera, ¢ sempre diretta verso il centro della curva:

F=m-aw=m-R-&°
Classificare una forza come centripeta significa mettere in evidenza 1’effetto che essa provoca, anziché il
meccanismo che fa agire la forza.

Viscosita: forza di reazione che si oppone al moto e che a livello microscopico nasce dall’interazione fra:
1)le molecole della superficie dell’oggetto che si muove nel fluido;
2)le molecole del fluido che entrano in contatto con 1’oggetto;

Fis = forza che il fluido agisce sulla particella

Fus = -n-v  conqn = costante che indica la forma della particella e la viscosita del mezzo

v# 0 = velocita della particella

Moto di un corpo in un mezzo viscoso:

I o o dv, n
Fow=—nvoma=-nvoma =-nv.<<m: ” =-n-v, v, =V, cexpl—t-| —

Caduta di un corpo in un mezzo viscoso:

F.=F +F =m-g—-n-v

ris, gra, VIS,

F. :0<:>m-g—77-vx:Oc>vF=0:w:cost @m-ﬂz—n-uc:m:uo-exp{—t-(iﬂ
- n dt m

dv, d(ve,+u) du

V. F Vg PV, =V tUSZ= i = dt :E

U=V, =V SV, =Vt (v0 - vF_O)-exp[—t . (iﬂ

R

T m
velocita limite = v, = g.{_]
n

Attrito: forza di reazione che si oppone al moto e che dipende dalla:
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1)forza con cui i due oggetti sono premuti 1’'uno contro 1’altro;

2)natura dei materiali di cui sono fatti i due oggetti;

3)maggiore o minore rugosita dei materiali di cui sono fatti i due oggetti;
Si puo avere:

1)radente = quando c’¢ uno slittamento di un corpo sull’altro;

2)volvete o di rotolamento = quando un oggetto rotola su una superficie;
Ha due tipi di comportamento:

1)attrito statico = se i due corpi sono fermi I’uno rispetto all’altro;

Astam“X =Coa " P | =Cqy M- &
2)attrito dinamico = se 1 due corpi sono in moto 1’uno rispetto all’altro;
Adim = cdim ’ P| = cdim “m- g

Piano inclinato con attrito: si prendere un sistema di riferimento ortogonale xy con 1’asse x parallelo al
piano inclinato:

G=m-g=(G,, G,w,)=(m-g~Sin(a), —m-g~C0s(a))
V=(0,7)=(0, m-g-Cos(a))=(0, -G,,)
A=(4, 0)

Fu=G+A=(G,, +A4,0)=(m-g-Sin(a)+4, 0)
4. .=c-G, =c-m-g-C0s(a)

1.Statico = Statico

|G| < Ay
m-g-Sin(a)Sc-m-g-Cos(a)<:>Tan(a)£c
4=-G, <= A4+G,, =0=F, .
II.Statico = Dinamico , P';nV
(G| > 4 =
m-g-Sin(a)>c-m-g-C0s(a)<:>Tan(a)>c o L

A=-4, <>m-g- Sin(a)—c m-g- Cos(a) =F, #0
A= g‘Sin(a)—c-g-Cos(a)

[II.Dinamico = Dinamico/Statico
v=(v,, 0) > A=4

Fos = (m-g-Sin(a)+4, 0)
1.4 stesso verso di v = |v| aumenta = dinamico;
2.4 verso opposto di v = |v| diminuisce = statico;
Equazione di Newton in forma differenziale: se la forza ¢ in funzione della posizione della particella:
N
F(r)zm-a@F(r)zm-?
5.Moti relativi e forze d’inerzia: fissiamo due sistemi di riferimento cartesiani in modo tale che gli assi
dell’uno siano paralleli agli assi dell’altro:
Due sistemi immobili: i due sistemi sono fermi I’uno rispetto all’altro:
1)il primo, xyz, solidale con 1’oggetto;
2)il secondo, XYZ, solidale con la terra (e quindi fermo);
3)I’origine di xyz si trova nel punto k—(; di XYZ;

4)I’origine di XYZ si trova nel punto ;0 di xyz;

S)R, =7y L



Una particella si trovera, rispetto ad ogni sistema di riferimento:
I)nel primo, xyz, in posizione r
2)nel secondo, XYZ, in posizione R ;

Si ha che:
R=R,+r

r=r,+R=-R,+R

Due sistemi di cui uno in movimento: il sistema xyz (quello solidale con I’oggetto) si muove rispetto ad
XYZ con velocita 170 ed accelerazione ZO , € la particella rimane ferma rispetto a quest’ultimo:

1) R = cost ;

2R, =R, (1);

Hr=-R(t)+R;

La velocita é:

—

hinxyz= 7 =48 _¢,

dt
Dinxyz s p Il AR _dR AR _ 7.

dt dt dt dt
L’accelerazione ¢:

inxyz= i=2" 0,

dt

- dv 4V, -

Yinxyz=>a=—=—""-"=-4_;
in-xy dt dt 0

Si ha quindi che:
Vv 0=cost<:>21=—2 =0

4 0¢c0st<:>a:—2 0z 0
Sistemi inerziali: sistemi di riferimento nei quali vale il principio di relativita galileiana.

Principio di relativita galileiana (PRG): “le leggi della dinamica hanno la stessa forma in sistemi di
riferimento in moto rettilineo uniforme [’uno rispetto all’altro”.
Questo principio si basa sull’ipotesi dell’esistenza di un tempo assoluto o universale; due osservatori,
situati in due differenti sistemi di riferimento, potranno sempre sincronizzare i rispettivi orologi con
infinita precisione. Le conseguenze immediate sono:
l)dati due sistemi di riferimento inerziali, non ¢ possibile stabilire quale sia quello fermo e quale
quello in moto, anzi non ha senso porsi una domanda del genere. L’unica cosa certa ¢ che se il
sistema #1 appare in moto con velocita v rispetto al #2, quest’ultimo appare in moto con velocita -v
rispetto al primo;
2)vale il principio di composizione delle velocita: una particella con velocita w nel sistema #1 (che si
muove con velocita v rispetto al sistema #2) avra, nel sistema #2, una velocita pari a vtw;
Quindi, non esiste un sistema di riferimento assoluto. Ma si puo anche dire che qualsiasi sistema inerziale
“pud” essere adoperato come sistema di riferimento assoluto. Per motivi pratici spesso si adopera, come
sistema, quello delle stelle fisse, cio¢ il sistema di riferimento solidale con il Sole e con I’orientazione
degli assi stabilita dalla posizione delle stelle fisse (quelle stelle per le quali, da secoli, non sono stati
osservati spostamenti misurabili). La Terra non ¢ un sistema di riferimento inerziale, poiché non si muove
di moto rettilineo uniforme, ma percorre un’orbita attorno al Sole, oltre a girare su sé stessa. Tuttavia, per
esperimenti di laboratorio (esperimenti di breve durata e che interessino brevi distanze), il sistema di
laboratorio si pud spesso approssimare con un sistema inerziale.
In questo contesto, il I° principio della dinamica equivale a dire che, in assenza di forze, a qualsiasi
particella puo essere associato un sistema di riferimento inerziale. Quando si misura una forza, si ottiene

5



lo stesso valore, qualsiasi sia il sistema inerziale nel quale si esegue la misura. Pertanto il II° principio ha
la stessa forma in tutti i1 sistemi inerziali. Un aspetto pratico della faccenda ¢ che, in un sistema inerziale,
qualsiasi forza deve essere una forza effettiva, cio¢ deve avere dietro qualcuno, o qualcosa, che la applica.

Sistemi non inerziali: se un sistema di riferimento esegue un moto accelerato rispetto al sistema delle
stelle fisse (o rispetto ad un qualsiasi sistema inerziale) non ¢ un sistema inerziale. La principale
differenza fra un sistema non inerziale che esegue un moto puramente traslatorio ed uno che esegue un
moto rotatorio sta nella complessita dei calcoli necessari per descrivere i fenomeni osservati.

Forza fittizia o d’inerzia: forza che esiste solo in un sistema di riferimento non inerziale, non una forza
effettiva, cio¢ attribuibile ad un qualche agente reale (come la forza di gravita).

Sistemi non inerziali — moto rotatorio: sulla particella agisce una forza diretta radialmente verso
I’esterno (forza centrifuga) e si osserva che la traiettoria della particella non ¢ diritta ma curva, segno che
sulla particella agisce anche una forza ortogonale alla velocita (forza di Coriolis). Le due forze (fittizie) si
osservano soltanto in sistemi non inerziali che sono in rotazione rispetto ad un qualsiasi sistema inerziale.

6.Leggi di conservazione:

Legge di conservazione: una grandezza fisica (quindi misurabile) mantiene sempre lo stesso valore, a
meno ché non accada qualcosa di ben preciso (che dipende da quale legge di conservazione abbiamo
preso in considerazione), nel qual caso la legge di conservazione non ¢ piu applicabile.

Sistema fisico: qualsiasi cosa sulla quale si possono compiere osservazioni € misure.

Configurazione del sistema: descrizione completa del sistema, cio¢ 1’insieme dei valori delle grandezze
fisiche che forniscono la descrizione dello stato del sistema.

Energia: grandezza fisica scalare, alla quale non ¢ associata alcuna direzione. Esistono diverse forme di
energia, che possono trasformarsi I’una nell’altra. Quando avvengono queste trasformazioni, il principio
di conservazione dell’energia prescrive che la quantita totale di energia (a prescindere da quale forma
assume) deve essere sempre la stessa, prima, durante e dopo le trasformazioni.

Energia cinetica: proprieta della singola particella che dipende soltanto dalla velocita e dalla massa:

E, :%-lfn~|v|2 >0

Lavoro: quantita scalare che ha le dimensioni fisiche di un’energia e, in particolare, individua un
2 3
partlcolare modo in cui l’energla fluisce o si trasforma:

L=FoAS= |F|-|S|-Cos(a)  con a =angolo compreso tra i vettori FedS

I valori che pud assumere sono:
a<Z o100 a=2o1L=0 a>Z s 10<0
2 2 2

Se la forza ¢ variabile e la traiettoria della particella non ¢ rettilinea si divide questa in # tratti piu piccoli
(infinitesimi), separati da n+1 punti, nei quali sia la forza che la traiettoria rimangono costanti:

L= FioAS;

i=1

Equazione di Newton, energia cinetica e lavoro: quando una forza agisce su una particella di massa m,
la particella acquista una accelerazione, cio¢ la velocita della particella subisce una variazione; se questa
varia, varia pure 1’energia cinetica. La particella sulla quale agisce la forza si sposta, e lo stesso fa il punto
di applicazione della forza che, quindi, compie un lavoro:

_ - Ay — - . — - - - - —

F:m-a:m-A—<:>F-At:m-Av:m-(Vz —V1)<:>F-(vl -At):m-(Vz VI —‘w‘)@F-AS:AL

t

Teorema del lavoro-energia: ¢ un’uguaglianza istante per istante, ossia il bilancio energetico deve
sempre essere costante:

AL=AE, =-AE, < AE, + AE =0 < forze conservative <> conserv. energia < E, + E, = cost
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7.Forze conservative: la circuitazione & zero:
D> F-AS-Cos(8)=0

Forza di gravita o forza peso: il lavoro svolto dalla forza peso su una massa m non dipende dal

particolare percorso scelto per spostare la massa, ma soltanto dalla componente verticale dello

spostamento totale. Nel caso di traiettoria chiusa (circuitazione) si ha che:
L=L,+L,=0=L,=-L,,

8.Forze non conservative: esiste almeno un percorso chiuso lungo il quale la circuitazione ¢ diversa da
zero; si perde energia meccanica e non si puo parlare di potenziale:

> F-AS-Cos(9)#0

Attrito: il lavoro svolto dalla forza peso quando la massa esegue uno spostamento AS qualsiasi € dato
dalla forza d’attrito (dinamico), che forma un angolo di 180° con lo spostamento, per lo spostamento:

| dim| = Adim,,mx = cdim m-g
L, =AinoAS=—c,, -m-g-|AS|<0

Il lavoro svolto dalla forza d’attrito ¢ sempre negativo, quindi lungo un qualsiasi cammino chiuso
(circuitazione) la forza d’attrito compie sempre un lavoro non nullo.

Viscosita: la forza viscosa agente sulla particella ed il lavoro svolto durante il tempo Az sono:

Fvis = _77 . ;
— — - - -2

AL = Fus oAS:—n-vov-Atz—n-M At <0
I1 lavoro svolto dalla forza viscosa € sempre negativo e valgono quindi le stesse conclusioni di prima.
9.Energia potenziale: energia che si associa alla quota (cio¢ alla posizione) alla quale si trova la
particella. Una particella soggetta soltanto alla forza di gravita:

1)se perde quota (passa da una posizione piu alta ad una piu bassa) acquista energia cinetica,

2)se guadagna quota (passa da una posizione piu bassa ad una piu alta) perde energia cinetica; dato che

I’energia cinetica non puo diventare negativa, la particella non puo salire oltre una certa quota;
AE, =m-g-h

AE, =-AL=-AE, < AE, + AE, = 0 < forze conservative <> conserv. energia < E, + E = cost

N.B.: I’energia potenziale gravitazionale viene sempre misurata a partire da una quota di riferimento, e
puo quindi essere sia positiva che negativa.

Moto verticale di un corpo (caduta di un grave): al suolo si avra che I’energia potenziale si sara
trasformata in cinetica:

E,=m-g-h
1 (2 E, =E &ov=y2-gh
Ek=5-m-|v|

Moto verticale di un corpo (lancio verso I’alto di un grave): inverso del problema della particella in
caduta libera o caduta di un grave:
E, >E &v=0

Particella su un piano orizzontale con attrito:

Adim :cdim m-g

LAdim = Adim AS = Cdim mg AS vé +V§
1 5 s SAS=—~

Ek:E-m-(VOX-f-VO)’) 2.Cdim'g

L=E,




Potenza: grandezza scalare che indica la quantita di energia che puo essere erogata in un tempo:
AE

At
Una macchina che applica una forza ad un corpo che si sposta con un velocita in un tempo compie lavoro:
AL=Fov-At
AL

W:—:ﬁo;
At

10.Quantita di moto ed Impulso: grandezza vettoriale con stessa direzione e verso del vettore velocita:

p=m~v ;=F't
N G e -~ — -
p=J=F-t Fit=mvo F-At=m-Av

Quantita di moto ed equazione di Newton:

_ - s od(mey o
F:m-a:m-ﬂz ( ):dch—dp
dt dt dt dt
Principio di conservazione della quantita di moto: vedi “Casistica dei problemi’:
— d d'p
F = dp S F=0& TP =0 p = cost = principio di conservazione della qunatita di moto
t t

Impulso: se la forza varia nel tempo (molto breve) si ha la grandezza vettoriale:

—

— dp
F:—<:>dp th@Ap F-At - = -
dt SAS=F -At=m-Av

p=J=F-t<oAp=AJ=m-Av

11.Sistemi di particelle:
Centro di massa: preso un insieme costituito da n particelle, numerate da 1 ad »; la generica particella i-

esima ha massa m, e si trova nella posizione 7. Su ciascuna particella agiscono due tipi di forze:
1)forze esterne Feu, i (che agiscono sulla particella i-esima) = forze che agirebbero sulla particella
anche se tutte le altre non ci fossero;
2)forze interne F.. ;- (che la particella j-esima esercita sulla i-esima ) = forze che agiscono sulla
particella esclusivamente a causa della presenza delle altre; la risultante di tali forze interne ¢:

n
Fint, tot = Z Fim‘,j%i

j=1, ji
Per il principio di azione e reazione si ha:
Fin,isj =—Fin, j>i
La massa totale del sistema sara la somma delle masse di tutte la particelle:

= Z mi
i=1
La posizione del centro di massa, cio¢ il valore medio (media pesata) delle posizioni delle particelle:

- 1 & -
chZ—-Zmi'l’i
i=1

tot

N.B.: condizioni di simmetria dell’oggetto possono bastare.

Velocita del centro di massa: se le n particelle si muovono, la posizione di ciascuna particella varia col
tempo, cosi come la posizione del centro di massa. Facendo al derivata rispetto al tempo si ha:



ri=ri(t)

;cm == ;cm (t)

- drcm < dl’; 1 < -
Vem = = Z _=_.Zmi.vi
dt My izl

My, =1

la velocita della particella i-esima si pud scomporre come la somma di:
)velocita del centro di massa = Ven ;

2)velocita rispetto al centro di massa = u; = Vi — Vem ;

Accelerazione del centro di massa: facendo al derivata rispetto al tempo si ha:

n

- drcm dl"l 1 % -
acm:—:— z :—'Zmi.a[
dt’ i=1 m,,, =1

tot tot

Energia cinetica del centro di massa: 1’energia cinetica dell’intero sistema di particelle ¢:

=2yl
I’energia cmetlca totale si esprimere come la somma dei contributi:
1)energia cinetica del centro di massa;
2)energia cinetica dei corpi in moto (traslatorio) rispetto al centro di massa;
1 2 &1 -2
+ Z— m, - ‘v,-
=

= — ml‘
Ekfrﬂ

Ekw/ 2 ot Vem

Equazione del moto del centro di massa: si scrive I’equazione di Newton per la generica particella:

dr —
m; - _I—Fextl+ z Fmtjﬁl
dt j=1, j#i

ed estendendo a tutte le particelle si ha:

a’ ri - _
; - ZFext i +Z Z Flnt Jj—i = m *Acem :Fext, tot
l 1

i=1 j=I1,j#i

i=1

My, ~Aem F ext, tot 0

quindi il centro di massa si comporta come se fosse una singola particella alla quale si applica soltanto la
risultante delle forse esterne, mentre quelle interne, che a coppie si annullano, non hanno alcun effetto.

Rotazioni: in questo caso il centro di massa rimane fermo, quindi la risultante (o somma) delle forze
esterne ¢ nulla; cio non vuol dire che non ci sono forze esterne. Si possono quindi avere due moti:
1)rotazioni di tutto il sistema (rigido);
2)movimenti delle particelle le une rispetto alle altre;
N.B.: per semplificare si cerca sempre di separare i due tipi di moti: se I’interesse principale riguarda i
moti di centro di massa, si puo considerare il sistema come se fosse rigido; se siamo interessati ai
moti interni, possiamo assumere (se ¢ possibile) che non ci siano forze esterne

1)Considerando un corpo rigido (non ci sono movimenti delle particelle le une rispetto alle altre) si
possono avere movimenti attorno all’asse di rotazione R. Questa ¢ una retta (fissa) attorno alla quale le
particelle si muovono, cio¢ le particelle si muovono descrivendo traiettorie circolari e rimanendo sempre
alla stessa distanza da R. Si fissano due piani (P fisso e P solidale con il sistema di particelle) passanti
per la retta R e I’angolo ¢ compreso tra essi.

I momento della forza (rispetto all’asse) o momento meccanico o torcente ¢ parallelo all’asse ed ¢:

T=FXrFon CON Fon = vettore distanza della forza dall'asse di rotazione
L’ equazwne di Newton per i moti rotatori ed il momento d’inerzia sono:

F=m-aort=Fxr=m-axr<t=m-r'-a
I=m-r* <:>I:I-a



n n =12
== [
i=1 i=1

L’energia cinetica ¢: vedi “Energia cinetica del centro di massa’; la velocita dell i- es1rna particella ¢:
1)velocita di rotazione che la particella avrebbe se il s1stema fosse I'lgldO = a) X r, ;
2)velocita relativa a questo sistema rigido fittizio = Ui =Vi—@XFi S Vi =i+ OXTi;

L’energia cinetica si puo scrivere come somma di:

1)energia cinetica relativa alla rotazione attorno al centro di massa (come se fosse un sistema rigido);
2)energia cinetica relativa ai moti disordinati (moto rispetto al centro di massa);

Tutta ’energia cinetica si un sistema di particelle ¢ data da:
1)energia cinetica del moto traslatorio del centro di massa (nulla se il centro di massa ¢ fermo);
2)energia cinetica del moto rotatorio attorno al centro di massa (nulla se non ci sono rotazioni);
3)energia cinetica dei moti interni o disordinati (nulla se il sistema ¢ rigido);

=Sl bt i o fi
= i=

Ekm, Ekr‘()t

Kint
Il momento della quantita di moto o momento angolare ¢ una grandezza vettoriale che ha sempre la
direzione dell’asse di rotazione:

L= ; XF=m-vXr i
1=l (0] -CosT )] Il ,

r(t) = distanza della particella dall'asse L K_Ei__\r
con< ¢(t) = posizione angolare /| T

d = modulo della minima distanza della particella dall'asse .

Il Principio di conservazione del momento angolare (“se il momento della forza e nullo, il momento
angolare resta costante”) si ha riprendendo la relazione tra quantita di moto ed equazione di Newton:
F= dp @Fx;_MQ;:ﬂ
dt dt dt
N.B.: il momento della forza puo essere nullo anche senza che lo sia la forza, ad es. quando F ed » hanno
la stessa direzione e quindi la particella si dirige verso 1’asse.
Estendendo ad un sistema rigido di particelle vincolato a ruotare su un asse, per 1’i-esima particella si ha:

NS -SRI 37
_IQFi,e.xtXr[‘i‘F[,intxri:_IQZFi,extXri:;
dt dt P dt

F'i, o« = risultante delle forze esterne

F[,ext+F[, int =

F,-, « = risultante delle forze interne

con ZF i, e X i = momento risultante delle forze esterne = 7,

i=1

Z;i = momento angolare totale = L
i=1

2)I1 secondo tipo di moto dipende sia dalle forze interne che da quelle esterne che agiscono su ciascuna
particella. Riprendendo il conteggio di tutta I’energia cinetica si ha che:

Drisultante delle forze esterne nulla F =0 < E L =cost;
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2)momento risultante delle forze esterne nullo 7., =0 < L =cost < @ #cost = E, #cost;
3)momento d’inerzia varia I # cost <> il sistema non ¢ rigido <> E, # cost;

Per la conservazione dell’energia meccanica (o interna) se le forze esterne non compiono lavoro:
U=E, +E, = U =cost< non ci sono scambi d'energia (meccanica) con l'esterno
int int

12.Sistemi di due particelle: ad essi si possono ridurre sistemi di molte particelle vedendo cos’accade a
due particelle per volta. Tra di esse si possono esercitare forze (interne) di varia natura.

Sistema rigido di due particelle (vincolate a distanza fissa): due particelle sono vincolate alla distanza
L e le forze giaccio sul piano xy. La massa totale e la posizione del centro di massa sono:

m,, =m; +m,

L-
d = ™ dalla massa 1
- m,,
rcm L
d,= ™ dalla massa 2
m

In un moto traslatorio la risultante delle forze e 1’accelerazione del centro di massa sono:
Fii=F1+F»

F _ m,, . d Vem -
tot — P FRISUUT.
dt
- F
Aem = —
m

tot
In un moto rotatorio, nel piano xy, il momento d’inerzia ¢:
L m -m, 4

m

[ =
tot

Il momento risultante delle forze ¢ parallelo alla asse z ed uguale a:
T = Fixdi+ Faxd,
Le posizioni delle due particelle rispetto al centro di massa sono:
di =71~ Fen
32 = ;2 - ;’:cm \
La rotazione attorno al centro di massa ¢ con accelerazione angolare: C.M.
‘\M\

- T ris

1 M, =2,

Sistema elastico di due particelle (legate da una molla): due particelle sono collegate da una molla di
massa trascurabile. La massa totale del sistema e la posizione del centro di massa sono:

ml()t = ml + m2
Ly-m
d =——= dallamassa 1
;C’n Lmt()t
-m
d, =% dalla massa 2 ~- T i

tot

Questo ¢ un modello di molecola biatomica che differisce dal sistema rigido per la presenza di un grado
di liberta interno. Per specificare completamente la configurazione del sistema ad un dato istante,
dobbiamo dare la posizione del centro di massa, I’orientazione del sistema e la distanza fra le particelle.
In un moto vibrazionale interno si assume che non ci siano forze esterne. Se le due masse vengono
allontanate, la molla si allunga ed esercita una forza (interna) di richiamo tendente a riportare la
lunghezza al valore Ly. Il centro di massa, inizialmente fermo, non subira spostamenti. Il sistema esegue
un moto vibratorio e la distanza fra le due particelle varia nel tempo con legge sinusoidale. Si pone ’asse
x parallelo al segmento che congiunge le due masse e ’origine nel centro di massa del sistema. In
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condizioni di riposo le posizioni delle particelle, dal centro di massa, sono:
-m :
Xy =—d, , =————= dalla particella 1

S Xy 5~ X, =1L,

Xo,=dy 5= M dalla particella 2

A causa di un allungamento (o accorciamento) la molla arriva ad una lunghezza L; le posizioni delle
particelle e le forze di richiamo esercitate sulle particelle sono:

L-
x, =—d =- ™ dalla particella 1
o ox,—x =L
L-m, .
x,=d,= dalla particella 2
mt()t
— k(L-L)-
Fi=—k-(x,—x,,)= ( o) 7 sulla particella 1
mt()t
. k-(L-L,)-
Fr=—k- (x2 =X, 2) =— ( o) sulla particella 2
m

tot

le equazioni del moto per le due particelle sono:
d"xl k-(L—LO)-mZ<:>d"x1 k-(L—LO)-m2

Flzml' > = 3 =
dt m,, dt m, -m,,
Py
]?zzmz'daiz=_k-(L—LO)~m1<:>dx;2: k-(L-Ly)-m,
dt m,, dt m, - my,
' ' k-(L-L)m k-(L-L))-m d(x,—x
@diz_d)?:_ ( 0) 1 ( 0) 2 o (22 1)=_ k '(L_Lo)' ﬂ+& =
dt dt m,-m,, m, -m,, dt m,, m, m
X, —x, =1L d(L-L k .
S Al _ o __k (m om (L-1,) < a=-a}-AL
d'(L,=cost)=0 dt m,, \m, m ) ——>

AL

a
2

Questa ¢ I’equazione del moto armonico per una massa attaccata ad una molla di lunghezza L, se:

massa = mmt m2 ml
massa =m,, | —=+—-

. m= m oppure m . m
costante elastica =k - L—l + —Zj 2 ! 2

m, m costante elastica =k

e la soluzione ¢:
AL = L, — L = vettore allungamento
AL =A-Cos(w,-t) con{A=ampiezza del moto
@, = pulsazione iniziale
Accoppiando il moto rotatorio con quello vibrazionale interno si ha che la vibrazione interna fa variare
sia la distanza fra le due particelle che il momento d’inerzia del sistema /(¢). Se il momento risultante
delle forze esterne ;rism ¢ nullo, il momento angolare del sistema /- @, rimane costante. Ma, dato che

1(?) varia col tempo, anche la velocita angolare deve variare col tempo:
1)se le particelle si avvicinano <> il momento d’inerzia diminuisce € la velocita angolare aumenta;
2)se le particelle si allontanano < il momento d’inerzia aumenta e la velocita angolare diminuisce;
il tutto, pero, in modo tale che diventi costante e quindi indipendente dal tempo:

1(t)-w(t)=1, o,
C’¢ quindi un accoppiamento fra il moto vibrazionale e quello rotazionale che comporta trasferimenti di
energia fra 1’'uno e 1’altro tipo di moto. E’ chiaro che il problema diventa alquanto complesso.
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Urto fra due particelle: I’interazione piu semplice fra particelle. Urti in un sistema di molte particelle si
scompongono in una successione di urti, ciascuno dei quali coinvolge solo due particelle per volta.
In un urto centrale si considerano particelle perfettamente sferiche, omogenee, indeformabili, di raggio
finito, con forze esterne assenti (deve conservarsi la quantita di moto totale e quindi il centro di massa
delle due particelle continua indisturbato il suo moto) e con forze interne (che si esercitano fra le
particelle) differenti da zero solo nell’attimo in cui le due sfere si toccano.
I centri delle due sfere stanno viaggiando lungo la stessa direzione (1’asse x) con verso opposto:

m,, m, = masse delle due particelle

N
i, v2 = velocita iniziali (prima dell'urto) SCLEEE
- - N ‘ , -~ -e
vi+, V2. = velocita dopo l'urto (da determinare) 5

cH

Fea =0 m-vi+m,-va=m -vie +m,-vos
La seconda equazione si ottiene dalla conservazione dell’energia meccanica con due casi (estremi):
l)urto (centrale) perfettamente elastico << I’energia meccanica si conserva integralmente:

m - vi+m, - vy =m - Vis + 0, - Vs ml'(Vl_V1+):_mz'(V2_V2+)
-2 -2 -2 -2 - - - - - - - - <
m -vi +m, vy =m, - Viy + M, Vo ml-(Vl—V1+)-(V1+V1+)+m2-(Vz—V2+)-(Vz+vZ+)=0
- - - . (VI—V1+):0
<:>(V1—V1+)-|:(V1+V1+)—(V2+V2+)j|=0<:> o IR
(V1+V1+)— V2 +V2+)=0

quindi:
m -vi+m, -va2=m Vi + m, Vo

: (%—%):0

<> se non c’¢ urto, proseguono mantenendo la propria velocita;

- |:(m1—m2)'V1+2'm2'V2
- - - - Vi+ = =
m -vi+m, -va=m Vi +m, -V m, +m,
29, - -~ - = = 5
(V1+V1+)_(V2+V2+)=O _ [(mz_ml).V2+2.ml.vl
Vo = =
m, +m,
. . Vi+ = V2
A.Due particelle di massa uguale < m, =m, =m < < _ 3
Voi+ = V1
. . . Vi =V2 = 0
B.Due particelle di massa uguale delle quali #2 ferma < m, =m, =m << . ;
voar =1 #0
m —
L =1|-wn
. - m, -
m, = massa della particella |v;, ==—=————=—=-v S AE, =0
m, 1
m, = massa della parete — |+1
.Un icella contro un m
C.Una particella contro una &> m, —> +0 2 :
parete ferma m ) -
m, > m, 20— |-w
- ~ m,
V2 = O V2+ == 0
m
—L1+1
m,
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_ . 1 -2 =2
m, = massa della particella AE, =—-m, .(V1+ — ) =
D.Una particella  m, = massa della parete - P 2
Vis ==Vi+2-2 1 - - \2 =2
controuna . Vs PN :—'m1'|:(—V1+2'V2) _W}:
parete in Var =1 2
movimento ny = m, NS S
~ =2-m1'Vz-(V2—V1)
v2#0

N.B.: la variazione d’energia cinetica della particella proviene dal lavoro compiuto dalla parete, ¢ dato da:

evariazione della quantita di moto della particella < A; =m, '(\:H — );

eimpulso applicato dalla parete < AJ = F e - At < A]; = Foed - AL

espostamento della parete durante il tempo A7 < As = V2 AL

— Ap - - - N -~ -y -
AL = F ied -As:—p-V2 At=Ap-va=m, '(VH —vl)-w =m, -(vH —Vl)'Vz =
At
=m, '(—V1 +2-v; _Vl)'V2 =2-m - '(Vz _Vl)
2)urto (centrale) totalmente anelastico <> I’energia meccanica non si conserva e le particelle restano
attaccate 1’una all’altra, quindi con la stessa velocita:

m - Vi+m, V2 =m Vis +n, Vor - ~ - - (ml'V1+mz‘V2) -
L. S mvi+myva=(m +m,)-ve S vy = = Vem
Vis =V24+ = V4 m, +m,

La variazione di energia cinetica ¢ data da:

- - \2
(m1~vl+m2-\/z)

m, -m -2 =2
m, +m, c:>Ek+—Ek:—1—2 -(V1+Vz)©AEk<O
2-(ml+m2)

o

¥

Urto fra due particelle nel piano: segue le stesse regole dell’urto centrale ma con calcoli un poco piu
complessi. Si ha sempre che, con forze esterne assenti, deve conservarsi la quantita di moto totale e
quindi il centro di massa delle due particelle continua indisturbato il suo moto:

m -vi+m,-v2=m Viy + m, Vo
Anche in questo caso si utilizza la conservazione dell’energia meccanica con due casi (estremi):

l)urto (centrale) perfettamente elastico <> 1’energia meccanica si conserva integralmente:
2 2

2 2
m, ~‘V1‘ +m, ~‘V2‘ =m, ~‘V1+

+m, - ‘V2+

2)urto (centrale) totalmente anelastico << 1’energia meccanica non si conserva e le particelle restano
attaccate I’una all’altra, quindi con la stessa velocita:
Vit =V2+ =V+ =Vem
Se le due particelle sono delle sfere dure, le forze interne fra di esse si eserciteranno soltanto nell’istante

dell’urto. Tali forze agiranno soltanto nel punto di contatto ed avranno direzione parallela alla retta che
14



passa per i centri delle due sfere. Scegliendo il seguente sistema di riferimento:

easse x = retta passante per i centri delle sfere e chiamiamo questa direzione come direzione dell’urto

centrale;

easse y = retta perpendicolare all’asse x e passante per il punto di contatto delle due sfere;
La forza (o per meglio dire I’impulso) che agisce sulla particella #1 (o #2) ¢ parallela all’asse x. Quindi
solo la componente x di v; (cio¢ lungo la direzione dell’urto centrale) subira una variazione (e si potra
descrivere come un urto centrale “classico”), mentre la componente y rimarra inalterata. La figura mostra
le velocita delle particelle immediatamente prima e immediatamente dopo 1 urto:

TY
- W +
>4/ % i\g\
-

Esplosioni: fenomeno nel quale un singolo oggetto si spezza in due o piu pezzi, che si allontanano 1’uno
dall’altro. In un certo senso ¢ I’inverso dell’urto anelastico e come tale viene trattato matematicamente.
Nell’esplosione con la formazione di due soli frammenti bisogna aspettarsi la conservazione della
quantita di moto totale ed il centro di massa che prosegue il suo moto indisturbato. Se conosciamo la
massa e la velocita di un frammento possiamo calcolare la massa e la velocita dell’altro. Controllando il
bilancio energetico si ha che 1’energia cinetica totale ¢ aumentata e I’energia meccanica che troviamo in
piu proviene dalla trasformazione di energia interna al sistema.

Due particelle legate dalla forza gravitazionale — Moti orbitali: vedi “Forza di gravita o Forza peso”;
si assume che non ci siano forze esterne:

N -m’

G=6.67-10" ———

‘F‘ ¢ m2 con kg’
: r=n-n|

Le condizioni iniziali del sistema al tempo =0 sono:
1)posizioni delle particelle sono Fo,1 € Fo, 2 rispettivamente;
2)velocita delle particelle sono Vo1 € Vo, rlspettwamente

3)quantita di moto totale ¢ p m - Vo, 1 +m, - Vo, 2;

4)momento angolare totale ¢ Lo (da calcolare);
e poiché non ci sono forze interne di alcun tipo, tali quantita si debbono conservare. Quanto all’energia:

1l

m, - m,
rZ
e poiché non ci sono forze esterne la loro somma deve rimanere costante.
Si prende il sistema di riferimento con I’origine nel centro di massa che assumiamo sia fermo, il che

equlvale a dire che la quantlta di moto totale ¢ zero:

- 2
Vo, 1‘ +m2 "Vo, 2

P 1
1)energia cinetica ¢ E, = 5 (m1 .

2)energia potenziale gravitazionale ¢ £, =-G -

p=m- vo]+m2 Vo2 =0
Questo implica che le velocita iniziali delle due particelle debbono stare nello stesso piano xy, e quindi il
momento angolare iniziale del sistema deve essere diretto lungo 1’asse z. Dato che il momento angolare
totale si deve conservare, il moto delle due particelle dovra svolgersi sempre sul piano xy. In questo modo
abbiamo semplificato il problema e si puo lavorare in due sole dimensioni.
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Due particelle legate dalla forza gravitazionale — Moti orbitali in due
dimensioni: vedi “Forza di gravita o Forza peso” e “Due particelle legate G\;
dalla forza gravitazionale — Moti orbitali”.

Le condizioni iniziali del sistema al tempo =0 sono:

Y

1)posizioni delle particelle sono Fo,1 € Fo, 2 rispettivamente;

2)velocita delle particelle sono Vo1 € Vo, 2 rispettivamente;

3)quantita di moto totale & 5 =m, Vo, 1+ m, Vo, 2=0 (resta costante);

4)momento angolare totale € L =m-vxXr=m, -vo, 1 Xro,1+m, Vo, 2Xro, 2 (deve restare costante);

T 1 -~ 2
5)energia cinetica ¢ £, = 5 (m1 ~‘VO, :

- 2
+m2"V0,2‘ );

m -m,

2 9
r

(deve restare costante);

6)energia potenziale gravitazionale ¢ £, =-G -
7)energia meccanica¢ U = E, + E,,
In seguito agli spostamenti delle due particelle si potra avere conversione di energia potenziale in energia
cinetica, o viceversa. Osserviamo che:

E >0
E <0 U <0 < le particelle si allontanano ma fino ad una certa distanza massima
- U > 0 < le particelle si allontanano indefinitivamente
roosE =0

Nel primo caso (U < 0), se il momento angolare totale ¢
diverso da zero, vuol dire che le due particelle gireranno
attorno al loro centro di massa percorrendo delle traiettorie
chiuse di forma ellittica (orbite) col centro di massa in uno
dei fuochi dell’ellisse. La particella di massa piu grande <y
percorre I’orbita piu interna; questo ¢ il caso, per esempio, del
moto della Terra ¢ del Sole, dove la distanza della Terra dal
centro di massa dei due pianeti ¢ il 99,997% della distanza
Terra-Sole. Quindi dire che il Sole sta fermo e la Terra gira
intorno ¢ una buona approssimazione.

¥

13.Casistica dei problemi:
Massa su un ripiano + carrucole + peso: fune priva di massa ed in estensibile, assenza d’attrito,
carrucole prive di massa:

m,, m, =massa sul ripiano e del peso

T;, T, = tensioni della fune
m, - g, m, - g = forza peso della massa sul ripiano e del peso
V' =reazione del vincolo alla componente verticale della forza peso della massa sul ripiano
V=m- g
o ZEr =T, =m-q
Dripiano = :
ZFy =V-m-g=m a, =0
SF.=0
ZFy =T,-m,-g=—-m, "4,
N.B.: selafune ¢ privadimassa= 7, =7, =T

2)peso =

N.B.: se la fune ¢ inestensibile = a, =a, =a;

y
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m,-g
i T=m1-a m-a—m,-g=—m, - a<>aq=———
Dripiano = e+ m,
V=-m-g =
m-m,-g
2)peso = {T—m,-g=-m,-a T="1"22o&
{ ? ? m, +m,

Binario rettilineo + carrello + peso in movimento: si utilizza il principio di conservazione della
quantita di moto totale:
m,,. =massa del carrello

ca.

m . = massa del peso

Vear, 0 = Vpes, 0 = 0 = velocita iniziale del carrello e del peso

Vpes = cost = velocita del peso (in movimento)
Il centro di massa del sistema era fermo e vi rimane, mentre il carrello:

p= (mwr “Vear + M, -vpes) = (mwr +m )-vcm = cost

pes

Iy (mcar “Vear + mpes ' Vpes) 0 mpes -
Vem = =0 Vear = — *Vpes

(mcar + mpes) m

Lancio di un satellite artificiale: I’altezza massima / raggiunta dal satellite dipende dalla componente
parallela alla forza peso della velocita iniziale:
v, = velocita inizale del satellite

o = angolo tra la superficie e la direzione di v,

m,,, m_, =massa della Terra e del satellite

ter? K

r,. = raggio della Terra

h = altezza massima raggiunta del satellite

%' msa[ ' I:VO ) Sln(a):l2 = G : mter i mmf _ G( mter .;:;sat B
+ . .
Fer Fer - %'[VO Sln(a)]z :grt—erhh
g:G,m;er <:>G,mzer=§_rt€r r;er+

7

ter ter
Alla quota massima 4 la componente orizzontale della velocita si annulla e rimane soltanto la componete
ortogonale alla forza peso; questa ¢ la forza centripeta, che cambia la direzione del satellite posto ad 4:

2
- v,
— 1
_msat'g'|: Grh:|
ner+

Per rimanere in orbita circolare alla quota / il satellite deve avere una velocita ortogonale alla forza
centripeta e tale che:

F

cen

V2 b 7, ’ g- 7"2
— — — ler — ter
my, " Qe, =My, " - F;’en =mg, -8 V=
— v, +h r, +h r, +h

ter ter ter
V

r
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