L ogica enunciativa

Connettivi:
Connettivo Smbolo Definizione

Negazione logica %) S dice negazione di un enunciato X e s indica con @X |,
quell'enunciato che e falso se X & vero e vero se X e falso.

Congiunzione logica U Si dice congiunzione di due enunciati X e Y e s indica con X UY,
I'enunciato che é vero se e solo se X e Y sono entrambi veri.

Disgiunzione logica U Si dice disgiunzione di due enunciati X e Y e s indica con X UY,
I'enunciato che € vero se almeno uno dei due enunciati X e'Y e vero.

Implicazione logica p Si dice implicazione di due enunciati X e Y e s indicacon X b Y?,

(materiale) I'enunciato che é falso solo nel casoin cui X everoeY efaso.

Coimplicazione logica §] Si dice coimplicazione di due enunciati X e Y e s indicacon X U Y,

(materiale)

I'enunciato che é vero se X e Y sono entrambi veri o entrambi fals.

Regole di semplificazione:

Connettivi

fbf sostituzione

Negazione

@ P
Y
OF

Congiunzione

vUQ
PUV
FUQ
PUF
PUP
PUGP
@PUP

Disgiunzione

vUQ
PUV
FUQ
PUF
PUP
PUGP
@PUP

Implicazione

Vb Q
PPV
Fp Q
Pb F
Pb P
Pb @P
@Pp P

Coimplicazione

vU Q
PO V
FUQ
PU F
PO P
PU @P
@PU P
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1. L’enunciato X & chiamato antecedente, mentre Y & detto coseguente.




Tautologie (schemi di ragionamento):

DXp X

2)A(XU(DX))

3)XU(DX)

HX U DX

5(XuUx)0 X

6)(XUX)U X

7)(XUY) U (YUX)

8)(XUY) U (YUX)

9)(XUY)uz U XU(YUZ)

10)(XUY)Uz U XU(YUZ)

11)XU(YUz) U (XUY)U(XUZ)

12)XU(Yuz) U (XUY)U(XUZ)

13)a(XuY) U @XuaY

1Ha(XUY) 0 @XuaY

15)XUY U @(@xUaY)

16)XUY U @(@XUdY)

17)(Xp Y)U (@XUY)

18)(Xp Y)U @(XUdY)

19X b (XPY)

200X b (YP X)

21) (X b Y)U(YP 2))b (Xb 2)

22)(XP Y)b ((YP Z)b (XP 2))

23)(XUY)U(@@Y)) b X

24)(XP Y)b (@YP @X)

25)(@Xp X) b X

26)(Xp @X) b @X

27)(Xp (YU@Y)) b @X

28)(@Xp (YU@Y)) b X

29)((XU@Y)b (ZU@Z))b (Xb Y)

30)(XUGY)P Y)P (XPY)

31)((XUBY)p @X) b (XP Y)

32)((XP Y)U(zP T)) b ((XUZ)b (YUT))

B)XUY) U (XUV)U@XuaY)) U (Xp Y)U(YP X)) U (@@(XP Y)Ua(YP X))) U
(D(B(@XUY)UZ(DY UX)))

3A)(XYYYZ) U (XP Y)U@@XP 2) U @(@(@XUY)UB(XUZ))

35)(XUY) U (XYYYX)

36)(X"Y)U g(xuy)

37)(Xwr)0 (@XUBY)

Formule normali congiuntive e disgiuntive:

Def.9- Una fbf s dice in forma normale congiuntiva, in breve FNC ¢isgiuntiva, FND), se & una
congiunzione (disgiunzione) di uno o piu congiunti (disgiunti) ciascuno dei quali € una disgiunzione
(congiunzione) di letterali, cioe di formule atomiche o di negazioni di formule atomiche.

Per una FNC é facile assicurarsi se s tratta 0 meno di una tautologia, poiché una congiunzione € una
tautologia se e solo se lo sono tutte e componenti.



Per una FND, invece, € facile accertare la soddisfacibilita 0 meno, dato che una disgiunzione é
soddisfacibile (vera per qualche assegnazione di valori di verita) se lo € aimeno una sua componente,
quindi una FND e soddisfacibile se ailmeno un suo disgiunto non contiene una coppia complementare
XU@X,

Algoritmo di Fitting
| ridotti di una fbf di tipo a o0 b (rispettivamente congiunti e disgiunti) sono le fbf che compaiono nelle
due colonne piu a destra.

a a; | a» b b1 | b2
XUy | X|Y XUy | X |Y
a(xXUyY) |@X | oY AXUY) | DX | @Y
aXb Y)| X | @Y XPY [@X|Y

Ogni fbf di tipo a € logicamente equivalente alla congiunzione dei suoi ridotti, mentre ogni fbf di tipo
b & logicamente equivalente ala disgiunzione dei suoi ridotti. L’ equivalenza € ovvia per le formule
contenute nelle prime due righe di ogni tabella, per quelle contenute nelle altre righe bastaricordare le
leggi di De Morgan e |’ adeguatezza degli insiemi Ko={@,U} e K;={@,U}.

Per descrivere I’ agoritmo di Fitting usiamo |a seguente notazione:

Dlafbf (C1UC,)U...UC,1)UC,), detta congiunzione generalizzatasi indicacon <Cy, Ca,..., Co>;
2)lafbf (DLUD)U...UDy1)UDy), detta disgiunzione generalizzatasi indicacon [Dy, Da,..., Dy];

FNC<[D11! D121"'a D]h]11 [Dnla DnZa"'a Dnh]>
FND[<C11,Ci...., Cir>,..., < Cot, Gz, G,

Algoritmo per FNC
1)K & una doppia negazione @@H, si sostituisce allora K con H nel congiunto in cui appare K, mentre
S lasciano immutati gli altri congiunti;
2)K éditipo b ei suoi ridotti sono K; e K>, in questo caso si sostituisce K con K3, K nel congiunto in
cui appare K; gli atri congiunti restano immutati;
3)K &di tipo a ei suoi ridotti sono K; e K, in questo caso si sostituisce K con due nuovi congiunti,
nel primo congiunto K €& sostituito da Ki, nel secondo da K, e in entrambi i casi gli altri disgiunti
restano immutati; gli atri congiunti restano immuitati.

Algoritmo per FND
1)K & una doppia negazione @JH, s sostituisce allora K con H nel disgiunto in cui appare K, mentre
si lasciano immutati gli atri disgiunti;
2)K édi tipo a ei suoi ridotti sono K3 e K, in questo caso s sostituisce K con K1, K, nel disgiunto in
cui appare K; gli atri disgiunti restano immutati;
3)K edi tipob ei suoi ridotti sono K; e K, in questo caso s sostituisce K con due nuovi disgiunti, nel
primo disgiunto K e sostituito da K1, nel secondo da K, e in entrambi i cas gli altri congiunti restano
immutati; gli altri disgiunti restano immutati.

Teoremi:

Teorema 1- Se X e Y sono enunciati, se XP Y é una tautologia e X € una tautologia allora 'Y € una
tautologia.

Dim.

Supponiamo che esista qualche assegnazione di vaori di verita che renda falso Y, in ta caso
I"'implicazione XP Y risulterebbe falsa contro I’ipotesi, dato che sempre per ipotess X & sempre vero.
Pertanto non pud esistere una tale assegnazione, in atre parole Y risulta sempre vera, ossia € una
tautologia.

Teorema 2- Sia X unatautologia con n componenti atomiche ay, &, ..., a.
Se X' el risultato della sostituzione in X di ogni componente atomica a con un enunciato qualsias, e la
3



sostituzione é tale che ad ogni a venga sostituito sempre lo stesso enunciato, allora X' € una tautologia.
Dim.

X € una tautologia, cioe risulta vera per ogni assegnazione di valori di verita alle sue componenti
atomiche. Consideriamo adesso X', le sue componenti atomiche sono quelle degli enunciati Y; sostituiti
dle . Ora per ogni assegnazione di valori di veritd alle componenti atomiche di X' s ottiene
un’ assegnazione di valori di verita per gli enunciati Y;, una tale assegnazione per gli Y; deve coincidere
con qualche assegnazione di valori di verita per le a e quindi determinare, per ipotesi, sempre il valore
vero per X', che risulta pertanto una tautologia.

Teorema 3- (Sogtituitivita dell’ equival enza tautol ogica)

Se A e B sono enunciati tautologicamente equivalenti e se in un enunciato X una o piu occorrenze di A
vengono sostituite con B, I’enunciato X' che s ottiene e tautol ogicamente equivalente a X.

Dim.

Dato che AU B & una tautologia, A e B assumono entrambi o valore V o valore F, quindi X e X' 0 sono
entrambi veri o entrambi falsi, poiché X' differisce da X solo perché contiene B in tutti o in acuni posti
dove X contiene A, pertanto XU X' & una tautologia.

Teorema 4- Ogni funzione di verita & espressa da un enunciato in cui occorrono i connettivi @, U ed U,
cioe K={@, U, U} & un insieme adeguato di connettivi.

Dim.

Saf: E "® E unafunzione di verita, come gia detto f puod essere rappresentata da unatavola di verita di 2"
righe, dove ciascuna riga rappresenta qualche assegnazione di valori di verita a, &,..., a Seguita da
corrispondente valore f(ay, a,..., &)= aw1. S _ _

Per 1£ i £ 2" indichiamo con C; la congiunzione X;'U X;' U...U X' dove X=X, se nellarigaesma g &
V, mentre X'= @X;seg e€F (con 1£ j £ n).

Siaadesso D la disgiunzione di tutte quelle C;, se esistono, tali che f ha il valore vero per la resmariga
dellatavola di verita. D esprime la funzione di veritaf.

Infatti data un’assegnazione di valori di veritd a Xi, Xa,..., X, assumiamo che |’assegnazione
corrispondente, a, &,..., @&, da la k-esma riga della tavola di verita che rappresenta f, alora per
costruzione Cy hail valore V per quest’ assegnazione, mentre ogni atro C;, con itk, hail vaore F per la
stessa assegnazione.

Sef hail valoreV alarigak-esima, allora Cy € un disgiunto di D che per quest’ assegnazione assumeraiil
valoreV comef. Seinvecef hail valore F allak-essimariga, Cx non e un disgiunto di D e poiché ogni C;j,
con it k,assume il valore F, tutti i disgiunti di D sono fals e quindi anche D é falso per quest’ assegnazione
cosi comef.

Infine se f ha il valore F per ogni assegnazione di valori di verita ale a, una qualsiasi contraddizione,
AUZA, la esprimera.

Corollario 1- Qualsias funzione di verita pud essere espressa da un enunciato contenente come
connettivi solo le coppie (@, U), (@, U) e (3, b ). Cioé gli insemi: Ki={@, U}, Kx={@, U} e Ks={Q, b }
Sono adeguati.

Dim.

Dal teorema precedente si ha che I'insieme K={@, U, U} & adeguato, inoltre si & gia visto che I’ enunciato
XUY & logicamente equivalente all’ enunciato @(@XUDY). Per il Teorema 3, alora qualsiasi enunciato
contenente soltanto i connettivi @, U e U & logicamente equivalente ad un enunciato contenente solo @ ed

U, ottenuto sostituendo tutte le congiunzioni XUY con @(@XUGY), pertanto I’insieme K1 & adeguato dato
chelo éK.

Analogamente dalla tautologia: (XUY) U @(@XUBY) si ha che K, & adeguato, mentre |’ adeguatezza di
K3 segue dalle seguenti tautologie:
(XUY)U (@XpP Y)e(XUY)U @(Xb @Y).

Teorema 5 | soli connettivi binari ciascuno dei quali da solo & adeguato ala costruzione di tutte le
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funzioni di verita sono la negazione congiunta e quella alternativa.

Dim.

Supponiamo che h(X, Y) sia un connettivo adeguato, e costruiamone la tavola di \erita. Se h(V,V) fosse
V, qualsias enunciato formato usando solo h assumerebbe valore V quando tutte le sue componenti

atomiche assumono il valore V, quindi I'enunciato @X non sarebbe definibile in termini di h, contro
I’ipotes di adeguatezza dello stesso, pertanto h(V,V) deve risultare F. Analogamente se h(F,F) fosse F la
negazione non sarebbe definibile, quindi h(F,F) deve essere V. Si ha allorala seguente tavola di verita:

X |Y |h(X, Y)
v v F

% F

F %

F F %

per compl etarla dobbiamo determinare h(V, F) e h(F, V); abbiamo quattro possibilita:

1)se h(V, F)=h(F, V)=V s hacheh &il connettivo NAND, cioé h(X,Y) U (XY),

2)se h(V, F)=h(F, V)=F s hacheh &il connettivo NOR, ciog h(X,Y) U (X%),

3)seinvece h(V, F)=V e h(F, V)=F, s hah(X,Y)U @Y,

4)infine se h(V, F)=F e h(F, V)=V, s hah(X,Y)U @X.

Negli ultimi due casi h sarebbe definibile in termini di &, ma tale connettivo da solo non e adeguato, dato
che le uniche funzioni di verita definibili in termini di @, sono la funzione d'identita (per la tautologia

XU @(@X)) e la negazione stessa (per la tautologia @XU @X), mentre ad esempio la funzione di verita
che e sempre vera non sarebbe definibile.

Teorema 6-Se X & una fbf in cui occorrono solo i connettivi @, U ed U, e X' s ottiene da X scambiando
traloro U ed U e rimpi azzapdo oghi componente atomica con la sua negazione, allora X' € logicamente
equivalente a@X, cioe @X'U X é unatautologia.

Teorema 7- (di completezza semanticaper L) - Se unafbf di L & unatautologia, allora essa é un teorema
di L.

Teorema 8- |l sistema formale L é consistente (0 non contraddittorio), cioé non esiste alcuna fbf X tale
che tanto X quanto @X siano teoremi di L.

Dim.

Infatti ogni teorema di L € una tautologia, la negazione di una tautologia non pud essere a sua volta una
tautologia, pertanto &€ impossibile che sia X che @X siano contemporaneamente teoremi di L.

Teorema 9- Il sistema formale L & consistente se e solo se non tutte le sue fbf sono teoremi?.

Dim.

Per quanto riguarda la prima implicazione basta osservare che se L € consistente esistono fbf che non
Sono teoremi, per esempio le negazioni del teoremi che sono delle contraddizioni.

Per dimostrare I'implicazione inversa usamo la legge di contrapposizione. Supponiamo che L sia
inconsistente, ossia che esista qualche fbf X tale che sia X che @X siano dimostrabili in L, allora dal fatto
che +| @XPb (XP Y) (in quanto s tratta di una tautologia), per MP, in L sarebbe dimostrabile qualsias
fof Y.

L ogica predicativa

Connettivi:
Connettivo Smbolo Definizione
Negazione ] Si dice negazione di un predicato A e s indica con @A, quel predicato
che hacome inseme di veritail complementare di Va rispetto a D, D-
V.

2 _Taleequivalenzavalein qualsiasi sistemaformale che abbiail Modus Ponens come regoladi inferenza.




Congiunzione U | Si dice congiunzione di due predicati A e B e si indicacon A U B, il
predicato che ha come inseme di verital’inseme VaAC V.

Disgiunzione U |Si dice disgiunzione di due predicati A e B e s indicacon A U B, il
predicato che ha come insieme di veritd VAE Vg.

Implicazione p S dice implicazione di due predicati A e B e s indicacon AP B, il

(materiale) predicato che ha come insieme di verita (D-Va)E Vg.2

Complicazione U Si dice coimplicazione di due predicati A e B e s indicacon AU B, il

(materiale) predicato che, ha come insieme di verita (VAC Vg)E ((D-Va)C(D-Vg)).*

Quantificazione:

"xXU @($)DX

$xXU @(" x)@X

" x@XU @($x) X

$x@XU (" x) X.

3. Dato che Ab B &logicamente equivalente a @A UB.
“ . Dato che AU B &logicamente equivalente a (A UB)U(@A UZB).



Sillogismi

Figure
I [ [ v
M P P M M P P M
S M S M M S M S
S P S P S P S P
Tipi di proposizioni:
PROPOSIZIONI FORMA DELLE PROPOSIZIONI

Universai Affermative (A)
Particolari affermative (1)
Universali negative  (E)
Particolari negative  (O)

“Tutti gli HsonoK”
“QuacheH eK”
“Nessun H eK”
“Qualche H non eK”

< QUALITA

E AFFERMATIVE NEGATIVE

% UNIVERSALI Tutti gli H sono K Nessun H é k
o PARTICOLARI QuacheH eK Qualche H non é K

Universale affermativa
A: “Tutti gli H sono K”
Hi K

K
H

7

O

Universale negativa
E: “Nessun H e K”
HCK=/A

D

Particolare affermativa

Particolare negativa

|:“QuacheH eK” O: “Quache H non e K”
HCK! & H-K1 A
H K
K H
Rapporti tra le proposizioni del quadrato logico:
AI[E1 O EIA1 O I|[AEO OJ|AE I
VIFVF VIFFV V|?F? VIF??
FI? ?V F?V? FIFVV F|VFYV
Sillogismo validi:
S P
A n n
E n n
| >
O /n/ n




Regole sui termini
1 a)ll termine medio deve essere preso universalmente in almeno una premessa.
2 a)Nessun termine pud essere preso universalmente nella conclusione, senza che sia stato preso
universalmente in una delle premesse.

Regole sulle proposizioni
1 b)Da premesse negative non segue alcuna conclusione.
2 b)Se una premessa € negativa, la conclusione deve essere negativa; se una premessa e particolare, la
conclusione deve essere particolare.

Figural Figurall
premessa maggiore A AEE A A EE
premessa minore Al Al E O A
conclusione Al EO E OEDO

Figuralll FiguralV
premessa maggiore AAEEI O A Al EE
premessa minore Al Al AA A E A A
conclusione I I OO0O1 O I EI OO

Sillogismi con proposizioni singolari:

Laproposizione “h € un K” viene considerata equivalente alla congiunzione: “Ogni H e K” e “Qualche H
@ K” (AUI); e la proposizione “ h non & un K” viene considerata equivalente , invece, alla congiunzione:
“Nessun H ¢K” e “Qualche H non & K” (EUO).

Sillogismi disgiuntivi e ipotetici:

Si definisce sillogismo disgiuntivo valido, quello che contiene una premessa disgiuntiva, che asserisce la
verita di aimeno uno dei due disgiunti, e una premessa che asserisce la falsita di uno dei due disgiunti. In
generale uno schema di sillogismo disgiuntivo € il seguente:

1. PéveraoQ évera
2. Q éfasa
3. Pévera

Si definisce sillogismo ipotetico, quello che contiene una o piu premesse ipotetiche, le quali affermano
che se I’ antecedente e vera allora € vera la conseguente. Si distinguono due sotto tipi:
a.sillogismo ipotetico puro, che contiene solo premesse condizionali, come il seguente:

1. SePeévera aloraQ évera
2. SeQ évea dloraR évera
3. SePeéveaq dloraR evera

b.sillogismo ipotetico misto, che contiene una premessa condizionale ed una premessa che asserisce la
verita dell’ antecedente o la falsita della conseguente della premessa condizionale. Quelli che seguono
sono due schemi di sillogismo ipotetico misto valido:

1. SePeéverg dloraQ évera

2. Peéevera

3. Qeéevea

1. SePeéverg dloraQ évera

2. Qefasa
3. Pefdsa

Applicazioni al ragionamento matematico
Prova diretta



II metodo fondamentale per provare I'enunciato PiP P, € quello di assumere P; come vero e dedurre
direttamente la veritadi P..
Tuttavia il calcolo enunciativo fornisce diversi metodi ausiliari per provare la suddetta implicazione, per
esempio S puo trovare un enunciato Ps tale che P P3; e P3P P,, e dedurre quindi come vero P P, per
modus ponens dalla tautol ogia:
(PP P)U(Psb P))b (PP Py)
Prova per contrapposizione
Un dtro modo per provare P P P, é quelo di provare @ P.bp @ P; e Sfruttare la legge di
contrapposizione; questo metodo di prova indiretta € molto usato.:
(D Pp @P)P (PP P,) per modus ponenssi ricavail teorema.
Prova per cas
A volte nel corso di un ragionamento si presentano due o piul casi possibili, e si deve provare per esempio
un’implicazione del tipo:
(PIUP)P Ps.
Si possono trovare diversi metodi, uno consiste ad esempio nel provare che PL P P; e PP Ps; e quindi
ricavare |’ enunciato richiesto per modus ponens dalla tautologia:
(P1P Ps)U(P2P P3))b ((PiUP2)P Pa).
Anche se i cas possibili sono pit di due s pud procedere in modo analogo, quindi lo schema di
ragionamento e espresso dalla seguente tautologia:
((P1b Pa)U((P2b P)U(Psp Pa)))b ((PIUPURs))P Py)).

Prove per assurdo
Le prove per assurdo di un enunciato sono tutte prove indirette e possono essere caratterizzate nel
seguente modo: si assume che |'enunciato da provare siafalso e s deriva da cio una contraddizione che ci
costringe a rigettare quest’ assunzione.
4a)° Se s vuole provare I'enunciato Pi, si pud assumere vero @P; ricavare da questo P; e dalla

tautologia (@ P1b Pi1) b P, asserire per modus ponens Py; la contraddizione consiste nel fatto chein

tal modo da@ P, s ricavasiaP; sa @ P.
4b)Un altro metodo consiste nel ricavare dalla negazione dell’ enunciato da provare (@P;), un enunciato

contraddittorio (P, U@P,) e quindi dedurre P; per modus ponens dalla tautologia :

(@P.b (P,UDP,)) b P

4c)Se I’enunciato da provare per assurdo € un’implicazione del tipo P, P P,, poiché I'enunciato @(P;

UaP,) é ad logicamente equivalente, basta assumere come vero (P; U@P,) e cercare di dedurre

una contraddizione del tipo (Ps U@ Ps), considerando quindi |a tautologia:

(PLUG Py)p (P3UZ P))P (PLb Py)

S ricava, per modus ponens, Pip Ps.
4d) Un atro modo per provare per assurdo unimplicazione consiste nel dedurre P, da (P, U@Ps), e dato

che da (P U@P,) si puo ricavare anche @P», abbiamo la contraddizione necessaria per provare Pib P,

utilizzando la tautologia:

(PLU@P,) P P,) b (PP P) elaregoladel modus ponens.

4e)Esiste ancora un altro metodo per il quale si ricava @P; da Py U@P,, e da cid per modus ponens dalla

tautologia ((PLU@P2) b @P;1) b (P1b P2) s deduce Pib P..

Osservazione

Molte volte le prove per contrapposizione sono annoverate tra quelle per assurdo; s osservi, tuttavia, che
sebbene entrambe le prove sono di tipo indiretto, le prime a differenza delle seconde si possono applicare
soltanto ad enunciati che s presentano sotto forma d’implicazione, ed inoltre, come gia visto, gli schemi

di ragionamento sono divers.

In una prova per contrapposizione di un’implicazione Pib P, infatti, S assume falsa soltanto latesi P, e
s ricavache e falsal'ipotesi Py, si provain pratical'enunciato contrapposto @ P,b @ P;.

® . Questaformadi riduzione all'assurdo, poco frequente, & stata usata in molte argomentazioni logiche e matematiche di
grande interesse storico.



In una prova per assurdo, invece, si assume come falso I'intero enunciato da provare e si deduce da cio
gualcosa che € in contrasto o con gli assiomi, o con I'potesi, o con asserti gia provati, o che comungue
porta ad una contraddizione.

Si noti comunque che la prova per contrapposizione si pud sempre ricondurre (complicandola) ad una
riduzione all'assurdo, e precisamente al caso 4e), dato che I'enunciato (@ P.p @ P1) U (( PLUZ P,) b @
P1)) & unatautologia.

Si puo affermare pertanto che, tra le prove indirette, quella per contrapposizione € la piu diretta, e per
guesto forse la pit nota.

Teoriedd primo ordine

1)L’ alfabeto di unateoria del primo ordine puo contenere:

a unainfinitd numerabile di variabili individuali x1, Xo,...;

b. uninsieme finito 0 numerabile eventualmente vuoto di costanti individuali g; (i 3 1);

c. un insieme finito o numerabile eventualmente vuoto di lettere funzionali f" (n, j 3 1) (dove I'apice
indicail numero degli argomenti e I’indice distingue le lettere funzionali I’ una dall’ altra);

d. uninsieme finito o numerabile, non vuoto di lettere predicative A" (n, j 3 1) (per n ej vale quanto detto
sopra);

e isegni “@”, U, “(",“)" e*”.

Lelettere funzionali applicate ale variabili e alle costanti individuali generano i termini, dove per termine
di unateoriadel primo ordine s intende:

a. ogni costante individuale,

b. ogni variabile individuale,

c. ogni lettera funzionae f,"(t1,t2 ,..., tn) dove t, t2 ..., th SONO termini

d. nient’atro & un termine.

Le lettere predicative applicate ai termini generano le formule ben formate.

2)Per formula ben formata (fbf) di una qualsiasi teoria del primo ordine sintende:

a. una lettera predicativa A" seguita da n termini Ay,"(t1, t2 ,..., t) (formula atomica), e se X & una fbf,
(y)X con y variabile individuale e @X sono fbf,

b. seX e Y sono fbf XUY & unafbf,

c. nient’altro & una fbf.

(Le espressioni XUY, Xp Y, XU Y s definiscono comein L)

Def.24- Per interpretazione di unateoria del primo ordine F s'intende una coppia <D, g> costituita da un
Inseme non vuoto D (su cui variano le variabili individuali) e da una rappresentazione g.

Il dominio di g & I'insieme delle lettere funzionali, delle costarti individuali e delle lettere predicative di
F, mentre il codominio di g & I’insieme DEP(M(D)) dove P(M(D)) & I'insieme di tutti i sottoinsiemi di
M(D) che e costituito da tutte le successioni finite di elementi di D.

L’ applicazione g associa

ad ogni lettera predicativa An" di F un sottoinsieme g(Anm") di D ¢ _

ad ogni lettera funzionale f;' di F un sottoinsieme g(f;') di D** 7, dove g(f;') & una relazione funzionale, cioé
un’ applicazionedi D' in D;

ad ogni costante individuale a; un elemento g(a;) di D2,

Def.25- Sia F un sistema formale e <D,g> una sua interpretazione, per ogni successione s={s;, 9,...,
Sh,...} di elementi di D siag: T-® D una funzione (con Trinsieme dei termini di F) cosi definita:

1) g{t)=g(a)i D set & una costante individuale,

2) g(t)=g(xi)=s (i-esimo termine della successione s) set e la variabile individuae x;,

®_ ossiaunarelazionein D.
" - ossiaun’ operazione ai posti in D.
8. g(a;) & chiamato oggetto denotato da a; .
10



3) infine set halaformafi(t1,t2,...tn) dlora
(1) =9(f;"(e (t2).Gs (t2),. .G (tn))

Def.26- Siano A una fbf e s una successione di elementi del dominio D di una data interpretazione:

1) se A € una formula atomica, ossia ha la forma A(t1,tz,...tn) € se la npla <gyt1),a(t2),....o(tn)>
appartiene all’insieme g(Ay"), si dice che la successione s soddisfaA;

2) £ A halaforma @X, s soddisfa A se e solo se on soddisfa X;

3) st A halaforma XUY, ssoddisfa A se e solo se soddisfa X, oppure Y, oppure entrambe;

4) 2 A halaforma (x)X, s soddisfa A se e solo se ogni successione di elementi di D, che differisce da s
a massimo per I'i-esimo elemento, soddisfa X.

Si ha che:

ogni termine che non contiene variabili € libero per ogni variabile in qualunque fbf;

un terminet e libero per ogni variabile di una fbf X se nessuna delle variabili di t e vincolatain X;
ogni variabile risulta libera per se stessa;

ogni termine € libero per una variabile x di unafbf X se X non contiene alcuna occorrenza libera di x.

o0 o

3)L’insieme degli assiomi di una qualunque teoria del primo ordine F deve soddisfare le condizioni

seguenti:

a. tutte le fbf di F che sono tautologie sono assiomi;

b. se A(X) € unafbf e x una variabile, allora ogni fbf della forma (X)A(X)P A(t) € un assioma purché t sia
un termine libero per Xx;

c. ogni fbf avente la forma (X)(BP A(X))P (BP (X)A(X)) € un assioma, con x variabile qualsiasi che non
dalibera nellafbf Becon A(x) fbf qualunque;

d.nient’ atro & un assioma logico.

4)Leregole d'inferenza di unateoria del primo ordine qualunque sono le seguenti:
a. Modus ponens (MP), ossiada A e Ap B s puo inferire B, con A e B fbf qualsiasi;
b. Generalizzazione universale (GU), ossiada unafbf A qualsiasi si pud inferire lafbf (x)A.

Teorema 11 (di completezza semantica)- In ogni teoria del primo ordine F le fbf universalmente valide
Sono esattamente i teoremi di F.

Def.32- Date due fbf A e B di una teoria del primo ordine F, diciamo che A implicaB in F, se e solo se
+r AP B. SeF e un cacolo predicativo, diciamo che A implica logicamente B.

Peril Teorema 11 A implica B significacheil condizionae Ap B e logicamente valido.

Il concetto d'implicazione logica costituisce una generalizzazione di quello d implicazione tautologica
(Def.5). Poiché le tautologie sono teoremi di ogni calcolo predicativo, ogni implicazione tautologica €
anche un’implicazione logica, ma in generale non vale il viceversa, pertanto I'implicazione logica
rappresenta una relazione piu forte dell’implicazione tautol ogica.

Def.33- Date due fbf A e B di unateoria del primo ordine F, diciamo che A € equivalenteaB in F, see
solo se+¢ AU B. Se F & un calcolo predicativo, diciamo che A & logicamente equivalente a B.

Per il Teorema 11 cio significa che la doppiaimplicazione AU B & logicamente valida.

Anche in questo caso I’ equivalenza logica rappresenta una generalizzaziore dell’ equivalenza tautologica
(Def.6), ed € unarelazione piu forte rispetto a quest’ ultima.

Modelli delleteorie del primo ordine
Def.36- Per forma enunciativa associata di una fbf X s'intende |’ espressione ottenuta eliminando tutti i
quantificatori e tutti i termini (assieme ale relative parentes e virgole), e sostituendo, in modo uniforme,
ogni lettera predicativa con una lettera enunciativa del sistemallL.

Teorema 16 (di completezza, vedi 19)- Ogni teoria del primo ordine consistente ha un modello.
11



Teorema 17- SiaF un sistema del primo ordine, se A+¢ B e se B non dipende da A, alora+¢ B.

Dim.

Se A éunassiomadi F alloras ha+g B.

Supponiamo che A non sia un assoma di F e ragioniamo per induzione sulla lunghezza n della
dimostrazione di B dall’ipotes A.

Sen=1, B €I’unicariga della dimostrazione, quindi o B coincide con A o B € un assiomadi F; ma B non
puo essere A, perché per ipotesi non dipende da A, allora & un assioma e dunque un teoremadi F.
Supponiamo ora che il teorema valga per tute le dimostrazioni di lunghezza minore di n e consideriamo
il caso di una dimostrazione di lunghezza n. La formula B non pud essere A e se B € un assoma € anche
un teorema. Supponiamo ora che B sia inferita da elementi precedenti della dimostrazione; questi
elementi sono tutti I’ultima riga di una dimostrazione di lunghezza minore di n a partire da A, e per
ipotesi d’'induzione sono teoremi di F. Allora B e inferita da teoremi e pertanto € essa stessa un teorema.
Questo teorema ci dice che se lafbf B, in una deduzione a partire da A, non dipende da questa, I'ipotesi A
non ha contribuito in alcun modo alla deduzione di B.

Corollario 3 (teorema di deduzione)- Sia F un sistema del primo ordine, se A+¢ B e se nella deduzione
non e mai stata applicata la regola di GU a formule dipendenti da A e nelle quali la variabile quantificata
eraliberain A, dlora +¢ Ap B.

Dim.

Anche in questo caso procediamo per induzione sulla lunghezza n della dimostrazione in questione.

Se n=1, la dimostrazione consiste di una solarigaB. Se B coincide con A, essendo AP A una tautologia e
dunque un teoremadi F, risulta+¢ AP B.

Se, invece, B € un assioma, dalla tautologia B (AP B) per MP si deduce che +¢ AP B.

Supponiamo ora che il teorema valga per dimostrazioni di lunghezza minore di n e consideriamo una
dimostrazione di lunghezza n.

Se B € A oppure un assioma ragioniamo come prima.

Se B e inferita per MP da elementi precedenti della dimostrazione, C e Cb B, dato che C e Cb B sono
I"ultima riga di una dimostrazione di lunghezza minore di n a partire da A, per ipotesi d’'induzione risulta
+r AP Ce +FAP (CPk B), e poiché (Abp C)b ((AP (CPk B))p (AP B)) e una tautologia applicando due
volteil MP s ottiene +¢ Ap B.

Seinfine B € ottenuta da una formula precedente C mediante GU, in tal caso B halaforma (x)C, dove x é
unavariabile. Una delle ipotesi del corollario € che C non dipendada A e quindi per il Teoremal7 +gCe
per GU +¢(X)C, ossia +¢ B e dalla tautologia Bp (AP B) per MP s ottiene + AP B. Se C dipende da A
per Iadtraipotes x non e liberain A. Dato che C é I’ ultimariga di una dimostrazione di lunghezza minore
di napartire dal’ipotes A, allora per ipotesi d’induzione si ha +r AP C e per GU +g(X)(AP C), dove X
non € liberain A. Ora per |’assiomalogico (X)(AP C)b (AP (X)C) e per MPrisulta+AP (X)C ecioe +¢
AP B.

Corollario 4 (teorema di deduzione)- Sia F un sistema del primo ordine, se A+ B e se A é chiusa,
dlora+g AP B.

Dim.

Ladimostrazione € immediata dato che A non ha variabili libere essendo chiusa per ipotesi, pertanto sono
soddisfatte le ipotesi del precedente corollario, dato che non si applicalaregoladi GU a fbf dipendenti da
A contenenti variabili liberein A.

Teorema 19 (di completezza, vedi 16)-Tutte le fbf universalmente valide di un qualunque sistema del
primo ordine F sono teoremi di F.

Dim.

Sia F un qualsiasi sistema del primo ordine e sia X una qualunque fbf di F universalmente valida e non
dimostrabilein F. In tal caso non sara dimostrabile nemmeno la sua chiusura universale X , dato che una
fbf € vera se e solo se lo € la sua chiusura universale e i teoremi sono fbf vere in ogni modello di F. Ma
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X e chiusa, quindi per il Teorema 18, possiamo aggiungere a F come nuovo assioma@ X ed ottenere un
sistema F' coerente. Come sistema coerente F' ha un modello® in cui risultano veri tutti i suoi assiomi ed
in particolare @ X , pertanto X deve risultare falsa in tale modello. Da cio segue che anche X, in quel

modello, deve essare fadsa Ma X per ipotes € universamente valida, pertanto sarebbe
contemporaneamente vera e falsa nel modello di F, il che é assurdo. X deve dunque essere un teorema di
F. Dato che X & una fbf qualunque, resta dimostrato che tutte le fbf universalmente valide sono teoremi di
F.

Teorema 20 (di Lindenbaum) -Ogni teoria del primo ordine F coerente ha un’estensione coerente e
completa.

Dim.

Dato che I'insieme delle fbf di qualunque teoria del primo ordine & numerabile, possiamo enumerare le
fbf chiuse; siaB;y, By,..., By,... unatale enumerazione.

Consideriamo B, essa & dimostrabile o non dimostrabile; se By non e dimostrabile aggiungiamo @B,
come nuowo assioma ad F e otteniamo F; estensione coerente di F, se B, & dimostrabile poniamo F=F e
passiamo a considerare B.

Se B, non e dimostrabile aggiungiamo @B, come nuovo assioma ad F; e otteniamo F, estensione coerente
di F1, se B, & dimostrabile poniamo F,=F; e passiamo a considerare Bs.

In generale sia F, il sistema formale ottenuto applicando il nostro procedimento a B,, ossia per ogni n, o
Fn & estensione coerente di F,.; oppure F,=F.1.

¥
Sainfine F, =UF,; F,, estensione di F, deve essere coerente. Infatti, se non lo fosse, ci sarebbe una
n=1

derivazione formale in F, di una contraddizione. Ogni derivazione ha lunghezza finita e coinvolge quindi

solo un numero finito di assomi di F, ; tali assiomi devono allora essere contenuti in qualche F, in tal

modo dovrebbe essere dimostrabile una contraddizione in K. Cio e assurdo poiché, per costruzione, tutti
gli F; sono coerenti, pertanto F, e coerente.

Inoltre F, € un sistema completo; infatti come estensione di F ha le stesse fbf di F e per ogni fbf chiusa
Bhd F,,0d ha+ Fr B oppure @B, € stata aggiunta come nuovo assioma a F,. In ogni caso dunque in
F, , estensione di ogni Fy, 0 & dimostrabile B, oppure lo € @B,

Teorema 21 (di Loéwenheim-Skolem) - Se un sistema del primo ordine F ha un modello, alora ha
sempre anche un modéello finito 0 numerabile, ossia un modello in cui il dominio D € un inseme finito o
numerabile. Inoltre, se D' € un insieme qualunque di cardinalita maggiore o uguale aquelladi D e se F ha
un modello di dominio D, alora ha anche un modello di dominio D'.

Corollario 6- Ogni teoria del primo ordine coerente ha un modello numerabile.

Corollario # Fissata una qualungque cardinalita infinita, ogni teoria del primo ordine coerente ha un
modello avente quella cardinalita.

Regole della logica: la deduzione naturale
Sistema di regole:

XY, Z,...

Premesso che uno schema della forma significa che la formula T e una conseguenza

immediata delle formule X, Y, Z,... s hanno le seguenti regole:

1)Modus Ponens

%_ Si veda Teorema 16.
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AP B,A
B

MP

2)Eliminazione del quantificatore esistenziale

eE:%, dove b e una costante individuale apparente che non occorre in (ExX)A(X) € nemmeno in

formule precedenti della dimostrazione, mentre A(b) rappresenta il risultato della sostituzione in A(x) di
tutte le occorrenze libere di x con b.°

3)Eliminazione del quantificatore universale

e % dove t € un termine qualunque di F libero per x oppure una costante individuale apparente
che é stata introdotta precedentemente nella dimostrazione per applicazione della regola eE, mentre A(t) e
il risultato della sostituzione in A(x) di tutte le occorrenze libere di x con t.}*

4)Introduzione del quantificatore esistenziale
At)

E—
(EXA(X)

mentre A(t) rappresenta il risultato della sostituzione in A(x) di tutte le occorrenze libere di x con't.

, dove t € un termine qualungue di F libero per x oppure una costante individuale apparente,

5)Introduzione del quantificatore universale
I" :—A(X)

(X)A(X)
fbf (apparente o0 no) (Ey)B(y) cui sia stata applicata la regola eE, a meno che A(x) non sia una fbf e
dipenda da ipotesi che siano fbf ( ossia né A(X) né le ipotesi da cui A(x) dipende possono contenere
costanti individuali apparenti).

, dove la variabile x non & libera in nessuna delle ipotesi da cui A(x) dipende®?, e in nessuna

5 bis)i" *:%, dove la variabile x non € libera in nessuna delle ipotesi da cui A(x) dipende e A(x) &
X)A(X

unafbf che dipende soltanto daipotesi che siano fbf.

6)Eliminazione delle ipotesi

el: AB

B. 13

, dove A é un’ipotesi qualunque da cui B dipende e che compare nella dimostrazione prima di

Teorema 26 (di sostituzione)- In ogni sistema del primo ordine, se +AU B ( dove A e B sono fbf
qualsiasi), allora+XU X', dove X' & ottenuta da X sostituendo con B zero, una o piti occorrenze di A in X.
Dim.

La dimostrazione e per induzione sul numero n dei connettivi e dei quantificatori di X.

Se X non ha connettivi e quantificatori ( n=0), & una formula atomica'*, pertanto A, essendo una fbf,
coincide con X; segue dllorache o X' € B oppure X' € A. In entrambi i cas il teorema € provato poiché da
+AU B, segueo +AU Bo+AU A, ossia+XU X'

Supponiamo ora che il teorema valga per ogni formula X che ha meno di n connettivi e quantificatori e

19 Si tenga presente che soltanto laregola eE consente di introdurre per la primavolta, in una dimostrazione, unanuova
costante individual e apparente.
1. Laregolae" égiustificatadal MP e dall’ assiomalogico di tipo b..
12_Talerestrizione & necessaria per assicurareil fatto chela successivaregolael resti valida.
13_Laregolael non &altro cheil Teoremadi deduzione (Corollario 3).
14 _ Non esistono parti proprie di X che sono fbf.
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dimostriamo il teoremanel caso in cui X abbia n connettivi e quantificatori.

Se X e atomica oppure coincide con A ritorniamo a caso precedente, supponiamo quindi che A sia una
parte propriadi X non atomica. In tal caso X deve avere una delle seguenti forme:

1) (X)C, oppure 2) (Ex)C, oppure 3) @C, oppure 4) CUD, dove C e D sono fbf con meno di n connettivi e
quantificatori, per le quali, quindi, il teorema vae. Esaminiamo adesso ciascuno di questi quattro casi:
1)Se X halaforma (X)C, allora A e una parte ( non necessariamente propria) di C, essendo una parte
propriadi X. Siaora C' il risultato della sostituzione in C di zero, una o piu occorrenze di A con B, in tal
caso X' & (X)C'. Se +AU B, allora per ipotesi di induzione si ha che CU C' & un teorema e in quanto tale
non dipende da alcuna ipotesi, possiamo allora applicare la regolai' per ottenere +(x)(CU C), infine da
quest’ ultimae dal Lemma 1 (X)(CU C)b ((X)CU (x)C'), per MP s ottiene +(X)CU (x)C', ossia+XU X'
2)Se X halaforma (EX)C s procede come nel caso precedente sfruttando allafine il Lemma 2.

3)Sg, invece, X halaforma @C, X' avralaforma @C', per ipotesi di induzione da+AU B segue +CU C'e
dalla tautologia + (CU C)b (@CU @C'), per MPsi ottiene + @CU @C', ossia+XU X.

4)Se infine X ha la forma CUD, X' ha la forma C'UD', dove C' e D' sono ottenute da C e D nel solito
modo; da +AU B per ipotesi di induzione valgono +CU C' e +DU D' , considerando pertanto la
tautologia +(CU C)p ((DU D')p ((CUD)U (CUDY))), applicando due volte il MP s ottiene
+(CUD)U (C'UD"), cioé +XU X'

Teoriedd primo ordine con identita e con identita definibile
Def.45- Per teoria del primo ordine con identita s'intende una teoria del primo ordine F cotenente un
predicato a due posti Ai® che soddisfi le seguenti condizioni:
R:  (XA?(x, X) &un assioma, dove x & una variabile qualunque;
S, (NY)AAX y)b (XU X)) & un assoma, dove x e y sono variabili mentre X' & ottenuta da X
sostituendo in zero, una o piu occorrenze libere di x con y, purché y sia libera per x nelle occorrenze
In cui viene operata la sostituzione.
Di solito per il predicato A s adopera il smbolo “=", ossiasi scrive “x=y” a posto di A%(x, y).
Il principio R; afferma la riflessivita dell’identita (X)x=x, mentre il principio S, la sostituitivita
dell’identita, (x)(y)(x=yP (XU X)), del tutto analoga a quella dell’ equivaenza logica.

Forme normali prenesse
Def.47- Una fbf (Q1x1) (Q2%2)... (Qn¢n)X, dove ogni (Qixi) € un quantificatore universale o esistenziale,
Xt x; per it j, e X e unafbf privadi quantificatori si diceforma normale prenessa, in breve fnp ( e incluso
il caso in cui n=0, quando cioé non vi sono quantificatori) *°.
La successione di qeuantificatori (Q1x1) (Q2X2)... (Qrxn) S chiama prefisso della fbf, mentre la formula X
s chiamamatrice.®
a.unafbf s dicein fnp congiuntiva se e della forma:
(QX1)(Q2X2).. (Qpo) ((X]_]_UX]_ZU. . .le hl)U(ij_UXzzU. . .UXz h2 )U...U(anUanU. . .an hn ),
b.unafbf s dice in fnp disgiuntiva se & della forma:
(Q1x1)(Q2x2).. (Qpo) ((Xj_lUXle. . .UX]_ hl)U(XZJ_UXzzU. . .UXz h2 )U...U(anUanU. . .an hn )R
dove ciascun X;; € una formula atomica o la negazione di una formula atomica.

Passi:
Passo 1- eliminazione di tutti i quantificatori ridondanti di W.
Si elimini cioé qualsiasi quantificatore (Qix;) nel cui campo d’ azione non occorre X;. Ad esempio nella fbf

(X1)(EX2) (Act (x2)UAZ (X1, %2))P (%2)A2 (Xa) (X2) € ridondante.

Passo 2- ridenominazione delle variabili.
Si ridenominino, partendo dalla parte ben formata pit a sinistra della forma (Qix)A(X;), le variabili che

15_In altre parole una fbf aperta &in forma prenessa.
16 Non érichiesto che tutte le variabili che occorrono nellamatrice appaiano nel prefisso, in altri termini unafnp non &
necessariamente chiusa.
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occorrono quantificate piu volte e quelle che occorrono sia libere sia vincolate, in modo che tutti i
quantificatori della fbf abbiano variabili diverse e nessuna variabile occorra sia libera sia vincolata.

Per esempio ndla fbf (x1)(Ex2)Ai®(x1, X2)U(X1)A (X1, X, X3) bisogna ridenominare x; poiché occorre
quantificata due volte e x, poiché occorre sia libera sia vincolata, s ha pertanto (X4)(Exs)Ac%(Xa,
X5)U(X1)A23(X1, X2, X3).

Passo 3- eliminazione di tutte le occorrenze dei connettivi diversi da: @, U e U.
XPb Y con @XUY
XU Y con (@XUY)U(@YUX).

Passo 4- spostamento del connettivo @ piu all’ interno possibile.
Si effettuino le seguenti sostituzioni fino a che ogni occorrenza del connettivo @ preceda una formula
atomica:
@(xi)A(xi) con (Exi)FA(xi)
D(Exi)A(xi) con (xi)GA(x)
A(XUY) con @XUBY
@(XUY) con @XUBY
DX con X.

Passo 5- spostamento dei quantificatori a sinistra:
(Exi)A(x))UB con (Exi)(A(x;)UB)
BU(Exi)A(xi) con (Ex;)(BUA(x))
(X)A(X)UB con (x;)(A(xi)UB)
BU(x)A(Xi) con (x;)(BUA(x;))
(Exi)A(xi)UB con (Exi)(A(x;) UB)
BU(Ex;)A(xi) con (Ex;)(BUA(xi))
(X)A(X)UB con (x;)(A(xi) UB)
BU(xi)A(x;) con (xi)(BUA(Xi))
Spesso s puo ridurre il numero dei quantificatori sostituendo: )
(Exi)A(xi)U(Exi)B(xi)con (Exi)(A(xi)UB(xi)
(xi)A(Xi)U(xi)B(xi)con (xi) (A(x)UB(xi))

Passo 6- distribuzione di U rispetto a U (per ottenere una fnp congiuntiva) e di U rispetto a U (per ottenere
una fnp disgiuntiva):

(XUY)UZ con (XUZ)U(YUZ)

XU(YUZ) con (XUY)U(XUZ)

(XUY)UZ con (XUZ)U(YUZ)

XU(YUZ) con (XUY)U(XUZ)
La fbf ottenuta con questo procedimento € la fbf W' voluta.

Laformadi clausola
Teorema 29 (di Skolem)- Ogni fbf W s puo trasformare in una fbf in forma di clausola W' tale che W
siasoddisfacibile seesoloselo é W'
Dim.
Latrasformazione s fa costruendo una sequenza di fbf W1, Wo, ..., W, tale che W1=W, W,,= W' e che per
ogni i (1£ i £n) W; sia soddisfacibile se e solo se Wi.1 € soddisfacibile.
Procediamo per passi:

Passo 1- costruzione della chiusura esistenziale di W ed eliminazione di tutti i quantificatori ridondanti
di W,

17 _ Come nel Teorema 28.
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Passo 2- ridenominazione delle variabili di W che occorrono quantificate piu di una volta.
Si ridenominino, tutte le occorrenze delle variabili quantificate piu volte, in modo che tutti i quantificatori
della fbf abbiano variabili diverse.

Passo 3- eliminazione di tutte le occorrenze dei connettivi diversi da: @, U e U:
XP Y con@XUyY
XU Y con (@XUY)U(@YUX).

Passo 4- spostamento del connettivo @ piu all’ interno possibile:
D(xi)A(Xi) con (Exi)DA(Xi)
D(Exi)A(X;) con (x;))DA(X;)
@(XUY) con @XUBY
@(XUY) con @XUBY
@DBX con X.

Passo 5- spostamento dei quantificatori a destra.
. AU(EX)B sex non e liberain A
(B)(AUB) con - { (EX)AUB se x non & liberain B
AU(X)B se x non & liberain A
(X)AUB se x non & liberain B
AU(EX)B se x non éliberain A
(EX)AUB se x non e liberain B
AU(X)B se x non e liberain A
(X)AUB se x non & liberain B

(X)(AUB) con {
(EX)(AUB) con  {

(X)(AUB) con {

Passo 6- eliminazione di tutti i quantificatori esistenziali (skolemizzazione).

Si estragga la parte ben formata (ExX)B(x) piu asinistraela s sostituisca con B(fk”(xil, X, X)), dove
axX, X, . X Sono variabili libere di (EX)B(x) tutte diverse che sono quantificate universalmente a
sinistradi (Ex)B(x),

b.f" € una qualunque lettera funzionale n-aria ( funzione di Skolem) che non occorra ancora nella fbf.

S ripetail procedimento finché non ci sono piu quantificatori esistenziali.

Caso particolare- Se n=0, cioé non ci sono variabili quantificate universalmente a sinistra di (Ex)B(x) che
occorrano in (Ex)B(x), (EX)B(x) viene sostituita con B(a), dove a € una qualsiasi costante individuale che
non occorre ancora nella fof .

Per esempio skolemizziamo la fbf: (Ex1)(X)(EXs)(Xa)(EXs)Ar>(X1X2Xs Xa,Xs).

Dapprima s elimina (Ex,) e si ottiene (x2)(Exs)(Xa)(Exs)Ar>(a1,X2XaXaXs), quindi eliminando (Exs) s ha
(x2)(%a)(Exs) A(aqXo, f11(%2)XaXs), infine s elimina (Exs) ottenendo (X2)(Xs)A1>(a1, X2, f11(X2), Xa, f12(X2,
X4)), che € laforma skolemizzata della fbf di partenza.

Passo 7- Spostamento dei quantificatori universali a sinistra.*®

Passo 8- distribuzione di U rispetto a U:
(XUY)UZ con (XUZ)U(YUZ)
XU(YUZ) con (XUY)U(XUZ)

Passo 9 (facoltativo)-Semplificazione.
Si semplifichi la fbf risultante senza alterare la sua proprieta di essere 0 non essere soddisfacibile. Per
esempio:

18_ Sj vedail passo 5 del teorema 28.
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as eliminino le tautologie, ossia qualsias clausola che contenga come letterali una formula atomica e la
Sua negazione,

b.s eiminino le occorrenze doppie di uno stesso letterale in una clausola, e gli eventuali quantificatori
ridondanti.

Lafbf ottenuta con questo procedimento € la fbf W' voluta.

La proceduradi Herbrand
Teorema 30 (di Herbrand)- Unafbf W in formadi clausola e insoddisfacibile se e solo se esiste una
congiunzione finita di esempi fondamentali delle sue clausole che e insoddisfacibile.

Regola fondamentale di risoluzione- Per ogni coppia di clausole fondamentali G, e G, che contengono
rispettivamente un letterale L e il suo complementare @L'°, s costruisce una nuova clausola G, detta
risolvente di G, e G,?, ottenuta sopprimendo dapprima tutte le occorrenze di L e @L rispettivamente in
Gy e Gy, e definendo quindi Gz come la disgiunzione delle clausole risultanti G'1 e G'2. S eliminano infine
in G le occorrenze doppie di letterali.

Caso particolare: se ci sono due clausole costituite da un solo letterale L e dal suwo complementare @L,
dloralaloro risolvente & la clausola vuota, rappresentata con [J .

19 5j osservi chein questo caso un letterale & una lettera predicativa privadi variabili individuali.
20 _ G, e G, sono dette clausole madri.
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