TRIGONOMETRIA

formule goniometriche, parte 2

SAPER FARE:

1. Conoscendo le funzioni dell’angolo x, trovare il valore delle funzioni goniometriche

dell’angolo somma/differenza tra x ed un qualsiasi angolo y, dell’angolo doppio 2z
e dell’angolo z/2

2. semplificare espressioni contenenti formule goniometriche

3. Verificare identita contenenti formule goniometriche

Siano dati due angoli x e y. Valgono le seguenti formule:
FORMULE DI ADDIZIONE:

a) sin(x + y) = sinx cosy + cosx siny

b) cos(z +y) = cosxcosy —sinzsiny

tanz + tany
¢) tan(z +y) = 1 —tanz-tany

FORMULE DI SOTTRAZIONE:
a) sin(z —y) = sinx cosy — cosx siny
b) cos(z —y) = cosxcosy + sinzsiny

) tan( ) tanz — tany
¢) tan(x —y) = ———
Y 14+ tanz -tany

Sia dato un angolo x. Valgono le seguenti formule:

FORMULE DI DUPLICAZIONE:

a) sin2x =2-sinx - cosx

b) cos2zx = cos?z —sin®x = 2cos’z — 1 =1 — 2sin’
2tanz
¢) tan2r = ————
1—tan“z

FORMULE DI BISEZIONE:

1=
a) sinz/2 =4 %
1+ cosz
b) cosz/2 =+ —
sinx
t 2=—-
) tanz/ 1+ cosz

Il segno + dipende, come al solito, dai quadranti di appartenenza.

1 Calcolo di funzioni

1 2
ES. Dati due angoli x e y del primo quadrante di cui si conosce cosx = 5 esiny = 3’ calcolare il valore

di cos(x 4+ y) e di sin(z +y)

Per risolvere questi esercizi, ¢ sempre necessario determinare le altre funzioni degli angoli, cioé, nel
nostro caso, sinz e cosy. Si ha:

V24
sina = +/1-1/25 = *—, cosy:er:g



A questo punto possiamo applicare le due formule di addizione:

(& + ) = cos o1 WE V24 2 Vh-2v24
COSs(T Yy —COb.TJCOSy blnxsmy— 5 3 5 3 15

. . ) V24 V5001 2 J24-5-2
sm(x+y):s1nxcosyfcosxs1ny:—5 e 3'5:715

Es. Usando le formule goniometriche, sapendo che sina = 2/3, con « nel primo quadrante, calcola:
1. cos2a

2. sin(a 4 30)

3. tan(45 — a)

4. sina/2

Preventivamente, ci procuriamo il valore di cos e di tan a:: cosa = /1 —sin? a = /1 —4/9 = /5/3,
2/3 2\f
tana = =2/V5 =
Vo/3

1
1. cos2a = cos® a —sin®a = 5/9 — 4/9 = 9

1 2
2. sin(a+30) :SinacosSO—i—cosasin?)O:sinag—&—cosa-i = 2/3'\/5/24"/5/3'1/2 = @

3. tan(45 ) tan 45 — tan o 1—tana
. tan(4b — a) = = = ..

1+ tan 45 tan o 1+ tan«

. 1—cosa
4. sina/2 =44/ ——— =
2

ES.Usando le formule goniometriche, sapendo che cosa = —1/3, con a nel secondo quadrante, calcola:
1. sin2a
2. sin(a — 60)
3. tan(45 + «)
4. cosa/2
Preventivamente, ci procuriamo il valore di sina e di tana: sina = v1 —cos?2a = /1 —-1/9 =

_ f _2V2/3
V8/3 =22 tana = 13

2
1. sin2a = 2sinacosa = 2(— 1/3)( f)

=-2V2

1 3
2. sin(a — 60) = sinacos60 — cos asin 60 = sinai —cosa - g = 2v2/3-1/2 - V3/2-(-1/3) =
2V2+ V3
6
tan45 + tan o 1+ tana

. tan(4 = = = ..
3. tan(45 + a) 1 —tan4b5tan o 1 —tana

1
4. sina/2 = +4/ y =




2 Espressioni

ES. Semplifica il pit possibile le sequenti espressioni:

1. sin (x + 150) — cos (z — 60)

1
= sin x cos 150+cos x sin 150— (cos x cos 60+sin x sin 60) = — > sin x—|—§ cosT— (cos T3 + sin a:2>
3 1 1 3
= fisinx + —cosx —cosx— — sinac£ =3 =—V3sinz
2 2 2 2
2. sin(240 — ) + cos(z — 330)
. . . . . 1 .
= sin 240 cos z—cos 240 sin x+cos x cos 330+sin x sin 330 = —5 Ccos T— (—2 sin a:) —1—7 cos x—§ sinz =0
sin 2x
3. — —+t
1+ cos2x ane
_ 2sinxcosx sinz  2sinzcosz  sinz
T 142cos2—1 cosx  2cos> coS T

Si noti che per la duplicazione del coseno é stata usata la formula cos2r = 2cos?z — 1 per la
presenza dell’addendo +1, cosi da semplificarlo. La nostra uguaglianza continua con:

2sinxcosxr sinx sinx sinx

2 cos? © coST  COST  COST
4. tan(x/2) - 2 cos?(x/2) - cscx

_ sinzx 1+ cosx 1 _q

" 1+4cosz 2 sinz

5. sin(7/4m + x) + cos(3/4m — x)
= sin(7/4m) cos x + cos(7/4m) sinx + cos(3/4m) cos x + sin(3/47) sinz =

= sin(2m — w/4) cos & + cos(2w — w/4) sinx + cos(m — w/4) cos x + sin(r — 7/4) sinx

2 2 2 2
= —sin(n/4) cos z+cos(m/4) sin x—cos(w/4) cos z+sin(w/4) sinz = —% cos sc—i—g sin m—% cos x—l—g sin x

= V/2(sinz — cosx)

6. sin?(z + 7/6) + cos x cos(x — 4/37) — sin® x

= (sinz cos /6 + cos x sinw/6)> + cos z[cos(4/37) cos z + sin 2 sin(4/37)] — sin® z

3 1
= ({ sinz + 2cosx> + cos - (cos(m 4 7/3) cos & + sinxsin(r + 7/3)) — sin? x

3 1 3
= Zsin®x + — cos® x + - sin 2 cos ¢ + cos z(— cos(m/3) cos & — sin x sin(7/3)) — sin® z

4 4
= fsin2:r—i—}c0s2x+—381nxcosx—fcosgx——sinxcosx—sinzx = —fsinzx—lcos%ﬂ = —1
4 4 2 2 2 4 4 4
4
7. @Y o n/2 — )
sin(x — 7/4)

2 2
V2 V2 — £simx—icosac
cosxcosm/4 —sinzsinm/4 . o COST — —4-smr 2 2
= — " +sin“ x = —sIin“ r =
sinx cos /4 — cos xsin /4 N V2 V2
- sinw — - cosw —-sinw — - cosw

+sin? z

= —1+sin*z = —(1 —sin®z) = —cos®



2

8. (cosz +sinx)? — sin 2z + cos 2z

=cos’xz +sin?z 4 2sinzcosx — 2sinzcosz + 2cos’z —1 =1+ 2cos?z — 1 =2cos’ z

9. cos(2x + 7/3) — sin(2x + 7/6)

= cos2x cos /3 — sin 2z sin /3 — (sin 2z cos w/6 + cos 2z sin 7 /6)

1 3 3 1
= c032x§ — QSinxcosx% — QSinxcosxg — 0032x§ = —2V3sinzcosx

10. cot2x — —
sin 2x )
1 sin” x
9 _ =
zlftan r 1 _ cos?x 1
2tanx 2sinx cosx QSlnx 2sinxcosx
cos ¥
cos?x —sin?z  cosx 1 cos?x —sin? z 1
cos2 x 2sinxr 2sinzcosx 2sinx cosx 2sinx cosx
1—2sin’z —1 —2sin?z —sinz
g - = " = = — tan T
2sinx cosx 2sinx cosx CcosT

3 Identita goniometriche

Un’identita goniometrica é una uguaglianza tra due espressioni contenenti funzioni goniometriche di un
certo angolo a, verificata per ogni qualsiasi valore attribuito all’angolo.
Ad esempio:
sin?a — 3cos’ a4+ 1 = 4sin*a — 2

2

perche, se cos? a = 1 — sin® « allora

2

sina — 3(1 —sin®a) + 1 =sin?a — 3+ 3sina + 1 = 4sin® a — 2

Per verificare un’identita, si possono adottare le seguenti tecniche, tenendo ben presenti le identita
fondamentali e le formule goniometriche:

e si lavora per esempio solo sul primo membro, fino a trasformarlo nel secondo o viceversa;
e si lavora in parallelo sui due membri fino a renderli uguali;

e si porta tutto a primo membro, dimostrando che l'intera espressione é uguale a zero, usando le
proprieta delle equazioni

L’esperienza e ’attenzione possono indirizzare verso la strada giusta!

Verificare le seguenti identita goniometriche:

1. sin(x — y) +sin(z + y) = 2tanz cot y coszsiny

9 sinx cosy

sinx cosy — cosxsiny + sinx cosy + cos rsiny = - cosTsiny

cosz siny
2sinx cosy = 2sinx cosy
2. cot(x — 7m/4)(sinx — cosz) + cos(m — x) = sinx

1+ tanztanm/4
tanz — tan /4

(sinx — cosx) —cosz = sinz

1+tanzx , . .
= ————(sinz — cosz) — cosx = sinx
tanz — 1
sinx
1+
cos ¥
sin

(sinz — cosx) — cosz = sinx

CoS T
cosx +sinz, . .
—————(sinz —cosx) — cosz = sinx
sinx — cosx

= coSx +sinx —cosx =sinx = sinx = sinx



3. tanx + cot x = 2csc2x

sinx cosx 2 N sinz2 + cos? x 2
cosx sinz sin 2z sin x cos x 2sinx cosx
1 1

sin x cos T sin x cos x
4. sin3x +sinx = 2sin2x cosx

= sin(2z + ) +sinx = 2- 2sinx cosx - cosx

= 8in 2z cos + cos 2z sinx + sinz = 4 sin z cos® z

= 2sinzcos? x + (2cos’ x — 1) sinz + sinx = 4sinz cos x
= 2sinzcos?z + 2sinz cos? z — sinz + sinz = 4sinz cosz = 4sinz cos® z = 4sinz cos® z
5. sinz cos 2z — cosz sin 2z = cos(m/2 + x)

= sinz(2cos’z — 1) — 2sinz cos® & = —sinx

= 2sinzcos?s — sinz — 2sinz cos? = —sinx = —sinz = —sinx

6. sec2z + tan 2z = tan(x + 7/4)

1 2tanx

_ tanz +tanm/4
cos 2z

1—tan’z 1 —tanaxtanm/4

9 sinx
N 1 i COS T _ tanz +1
cos2x —sin?z  cos?z — sin? 1—tanz
cos? x
1 2sinx cosx sinx + cosx
- —— + =
cos? x — sin“ x

cos2y —sin®x cosx —sinz
1+ 2sinxcosz sinx + cosx

cos2y —sin?x  cosx —sinx

1+ 2sinxcosx sinx 4+ cosx

(cosz —sinz)(cosz +sinz)  cosz — sina -

1+ 2sinzcosx — (cosz + sinx)?

N 14 2sina cosx — (cos? x + sin® x + 2sin z cos x) 0
cos? x — sin® cos?x —sin® z

= 1+ 2sinxcosx —1—2sinzcosz =0




