Part tre - Sistema 'd vaire particole

An costa part i comensoma con €l traté la molécola d'idrogeno e I'anliura che a ten ansema9j doi atomo. Peui i
passoma a patlé un ¢och pi ant 'ancreus dlé spin, coma I€ spin a cambia le fonsion d'onda, e com as comporto le
particole identiche am base al valor &€d so spin, comensand a consoderé doi boson e doi fermion. Da si a ven
peui €l prinsipi d'esclusion éd Pauli. Peui i passoma a consideré ij sistema &d vaire particole e i tratoma dla
simetria dle fonsion d'onda-. Aptéss i vardoma 1'dtomo con vaire proton ant la nos 3 la formassion dj'orbitaj a
tomich. I vardoma da davzin j'otomo ij pi d'anterésse, l'eletronegativita e ij diferent tipo d'anliura. A sta mira i
comensoma a patlé d'eletron confina e diotbitaj molecolar, pér peui passé a consideré j'eletron ant ij solid, e la
strutura a bande, con &l teorema éd Bloch e él modél éd Kronig-Penney. I saroma €l discors con n'acennéd
Mecanica Statistica Quantistica, limita a lon ch'as arferiss a le distribussion termiche éd Maxwell-Boltzmann, éd
Bose-Einstein, na pi che tut €d Fermi-Dirac.
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Molécola d'idrogeno

I l'oma vist ptima éd problema che a anteressavo fin-a a tre patticole, ma nostre suposission a j'ero
sempe che an anteresseissa sempe mach na fonsion d'onda relativa a na particola sola. Adéss i sercoma la fonsion

d'onda pér un sistema &éd pi che na patticola.

Generalisassion a vaire particole

La fonsion d'onda che a descriv un sistema éd doe particole, disoma 1 e 2, a sara dél tipo l//(?’l,f'"z,z‘),

fonsion dle ses variabij spassiai, tre pér ognidun-a dle particole. La probabilita éd trové le doe patticole a l'istéss

temp ant un cubet 4’7, la prima e ant él cubet 4’7, la sconda, a I'é sempe daita da :

|W(71,72,1)|2d37”1 &r,

Costa probabilita a venta ch'a sia normalisa, e donca i l'avroma che

Wlw) =[G dr d’r, =1

arcordand che as trata éd n'integral esteis a le ses variabij spassiaj. Com i l'oma vist an Mecanica Analitica, nostr

sistema a 1'é an efét arpresenta da un pont ant né spassi a ses dimension.

A 1'¢é ciair che, dovend consideré la combinassion éd tute le posission possibij éd tute le particole
anteressa, as fa ampressa a rivé a numer €d variabij che a peulo nen esse gestie con ij solit calcoj. Gia mach
n'atomo éd Carbonio, con 12 eletron a ciama 36 variabij, sensa ten-e cont djé spin e tut &l rest. Se peui i

consideroma na molécola opura un cristal, pér cit ch'a sia, as peul subit capi che a venta ségoe n'autra stra.

Molécola d'idrogeno

La molécola d'idrogeno a 1'é faita da doi atomo, donca da doi proton che a condivido ij doi eletron. I
véddroma che la situassion éd minima energia a I'é giusta cola che a condivid j'eletron anvece che essie n'eletron
pér ogni proton. Cost a I'é¢ 'l prinsipi dl'anliura covalenta.

Operator Hamiltonian

I sctivoma l'operator Hamiltonian dél sistema, echivalent a l'energia total, ant l'ipotesi semplificativa dij
doi proton an posission fissa, coma cola ch'i l'oma fait a proposit dlé jon idrogeno (aprossomassiom éd Born-
Oppenheimer). I 'oma che j'energle cinétiche e j'energie potensiaj an gieugh as adission-o :

- 7’ 2 (1 1 1 1 1
H=——(V%+V§)— ¢ —_—t
2m, 4reg\ny  np s hp |r1—r2|
andova 1 'avroma che
o> o+ & o o+ &
2 2
Ve 4+ 42 V=4

+—+ +—+
o O O o 05 0%

rispét a un dait sistena d'arferiment cartesian qualonque, e 'ncora che 7, = (xl » ,zl) a 1'é la posission dél prim
eletrone 7, = (Xz,J’z,%z) a I'é la posission dlé scond eletron, e peui 7¢ ¢ 7p ason le distanse dl'eletron 7 dal
proton dé snistra e dal proton éd drita, mentre 7,¢ e 7,5, a son le distanse dl'eletron 2 da j'istéss proton, e peui

ancora |71 - 72| a I'é la distansa fra ij doi eletron. I I'oma donca le doe energie cinétiche, j'energie potensiaj d'ogni

eletron rispét ai doi proton, e l'energia potensial d'arbut fra ij doi eletron.
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Prim pass dél procediment aprossima

I comensoma a consideré un cas andova dgni proton a I'ha un so eletron, pi 6 manch com i l'avio fait
prima a proposit dél jon. A venta che ij doi proton a sio distant lon ch'a basta. An coste condission i podoma

consideré la fonsion d'onda ys pér l'eletron 7 antorna al proton dé snistra e la fonsion d'onda yp pér l'eletron 2

antorna al proton éd drita, pér I€ stat fondamental. I partoma donca da le doe fonsion :

¥ (7)= Y00 (7 - 75;;) s Yo ()= (7 - 713;))
andova y,,, al'é la fonsion d'onda dl'idrogeno ant I€ stat fondamental.

La fonsion d'onda che a descriv la situassion dij doi eletron ognidun antorna a so proton a I'é daita

giusta dal prodot dle doe fonsion d'onda si dzora:

¥ (7,)="Y(7) ¥p(n)

e an efét, se i vardoma cola ch'a I'é la probabilita P che €l prim eletron a sia an 7, e 1€ scond an 7, , se le doe

probabilita a son andipendente coma an sto cas, i véddoma che a 1'é¢ 'l prodot dle doe probabilita pija coma

s —\[? 3 —\? 53— s o . s
separa, e donca P = |‘PS (rl )| d’n - |‘PD (r2 )| d”r, . Son a supon che la posission ed n'eletrom a sia nen anfluensa

da la posission &d l'autr eletron.

Densita éd probabilita

I podoma pi nen indiché la densita 'd probabilita con la nivola éd tonalita 'd gtis, dal moment che as
trata €d na fonsion &d ses vatiabij, e i savoma nen arpresenté an manera grafica na particola ant 1€ spassi a ses
dimension, ma i podoma scrive la probabilita éd trové, ant 1€ spassi ordinari a tre dimension, un-a qualonque dle

doe particole. I ciamoma #(7) sta "pseudo densiti 'd probabilita", ¢ i scrivoma che sta probabilita a 1'é daita

da la probabilita éd trové n'eletron pi la probabilita éd trové l'autr eletron coma event andipendent. I 'oma
_ — P — P53
n(r) = ”‘P(r ,rz)‘ d’ry + ”‘P(r ,7"1)‘ d’n

che a 1'é la densita 'd probabilita 'd trové, ant l'unita 'd volum, un dj'eletron e che a corispond a cola che as treuva
pér doi atomo separa buta davzin. J'anviron &#r; e &r, a son infinitésim, e la probabilita éd trov* ij doi eletron

ant listéss post a I'é zero.

Stat che a condivido j'eletron

I dovroma la notassion W ¥, périndiché 1€ stat andova l'eletron 7 a 1'é antorna al proton dé snistra
e l'eletron 2 a I'é antorna al proton éd drita. Lé stat andova l'eletron 7 a I'é antorna al proton éd drita e l'eletron 2
antorna a col dé snistra i lo clamoma W,¥ , donca con la convension che la prima fonsion a 1'é cola dl'eletron

1. Da na mira fisica a cambia gnente, dal moment che ij doi eletron a son ideéntich.

Se i pensoma dé scrive tute le possibij combinassion djé stat dl'eletron 1 con jé stat dl'eletron 2, i

dovtio 'dco consideré jé stat YWY ¢ W)Y, andova tut doi j'eletron a son antorna a l'istéss proton. Perd i

soma ancamin ch'i sercoma I¢ stat éd minima energia, e donca i podoma trascuré j€ stat ¥ ¥, ¢ Yp¥p a

rason dl'arbut fra eletron che a fa chérse l'energia e a esclud che sti stat a peusso esse anteressa a la minima
energia.

Jé stat andova j'eletron a son nen atribui a un particolar proton a peulo esse désctivi coma

combinassion linear djé stat V¥, ¢ Yp¥ (aprossimassion LCAO):
Sta fonsion a venta ch'a sia normalisa. e donca a venta ch'a sia:
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Y= |||¥(n, 2 dry =1
< | > ” ‘ (.7, )‘ 1477
arcordand che yal'é na fonsion éd ses variabij.

I l'oma peui ancora che W e W, a son normalisa e reaj, se i pijoma 'dco a e b coma reaj, i

podoma scrive, coma pér €l jon molecolar
2
La densita 'd probabilita #(r) éd costa combinassion linear, ant €l sens ch'i I'oma dit prima e a cont fait,
aI'¢ daita da:

o7) =5 2t 20— ) 0 )

Com i l'oma gia vist pér 1€ jon idrogeno, édco ambelessi la situassion la pi anteressanta a 1'é cola

"simértica" con « =4, andova la fonsion d'onda a dventa:

lP(i’l ,7'2) = d|:lPS (Vl)lPD (7‘2) + \PD (7‘1)\?; (7'2):|
andova j'eletron a I'han na bon-a probabilita éd trovésse fra ij doi proton, e a-i é nen un pian meridian fra ij

proton andova la probabilita a sia zero.

Edco an sto cas i podoma avej na situassion "anti-simétrica" con a = — 4, andova la fonsion d'onda a

dventa, anvece :

\P(’l ,”2) = ﬂ[‘Ps(’i)lPD(rz) - \PD(’l)\PA‘ (Vz):l

andova j'eletron a I'han na poca probabilita éd trovésse fra ij doi proton, e a-i é un pian meridian fra ij proton

andova la probabilita a 1'é zero.

I podoma arpresenté coste fonsion d'onda con la convension, ch'i 'oma fait prima, éd pensé a un djj
doi eletron, e i disegnoma €l profil dla fonsion atlongh la reta che a coléga ij doi proton. As oten lon ch'i

arportoma an figura 1.

We L)
Simtrich k
We
Anti-simétdch
¥n

Figura 1 - Fonsion d'onda pér la molécola d'idrogeno

Ant él cas simétrich as forma n'anliura pitost forta, mentre ant €l cas ant-simétrich a-i é na forsa d'arbut. Su son i

tornroma 'ncora arpijand €l discors dlé spin.
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Aprossimassion variassional pér lé stat fondamental

I aplicoma l'istéss procediment ch'i I'oma dovra pér él jon molecolar d'idrogeno. I sercoma donca 1¢
stat con €&l valor speta d'energia €l pi bass. El valor speta pér l'energia a peul esse trova com i l'oma vist ant la

sconda part con €l prodot intern <l//|H |l//> arcordand che adéss isoma an ses dimension.

I stoma nen a fé tuti ij passagi pér trové l'espression dél valor speta pér I, che a I'é n'espression
bastansa complica, che a peul esse integra e minimisa con éd método numérich (pi 6 manch coma pér €l jon) ma

i arportoma mach l'arzulta che a da un minim pér la situassion @ = 4, con n'energia d'anliura éd 3,2 ¢l” a na

distansa fra proton éd 0,87 A.

An realita da na mira sperimental a peul misuré che l'eneregia d'anliura a I'é pi auta, e a val 4,74 ¢1”

con ij proton che a son a 0,74 A fra'd lor.

Sistema a doi stat

I I'oma vist che ij doi proton dél jon molecolar d'idrogeno a son anlia da n'eletron condividu, mentre la
molécola d'idrogeno a 1'é tnua anlia da na cobia éd eletron. -An natura l'anliura con la cobia d'eletron che a 1'é
dita anliura covalenta, a I'é motobin spantia, mentre a I'é raira l'anliura con n'eletron sol.

An sti doi modéj i 'oma considera doi stat éd partensa W, e W, . Con él jon as tratava djé stat andova
l'eletron a l'era antorna a un o antorna a l'autr dij doi proton, e pér la molécola €l prim éstat a l'era col dl'eletron 1
antorna al proton dé snistra e l'eletron 2 antorna a l'autr proton, mentre 1€ scond éstat a 1'éra col con j'eletron
scambia. Parej a son €dco tuti ij cas andova un o tuti doi ij proton a son sostitui da jon positiv.

Edco le forse nuclear, che a son bin forte, a ven-o déscrivue e giustifica travers la condivision éd

diferente particole, coma ij meson-Tt.
An tuti costi cas a-i son doi stat éd partensa W, e W2, e le carateristiche dél sistema a ven-o da né stat
W combinassion linear dij doi, vis-a-di 1é stat ¥ =a%¥ +4'¥,.
Second le régole 'd base dla mecanica quantistica i I'oma che |zz| a1'é 1a probabilita che &l sistema a sia
ant 1€ stat y, e che |b| al'é la probabilita che €l sistema a sia ant 1€ stat \, . Peui i l'oma che la probabilita che &€l
. X o . ., o 2 2
sistema a sia ant un dij doi éstat a venta che a sia 7, e doncail'oma 'dco che |a| + |b| =1.

Pér che son a sia vera a venta che ij doi stat a sio ortonormaj. As peul £é an manera che sta condission
a sia verifica, ma si 1 introma nen ant la costion, dal moment che an sostensa a cambia gnente.

La costion, anvece, a I'é éd trové che combinassion dé stat a I'ha la pi bassa energia. Second lon ch'i
I'oma vist €l valor speta d'energla a sara dait da:

e as peul espande sto prodot coma si sota:

¢ dal moment che l'operator H a I'é hermitian, i l'oma che H,, ¢ H,, ason reaj, e i podoma sempe rangé jé
stat an manera che Hyy < H,y, . Ijtermo H,, e H,, ason an general compléss, ma as peul moltipliché un-a dle

doe fonsion pér na costant tala che tuti doi ij termo a arzulto istéss, reaj e negativ.
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* 2 * 2 - N N ST
Is arcordoma che a a = |a| eche bb= | b| . An coste condission I'energia speta a peul esse dividua

: . N IETINETY 2 2 N T
an doe part, dont la prima a I'é l'energia média daita da |a| Hi, + |b| H,, che as ved esse l'energia média fra
cole dij doi stat, e se coste a son istésse coma pér l'idrogeno, a echival a l'energia d'un dij doi stat, dal moment
|2

che |a +|b|2 =1.

La sconda part a peul esse scriviia coma : (a*/a +ba *)H 12 - Sto termo, che a I'é negativ ¢ a ven ciama
"termo dé scambi ", a porta sempe l'energia speta <E> pl bassa dél pi bass termo H,, dij doi stat éd partensa.

As peul védde che l'efét dél termo dé scambi a 1'é pi fort cand jé stat W, e Y, a son echivalent ¢ a l'han l'istéssa
energia. An sto cas i 'oma che I€ stat fondamental (stat éd tera com a diso j'ingléis) as oten pér a =b = 1[; . An

sto cas l'energia pi bassa Er (livé fondamental) al'é éd H,, sotalenergia H,, = H,,

Se anvece a arzulta che l'energia an y, a sia motobin pi bassa dl'energia an , , antlora a capita che él
termo |a| a I'é beleche 7 |, mentre 'l termo |/7| a I'é beleche 0. An sto cas él termo dé scambi a dventa

motobin cit. Son a capita pr'esempi ant el jon I[/H* , che a I'é stabil, ma mach pér 0,74 ¢l”. St'anliura a ven
déscrivua méj pensand a le jon éd Litio che a polariza l'atomo d'idrogeno e a lo ten anlia pér na forsa d'atrassion

elétrica.

Ant la molécola [.ZH , anvece, dovtia torna essie n'anliura a doi eletron condividu, le doe fonsion

d'onda Y1 e Y2 a son torna quasi istésse e '1 termo dé scambi a dovtia torna esse eficent. An realita su sta
molécola stabil i 'oma che in doi eletron a son motobin sposta da na patt, e l'anliura a arzulta motobin jonica, a
la mira che nostr modél a arpresenta pi nen vaire bin cost'anliura.
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Spin

I 'oma gia acena al problema dI€ spin, e ambelessi i lo vardoma pi ant ij particolar. I 'oma vist che as
trata d'un moment angolar che a 1'é¢ propi dla particola midema, e dgni patticola a I'ha un s6 moment angolar dé
spin. I podoma anmaginé che, pér n'eletron, a sia dovu a na rotassion antorna a un s ass, ma costa a 1'é giusta
anmaginassion, giusta pérché le dimension de sto parameter a son cole d'un moment anglolar.

A venta consideré 1€ spin coma na proprieta dla particola , propi coma a son soa caria elétrica opura
soa massa. A-i é nen un cotispondent classich dlé spin, e as peul nen procede com i l'oma fait prima, andova i
partio da l'espression classica fonsion éd posission e moment e i sostituio j'operator a le grandésse.

Operator deé spin
I I'ona vist prima per un genérich moment angolar quantisa, e an particolar pér &l moment angloar
orbital, che i podoma defimi n'operator éd moment angolar, che pér €l moment angolar orbital i ciamoma L,

dont a son d'anterésse I'operator [ e la component L , dont j'autovalor as arcavo da j'espression
P p < ] jesp

LY, =ni(/+1)¥,, ; LY, =«n¥,,

I T'oma dit che costa procedura a I'é general, e as dimostra che a I'é aplicabil édco al moment angolar dé
spin. As peul donca defini n'operator dé spin S dont a anteresso an particolar l'operator $*e l'operator Ky o
component arlongh I'ass 3 dél moment dé spin total.

Pér l'operator §% ciamoma s &l nimer quantich che a corispond a / ant €l momentt angolar orbital, e
inotoma che pér I€ spin s a peul esse antrégh o semi-antrégh ma a peul mach avej um sol valor carateristich pér
ogni tipo éd particola. Se peui i clamoma 'ncora » &l numer quantich relativ a l'operator K} o i disoma che a val
sempe la relassion —s < 7 <+, andova » a peul cambié mach a saut éd n'unita.

I giontoma che le patticole che a I'han spin semi-amtrégh a son dite "fermion", mentre cole con spin
antrégh a son dite "boson".

s i%> la

o=

. . . 1 .
Pér j'eletron, che a son fermion, i l'oma che s :E edonca m= iE. Se i ciamoma ‘

fonsion d'onda relativa a j'autostat dlé spin, i podoma sctive:

Donca la component g dél moment angolar dé spin a 'ha mach doi autostat possibij, dont un a 1'é col

"an su", con moment angolar (autovalor) %h ,elautr al'é col "an giui ", con moment angolar (autovalor) —%h

. IToma 'dco le component atlongh j'ass x e y che a son arpresenta da j'operator S, e 5. Edco ambelessi

a valo régole 'd comutassion dél tipo 'd cole relative al moment angolat orbital, vis-a-di :
[Sx,S\),] =ihs, [Sy,Sz] =ihSx [SK,SX] =ihs,
I 'oma peui édco che $P=5 5 + 5; +S {2 ,an manera corispomdenta a 1'on ch'i 'avio pér €l moment

angolar orbital-
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Fonsion d'onda con spin

Si daprss i consideroma cosa a produv la presensa dlé spin an sle fonsion d'onda. I véddroma 'dco che
lon ch'i 'oma vist prima a proposit d'autovalor e autofonsion a continua a val¢j se a-i son nen camp magnétich
aplica da fora.

Fonsion d'onda pér na particola con spin

I I'oma vist che, se as considera nen 1€ spin, la fonsion d'6nda a sara dél tipo ‘"P(?,z‘) . Se as considera
'dco 1€ spin, an pratica as gionta na variabil a cole che a déscrivo jé stat possibij dla particola. La fonsion d'énda

completa a sara donca ‘P(?,Sz,z‘) .

2
Donca i I'avroma che 'l valor dl'espression “P(?,S z’t)‘ 47 adari la probabilita éd trové la particola

ant &l volumet d°F | con moment angolar dé€ spin S ant la diression 3. A I'¢ ciair che as trata &d doi tipo

diferent éd variabij: mentre le variabij éd posission a peulo pijé qualonque valor, €l valor dl€ spin, pér €l cas éd

s 1 1 X . .
eletron, proton, neutron, a peul mach pijé ij valor +—% e _Eh e gnente d'autr. As peul nen pensé a un vér

ass pér S, , e a venta trové d'autre manere d'arpresentassion. Na manera pi eficenta d'arpresentassion a 1'é,

g

pt'esempi, cola éd consideré la fonsion dividua an doe patt, W e y_ , che a dipendo mach da la posission:

1 1
VY, (F;r)=Y, (F,Eh;tj e YV, (F;1)=Y. (7,—571;;*)
A soa vira ste doe part a peulo esse considera coma component d'un vetor bidimensional che a dipend
mach da la posission:
VY, (7,7)

0 ”E(wa ,)]

e sto vetor a peul esse scrivi coma na grandéssa moltiplica pér un vetor unitari

w00

Zz(

S

andova 'l vetor ( Xi> }(2) a I'é ciama "spinotr" pér indiché che soe component a cambio nen ant le rotassion dél

sistema éd coordina.

Contut che an coste note i dovroma mach la fonsion scalar, dle vire a conven scrivla ant na forma
echivalenta a cola vetorial:

V(7,852 ) =W (7o) 2 (5, )+ W (Far) 22 ()
andova la fonsion y, aval 1 candléspinal'é Eh ,mentre ¥_ aval 0 ansto cas. Cand anvece I€ spin a

1
val —Eh antlora la fonsion y, aval 0 mentre J_ awval 1. St'espression a peul édco esse scriviia coma:
‘I’(7 S -f)z‘{’+(7,f)T+‘P,(7,f)¢

L
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Prodoét intern con lé spin

Pér fé sto prodot i podoma nen integré atlongh 1'ass dle spin, che a I'ha mach doi pont, e donca a venta

trové n'autra manera éd fé. La cosa la pi natural a I'é cola d'adissioné su sti doi pont. Donca &l prodot éd doe

fonsion d'onda ‘I’l(F,Sz,z‘) e T2(7’Sz’f) a 1'é antlora:
(¥,|¥,)= 21 [ (7.5,.0) ¥o 7. 8,00) a7
Sp=th

opura, an manera estéisa:

L1 1 . L. 1 1 .
(¥,|¥,) = j/_}{fl (r,gh,z‘] ‘Pz(r,gh,f]d% + j;\{q (r,—gh,z‘j ‘P2(r,—5h,;jd3r

Se le fonsion d'onda a son scriviie coma vetor ant la base dij vetor dé spin T=y . € =y ,s0

rodot intern as separa an doi prodot intern, un spassial e 1'autr dé spin. Sensa arport®ij passagi
] g

<‘P1+ T\\Pz+ T) =(¥,, |\1/2+><T\T>

Fonsion d'onda pér doe particole con spin

I l'oma gia vist la fonsion d'onda pér la molécola d'idrogrno, sensa ten-e cont dlé spin. Se i pijoma an
considerassion édco 1€ spin, la fonsion d'onda a pija la forma (considerand tuti ij cas possibij);

\P(;:laSzla;Z:Sz.Z; f)
2
e donca él valor “P(ﬁ,ﬁ'zl,@,j’{z; tl 4°7,d°r’2 a dala probabilita éd trové a l'istéss temp la particola 1 ant él
volimet 4°7 e la particola 2 ant &l volimet 4°%,. , la prima con moment angolar dé spin S arlongh I"ass z, ¢ la

sconda con moment angolar dé spin S, arlongh 1"ass 3.

Is limitoma a consideré 1€ spin 1/2 coma pét j'eletron, ant ogni pont (combinassion éd posission dij
doi eletron) a-i saran, an teoria, quatr &stat possibij pér 1€ spin, che i podoma arpresenté, an manera bin intuitiva
coma

™, L4

andova la prima flécia as arferiss a la prima particola e la sconda flécia as arferiss a la sconda particola.

A sta mira la fonsion d'onda a peul esse scrovua an termo éd fonsion mach spassiaj e fonsion mach dé
spin, an costa manera ;

Y, (7)) T+ _(A.5) N+ P (7,5)TT+P__(7,%)W

Molécola d'idrogeno tnisend cont dlé spin
I l'oma gia vist la fonsion d'onda éd costa molécola ant I€ stat fondamental) sensa ten-e cont dIé spin.

Ambelessi i vardoma cos a cambia se i consideroma 'dco 1€ spin. I I'oma vist che la fonsion d'onda
\P(’"l ,72) = ﬂ[‘/’s (n)wp(n)+vp(n)ws(n ):'

andova ‘/’5(”1) a I'¢ la fonsion d'onda, a le stat fondamental, dl'atomo dé snistra, mentre ¥p (VZ) aléla

fonsion d'onda, a le stat fondamental, dl'atomo éd drita. La cosrant « a 1'é giusta na costant éd normalisassion.
Costa fonsion a I'é staita trova sensa consideré l'esistensa dlé spin. An pratica i l'oma che, pér consideré tuti ij cas

possibij idovoma adissioné quat vire costa fonsion d'onda, ognidun-a dle quat moltiplica pér un-a dle quat
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configurassion poss'bij djé spin. Se donca i consideroma 1€ spin e i aplicoma lon ch'i 'oma vist si dzora,

n'espression general éd cosra equassion a dovria esse dél tipo
‘I’++(r1,72 ;z‘)TT + ‘I’Jr,(rl,rz ;Z)T»L + \P,Jr(rl,rz ;z‘)»l«T + ‘I’,,(rl,rz ;z‘)»l«»lz
qualonque a sia 1€ stat, fondamental 6 nen. A I'é ciair che ant 1€ stat fondamental che a ten-a cont dIé spin, le

quatr fonsion spassiaj Wi a venta che a sio proporsionaj a la solussion spassial con l'enetgia la pi bassa fra cole

trova prima, cand i l'avio nen considera 1€ spin. Son a porta a conclude che 1€ stat fondamental dla molécola

d'idrogeno contand 1€ spin, a dovria esse dél tipo :

a[y/s (”1)V/D (rz) +¥p (rl)gl/x (rz )] (€++ TT +oe, T»L Rl ~LT +oc__ ~L~l«)

andova g, ¢y, ,¢,_,c_,,c__ ason an general, éd costant, che i véddroma peui.

Equassion éd Pauli

I partoma dal moment angolar ed na particola éd massa 7, che a vira an s'un sercc. Sto moment a I'¢

L=FXxp=Fxmyv e se sta particola a I'¢ n'eletron che a vira an soa orbita (si i suponoma ed podéj parlé

d'orbita), él temp d'un gir a dura 2777/v, e dal moment che as trata éd na caria elétrica —¢ , an sl'drbita a circolera

na corent [ =— , che a soa vira a produv un moment magnétich éd dipolo che a val z;_Ia andova a a

27wr

I'¢ la surrfassa dla spira ansercia da I'eletron, con diression éd soa normal. Pér I'eletron i l'oma:

|lu | _ ev ju 2 evr
= T =T
2rr 2
e an termo vetoriaj i podoma donca scrive:
- eF Xy el
Hg =~ ="
2 2m
Se st'eletron as treuva ant un camp magnétich d'indussion B, i l'avroma n'energia d'interassion éd:
E,=-,-B, eseisuponomache B=gB, alafinipodoma sctive che
e e
E, = B. L, = B, mh
2my Y 2my ¢

andova 7 al'é un numer quantich. Tnisend cont che 'l magneton éd Bohr a val up = , 1 scrivoma

7
Eﬂ =7 Hp B{
Se 'l camp estern a 1'é bastansa débol e a contribuiss mach pér na cita variassion dl'energla, e tnisend
cont che I'Hamiltonian-a a arpresenta l'energla total, i podoma giusta gionté sta variassion d'energia, che a arzulta
¢B, -

H, = L,
2/770

I 'oma vist prima che, sensa camp magnétich, e con numer quantich /, pér €l numer quantich » a-i

son 2/+1 valotr. Con €l camp magnétich sti valor as ésdobio an due série €d 2/ + 7 valor (efét Zeeman).
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: PR 2 ¢ o~ 5 . .. Lo
Costa equassion a peul esse scrivia coma H, = 2—L -B. Se as gionta €l moment angolar dé spin S,
7

st'equassion a dventa:

H,=——(L+45) B
2my

andova g a1'é ciama él fator giromagnétich, che da na mira sperimental a 1'é¢ determina con un valor =2 .

Se as ésvilupa I'hamiltonian-a con la gionta ch'i I'oma vist, ant l'ipotesi éd camp magnétich débol e
potensial magnétich scalar ugual a zero, sensa sté a fé passagi e calcoj, as oten I'hamiltonian-a éd Pauli, ¢ da si
l'equassion éd Pauli, che a peul esse scriviia coma:

oY (N _| 22 _ e B-(L+¢5) $+g;

andova la fonsion d'onda a I'é arpresenta coma vetor a doe component second ij doi valor possibij dé spin. As

ih

5 ‘P_(?) 2w 2me

peul subit védde che l'equassion as arduv a l'equassion dé Schrodinger se a-i é nen camp magnétich buta da fora.
Pér son, pér trové l'equassion d"Schrédinger i I'oma nen considero 1€ spin.

Particole identiche

An Mecanica classica i podoma, almanch an teoria, ségooe ogni particola second soa trajetoria, e
déstingoe l'un-a da l'autra an base a la stra che a I'han pércoru e donca ogni partécola a manten soa identita
contut che a peussa esse ansema a d'autre particole idéntiche a chila, e donca sensa d'autre carateristiche
distintive. An MQ i l'oma vust che a-i é pi nen €l concét midem &éd trajetoria, a rason dél prinsipi
d'indeterminassion éd Heisemberg, e donca il'oma pi nen costa possibilita éd déscrission, gnanca da na mira

mach teorica

An Mecanica classica, ant un sistéma éd particole identiche i podoma pensé dé scambié doe particole
fra'd lor e i otnoma un sistema diferent, contut chr a sia echivalent a col éd partensa. An MQ se ant un sistema a
ven-o scambia doe particole identiche, a-i ¢ nen manera, con tute le misure che a sevo, éd distingoe fra €l sistema
éd prima a col éd dop 1€ scambi, antlora as trata nen éd doi sistema istéss ma dl'istéss sistema. Pr'esempi, 1€ stat

éd doe particole identiche a 1'é déscrivu da la fonsion d'onda:

‘//(91372)

andova i 'oma dovra le coordina generalisa, che a indico ognidun-a nen mach la posission ant le tre dimension,
ma édco la component dIé spin.

Simetria
Se i scambioma le particole fra 'd lor 1€ stat a cambia nen, e i arcordoma che lon che a I'ha significa

fisich a 1'é &l quadra dla fonsion d'onda, e donca a ventra ch'i 'abio

(. 0) =lplar.a) visadi w(ar.0)=rv(ar.a1)

24 . R .. , N . . N e
andova ¥ =¢'“, con la fase @ a I'é nen arbitraria, pérché, an general, a venta che n'autr éscambi dle variabij a

arporta a la situassion éd partensa, e donca a venta che:

¢?'% =1 vis-a-di ¢’ =+1

Son a veul di che doe partécole identiche a l'han fonsion d'onda simétrica & anti-simétrica pér 1é

scambi dle particole. An general a 1'é¢ un postula dla MQ che jé stat possibij d'un sistema ed particole identiche a
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venta ch'a sio simétrich 0 anti-simétrich. Ant la MQ nen relativistica, da na mira giusta sperimental as nota che le
patticole con 1€ spin antrégh, che a son ciama boson, a I'han fonsion d'omda simgctriche e donca a deuvro él
segn + ant l'espression si dzora, mentre le particole con 1€ spin semi-antrégh, che a son ciama fermion, a 'han

fonsion d'omda anti-simctriche e donca a deuvro &€l segn —smt l'espression si dzora. Ant la MQ relativistica (fora

da nostr but) 1€ spin e 1on ch'a na deriva a ven an manera natural con la teoria-

I podoma 'dco consideré che pér doe pattticole identiche che, an general, a son déscrivie da le fonsion

d'omda ¢.(q1) € ¥s(q2) , la fonsion d'onda dél sistema l//(ql , qz) a peul esse scrivia coma :

v(g1,92)= eov, (0¥, (92) + 21 v (22) v, (1)
andova (ql) ey, (72) a son le fonsion d'onda dle doe particole relative a le posission ¢, e ¢,. I 'oma 'dco

vist si dzora che a val la relassion l//(ql , qz) = )/l//(qz , ql), andova i l'oma che ¥ =¢'“. Se adéss i sostituima

l'espression si dzora am costa relassion i otnoma:

LA A RSN AU ADE 7/[”12 A AR AN ACE )]

doncail'oma che a venta ch'asia: ¢, =y¢y . ¢y =)e¢p edasiche: ¢, =y ey =y ¢, cosache al'é possibil

machse ¥ =1 edonca se y=%1 ; ¢, =*c, e pardj:

W(% 3 92) = 512[‘//a (%)‘/’b(?z) ty, (42)‘///;(41)]

Bl segn + opura — a dipend da la particola. El + as arferiss ai boson (spin antrégh) e — as arferiss ai
fermion (spin semi-antrégh) . El fait che na particola a sia un fermion opura un boson a 1'é giusta un fait

sperimental. La costant ¢y, al'é cola che a serv pér normalisé la fonsion.

Doi boson identich
Ant &l cas éd doi boson identich, poch cobia am ,amera cje a sio trascurabij le assion d'un an 's l'autt, la
fonsion d'onda dél sistema a sara dél tipo:

‘/’(91:{72)= %[W“(gl)l//b(@)_H//a(qZ)'//b(%):l per a#b

v, (91)v. (425) per a=b

I notoma che cand q; = ¢, (al limit, cand q; = ¢;) la fonsion d'onda as anula nen, ma ansi, a I'é
dobia rispét al cas classich, e i notoma 'dcod che la fonsion a contimua a esiste se jé stat a son istéss pér le doe

particole, donca com a = b. Ij boson donca a tiro a avzinésse e a ocupé l'istéss éstat éd minima energia.

Doi fermion identich

Ant €l cas éd doi fermion identich, coma pt'esempi doi eletron, la fonsion d'onda a sara dél tipo:

‘//(41 > 672) = %[% (6]1)% (42) -V, (6]2)%(71 )}

e da costa espression i podoma subit arcavé che la fonsion d'onda a va a zero tant ant &l cas che ¢; =¢,, coma
ant €l cas che @ =4 . La fonsion d'onda che a va a zero a dis che a-i son ghun-e probabilita che le doe particole a

peusso esse ant l'istéss post, e che le doe part'cole a peusso esse ant l'istéss éstat quantich.

I vardoma d'esse un poch pi precis enunsiand él prinsipi si sota:
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Prinsipi d'esclusion éd Pauli

I l'oma vist che pér ij fermion, dont le fonsion d'onda a son poch cbia com a satio an prima

aprossimassion doi eletron antorna a na nos, la fonsion d'onda a I'¢ daita da:

¥ (7) = S [¥. v ()~ ¥ (2 ()]

se 1 consideroma 1€ spinnen coma na coordino dla posission, na coma a variabil dIé stat. I 'oma donca che jj
. N - - .. N . . . , N .

vetor indica con 7y e T, a son la posission dle particole an tre dimension rispée a un nostr aeferiment., mentre

a, b ason jé stat dle particole, caraterisa dai quat nime quantich ch'i 'oma vist : numer quantich prinsipal 2,

numer quantich del moment angolar /, numer quantich magnétich m , nimer quantich dé spin s.

Se an costa equassion i consideroma 2 = 4, e donca i pensoma a l'istéss éstat pér ij doi eletron, i
notoma che la fonsion d'onda a spatiss, e donca ij doi eletron a peulo nen esse ant l'istéss éstat. Edco se r; =1, la

fonsion d'onda a spatiss.

Pér ij fermiom identich ant j'ipotesi ed cobiament ch'i 'oma vist (pt'esempi pér j'eletron antorna a na
nos d'atomo) a val &l prinsipi d'esclusion éd Pauli che a dis che doi fermion a peulo nen ocupé l'istéss post ant lé spassi

¢ a penlo nen avej tuti e quatr ij nimer quantich ustéss.

Aplicassion a j'atomo
I podoma vardé com a fonsion-a sto primsipi considerand coma j'eletron a ocupo jé stat quantich

antorna ait ij tre atomo pi cit (idrogeno, elio, litio).

Ant l'atomo d'idrogenoa-i é mach n'eletrom, che ant 1€ stat fondamental a treuva soa miniima emergia

ant l'orbital ciama 75, e ij quat numer quantich a son
n=1,1=0,m=0, s= +1/2.

Ant l'atomo d'eodio a-i son doi eletron, e tuti doi a stan an 's 'orbital 1s , ma con spin diferent. Pér un

dj'eletron ij mumer quantich a son sempe
n=1,1=0, m=0, s= +1/2 , mentre pér l'autr a cambia &l mumer dé spin e i 'oma
n=1,1=0,m=0, s= —-1/2.

Ant €l cas dl'atomo éd litio a-i é un ters eletron da sistemé. ma con n =1 il'oma chele s a peulo

mach esse zero, e donca un meuv livél con la minima energia possibil a 1'é
n=2,1=0,m=0, s= +1/2 ,che as gionta ai doi livéj éd prima.
n=1,1=0,m=0, s= +1/2,
n=1,1=0,m=0, s= —-1/2.
Pi an general i arcordoma che i l'oma vist a s temp che pér ij numer quantich a val la régola
n>1/l2z |m|

e peu i l'oma vist cje pér ogni trien-a éd costi numer a-i son da consideré, coma part dlé stat dla particola, ij doi
valor possibij dlé spin (pér j'eletron).

Man man che le carie positive dla nos a chérso, ij relativ eletron che man man as gionto, a van a ocupé
stat d'energia pi auta. Si sota i arportoma na prima part éd costa sucession, arcordand che, pér adéss, costa a 1'é
na semplificassion che a ten nen cont &d vaire cose che i véddroma peui.
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iz / m s
prim eletron 1 0 0 +1/2
scond eletron 1 0 0 -1/2

ters eletron 2 0 0 +1/2
quart eletrin 2 0 0 -1/2
eletron ch'a fa sinch 2 1 -1 +1/2
eletron ch'a fa sés 2 1 -1 -1/2
eletron ch'a fa set 2 1 0 +1/2
eletron ch'a fa eut 2 1 0 -1/2
eletron ch'a fa nenv 2 1 +1 +1/2
eletron ch'a fa dés 2 1 +1 -1/2

e via fort parej.
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Estension a vaire particole

I l'oma gia parla éd particole identiche e i l'oma 'dco vist le proprieta 'd base éd boson e fermion, giusta
pero considerand na cobia éd coste particole. I foma adéss un pass anans e i comsideroma un grup éd N
patticole idemtiche, arcordand che la fonsion d'onda che a peul déscrive jé stat éd N particole identiche a dovra
esse simétrica (se as trata €d boson) o anti-simétrica (se as trata €d fermion) pér 1€ scanbi éd doe particole, patej

com il'avio vist pér la cobia éd particole.

Macassia, ambelessi i arpijoma €l diiscors an manera un poch pi sistematica. An efét costi a son
argoment motobin anteressant pér la fisica dij cristaj, che a comprend tuta la tratassion dl'eletronica ant ij cristaj

semicondutor dont I€ studi a ven prepara da coste note.

Simetria dle fonsion d'onda

A 1'¢ un fait sperimental e consegoensa dél fait che a-i é nen manera éd distingoe hra 'd lor doe
patticole identiche, che la fonsion d'onda ¥ d'un sistema éd N boson identich a canbia nen se as éscambio fra

'd lor doi boson, Se 7 e ;j a son doi boson identicj i I'oma che :

eil'oma anve%le (c;g(; $ fomsi,cri’ﬂ d{qmdagj'{’s]d'um ,c{sTﬁgqg'Ha:édWZ\(;f@gpjon ,i;j;«}ggi]ch.a 'c;‘a’lqlg%a, SGgI;}\?,es% éscambio fra

'd lor doi fermion, Se 7 e j a son doi fermion identicj i l'oma che :

Dorlliéa(?l,'gin,a- <hd u sisterhas £ -bpfﬁpg}\,iéﬂtic};pa(&as{lg-fqrﬁiq?,dfopﬁgsgimét,r;% §yan sistema éd
fermion identich 'a I'ha na fonsion d'onda anti-simétrica. Son ‘a arduv motobin 1on che a peul esse la fonsion
d'onda. I podoma védde coma as produv st'ardussion dij termo dla fonsion d'obda rispét a la scritura éd "ogni
possibilita", considerand coma esempi la molécola d'idrogeno, I podoma parte da la fonsion d'onda

a[Ws(r)¥p(r) + ¥p(n) s ()] (f++ Mo N+ T+ *LJ')

che i podona €dco scrive coma

ﬂ|:\P++(7"1,7’2)6'++ TT+‘P+7(rl,r2)£+, T»L+‘I",+(r1,r2)f,+ ~1«T+‘P,,(r1,r2)f” N]

Se adéss i scambioma fra 'd lor le doe particole, l'eletron 7 con so spin a va al post dl'eletron 2 con so
spin, e al contrari, ¢ l'equassion a dventa

a[‘l’++ (rz,rl)c++ ™+ Y, (7’2,7’1)5+_ T+ Y_, (72,r1)5_+ N+ (rz,rl)c__ i«»lr]
ma as peul subit védde che, pér qualonque stat dI€ spin a val

Y (rn,n)=vs(7)wp (n) +vp (n)ws (n) =ws (n)vp (7) +vp (n)ws (7)) = ¥(nn)

e donca la diferensa fra jé stat prima e dop 1€ scambi dle particole a 1'é daita da 1€ spin. Pér fé an manera che la

diferensa a sia mach un cambi éd segn, a-i son nen d'autre manere che avej :

0 0
Con coste posiecion la fongfon donda grima=dle sc@nbi=s arcluv a ac [‘P ("1 ,rz) - ‘P(rl ,rz)xl/T] e

++ - +- —+
dop 1€ scanbi a

aa[‘P(rl,rz)iT — ‘P(Q,VZ) Ti«] = —ﬂf[‘y(f’p’”z) ™ - lI"(’”l””Z)‘J”l\}
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Ala fin la fonsion d'onda (normalisa) dla molécola d'idrogeno a peul esse scrivua coma
1
ﬁ[%‘ (’”1 )'/’D (’2) +V¥p (”1 )'//s (’”2 )][T‘L - M\]

Manere pér simetrisé le fonsion d'onda
I dovroma sempe l'aprossimassiom d'arpresenté la fonsion d'onda d'un sistema éd particole travers jé

stat dle particole separa, Pr'esempi si dzore i 'oma scrivu la fonsion d'onda dla molécola d'idrogeno, che a la fin,

svilupand €l prodot i, a arzulta:
%[V/.y (n) Ty () 2 (n) yp (r2) T+yp (1) 1\'/’3' () Y -yp (n) 2 () T}

espression che a combin-a quat stat relativ a na particola sola, che a son:

D - ¢ (7, S 2_.) =y (7) T eletron con spin an su" antorma al proton dé snistra
11) - ¢Z(?, S{) =y (7)~L eletron con spin an giu" antorma al proton dé snistra
111) - @(7, A 2_.) =y (7)T eletron con spin an su" antorma al proton éd drita
v) - ¢4(7, Sz) = l//D(7)~I/ eletron con spin an gin" antorma al proton éd drita

Coma prima édco ambelessi is ocupoma giusta dlé stat fondamental.

I passoma adéss a consideré €l cas éd Z particole dont €l sistema a 1'é déscrivu da N stat (ant él cas

ch'i 'oma vist si dzora i l'avio doe particole déscrivae da quat éstat). La fonsion d'onda la pi general, an sto cas, a
pija la forma:

N N N

=2 X Dy, ¢”1(71’531)@2(72’5212)'”@1;2(72’S%‘Z)

m=lny=1 ny=1

andova ij coeficent a, ..., ~a son coj che a servo pér ten-e cont dij vincoj fisich, la normalisassion, la simetria.

Scrita tuta esteéisa parej l'espression a combin-a tuti jé stat possibij dla particola 7 con tuti j€ stat possibij dla
particola 2, e coste combinassion con tuti jé sta possibij dla particola 3, e via fort pare;.

Pér scrive na fonsion d'onda parej, che a corispondria a tute le combimassion possibij djé stat
considera, a venta trové ij N% coeficent che a comparisso ant l'espression. Se pero as trara éd particole identiche,

antlora le cose a cambio, e ij coeficent da trové a dvento motobim éd manch.

I comensoma a arpijé l'esempi éd doe particole e quatr éstat, Doncailoma N =4 ¢ Z =2 Sona
porta, an total, a N = 42 =76 terno dla somatoria che an daria la fonsion d'onda W indica si dzora. A conven

consideré sti 16 termo grupa an 10 grup coma si sota:

D “ay1 ¢1 (P, S71) 1(72,S22)

D “Azp $2(71,S21) $2(72, S72)

1) ‘a3z $3(7,S51) P3(7,S22)

) “Aga Da(P1,S21) Da(72,522)

v 2 P1(71,S71) P2(72,S22) + a1 G2(F1,Sz1) d1(72, S22)
VD a3 $1(71, S71) P3(72, Sz2) + azq $3(P1,Sz1) d1(72, S2)
ViD a14 $1(71,Sz1) D22, S22) + aag G271, S71) d1(72,S,2)

ViD Az3 P2(71,S71) P3(72, S,2) + azy $3(71,S21) $3(7a, S22)
) Az4 2(71,S71) Pa(T2,S22) + Asp Pa(F1,S21) D272, S52)

0 aza 371, S71) Pa(T2,S22) + asz Pa(1,S21) D372, S,2)

Ant ogni grup a-i ¢ la stessa cobia dé stat, ma ant 1'6rdin contrari (ant ij prim quatr as trata dl'istéss éstat

e donca a-i é na cobia sola). Diferent grup a I'han cobie diferente.
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Se le patticole, anvece che 2 a fusso Z, ogni termo ant un grup a dovretia Z stat, sempe j'istéss pér ij
termo dél grup. ma ant un diferent 6rdin. Coma prima, se ant un termo I€ stat a I'¢ sempe l'istéss, antlora €l grup
a I'é¢ fait da col sermo sol. D'autra part, se un termo a I'¢é fait da tuti Z 1€ stat diferent, antlora a sta ant un grup

fait da Z! termo, dal moment che Z! a son le pérmutassion possibij.

Boson identich
Se le particole anteresso a son boson identich, a venta che la fonsion d'onda a testa nen cambia se doe
patticole as éscambio fra 'd lor. Se i continuoma a pijé coma esempi la situassion éd doe particole che a son

déscrivue da quatr éstat, an manera éd dovré 'ncora la tabela si dzora, ma suponend che as trata éd boson.

I podoma pensé dé scambié fra 'd lor la particola (74, S,1) con la particola (7, S,,), e al contrari. As
peul védde sabit che sto cambi a cambua gnente smt ij prim quat grup. Ant €l quint grup, anvece, 1€ scambi a fa
dventé €l prim termo istéss a le scond, mentre €l coeficent a;, a resta l'istéss, mentre 1€ scond termo a dventa
istéss al prim, ma a manten so coeficent dyq. An coste condission, pér nen che la fonsion d'onda a cambua, a

venta che il'abio @15 = ayq.

Na cosa dl'istéss tipo a capita pér ij grup da col ch'a fa ses a col ch'a fa des. An costa maneraij coeficent

da trové pér avej na fonsion simtrica a son mach 70 anvece che 76. An pratica a vent che a;; = aj;.

An pratica, pér la sinetria, a venta che a sio uguaj fra 'd lor ij coeficent che a deuvro j'istéss indes,

contut che a sio ant un diferent 6rdin,

I suponoma adéss d'avéj N boson, che a peulo trovésse an 7 stat diferent. Ant ogni stat 7 a-i saran
N boson.con i = 1,7 ecom N= N;+ Ny + -+ N,.

Tutr It pérmutassion possibuj dle N particole a son, com i savoma, N/, ma i savoma 'deco che Nq! éd
coste a son diferente fra 'd lor mach pér pérmutassion éd boson che a son ant l'istéss éstat 7, N,! éd coste a son
diferente fra 'd lor mach pér pérmutassion éd boson che a son ant l'istéss éstat 2, e via fort. Costi grup éd

pérmutassion a conto ognidun coma na sola pérmutassion.

Le pérmutassion significative a son cole che a son diferente pér scambi dj'indes dle particole che a stam
an stat diferent, e coste a som, an total:

NI NI

N1'N1’ te N ,

- r
TN
i=1

Ognidun-a dle M pérmutassion possibij e significative a I'avra N element con le carateristica ch'i I'oma

vist s dzora, e la fonsion d'onda compless'va a sara dél tipo

1
v (41,92, -an) :—MZ‘//;)1 (), (0:)wy, (a,) ), (an)
M

fonsion che a 1'é d'autut simétrica, A venta nen confondse con le notassion dovra: la somatoria a 1'é estéisa a le
M pérmutassion dle particole che a ocupo N post distribul frs 7 stat, an manera che a-i sion nen doe
pérmutassion diferente mach pér la posission (ant la pérmutassion) éd doe o pi particole con l'istéss Estat.

An costa hanera as oten na fonsion che a 1'é simétrica al complét pér scambi éd particole, e 'dco

normalisa com a venta ch'a sia na fonsion d'onda.

Fermion identich - Determinant dé Slater

I 'oma vist an prinsipi dél capitol che €l cas éd la fonsion d'onda che a comprend "tute le poss'bij
combinassion", che a peul andé bin pér particole distinguibij, as arduv motobin ant €l cas éd boson identich , a
rason dla necessarua simettrisassion dla fonsion d'onda. St'ardussion a 1'é 'ncor pi grossa ant €l cas éd fermion

identich a rason dla anti-simetrisassion necessaria.
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I arpijoma €l cas €d doe particole, che pero adéss i consideroma fermion, propi coma ij doi eletron dla
molécola d'idrogeno. I consideroma torna la tabela éd 76 termo dividu an 70 grup.

Scambié la particola 7 con la particola 2, ant ij prim quat grup (da I a I1) a lassa ij gruo istéss a lor

midem, ma I'inich numer ugual a s6 negativ a I'é zero, e donca a venta che asia @q1 = Ay = aAzz3 = Ay = 0

An piil'oma che ant j'autri grup (da "a X), a venta che ij coeficent a venta che a sio opost pér oten-e
€l cambi dél segn. Vis-a-di che a;; = —aj; coni # j.

Pijoma adéss la cosa da na mira un poch diferenta. I consideroma NN fermion che a formo un
sistema, ant l'ipotesi semplificativa éd prima, che a 1'é l'aprossimassion ed Hartree. An costa aprossimassion i
'oma vist che as supon che la fonsion d'onda dél sistema a sia daita dal prodot dle fonsion d'onda dj'eletron
sepata, sensa ten-e cont dl'assion fra eletron, Contut son peroogni eletron dél sistema a I'ha un so stat relativ a
posission e spin, O se as preferiss relativ a orbital e spin, e doi eletron dél sistema a peulo nen ochpé l'istéss Estat.
Son,an patticolar as aplica a j'eletron antorna a na nos ant un atomo.

Se pero as considera giusta €l prodot dle fonsion d'onda dj'eletron coma fonsion d'onda dél sistema,
costa a I'é nen anti-simétrica, e i I'oma vist che a serv na combinassion linear diferenta dle vaire fonsion d'onda
dk'eletron. A la fin a venta oten-e na fonsion anti-sinétrica e normaliso.

Se il'oma N fermion (eletron) che a 6cupo N stat (orbital + spin, dait daj quat numer quantich) i
podoma scrive na matris N x N dont I'element genérich a I'é:

Wi =V, (/) con 7=1,---N indesdléstat (n,l,m,s) ; j=1---N Indes dle particole.

Se 7 al'él'indes dle righe e j col dle colone, i I'avroma che ogni riga a corispond a ne stat, e ogni
colona a corispond a na particola. I cpnsideroma, antlora, €l determinant éd costa matriss, che, con soe proprieta,
al'é d'anteresse particolar, A 1'é dit determinant dé Slater.

vile)) wile2) - w (7/‘) = wi(gn)
vola) va(g2) - Wz(q/') ‘/’Z(QN)
‘//z‘(%) ‘//z‘(%) ‘//z(qj) ‘//z(%\‘*)
wala) wal(g) - '//N(qj) <y (an)

Scambié fra 'd lor doi eletron a veul di scambié fra 'd lor doe colone dél determinant. e son a veul di

. N v v N . \ . . .

cambieje €l segn, ma son a 1'é lon ch'a ciama l'anti-sometria pér le fonsion d'onda dij sistema éd fermion. An pi i

I'oma che se doe colone a son istésse, €l determinant a val zero, e an sto cas doe colone istésse a voreria di che
doe particole a sario ant l'istéss €stat, e donca a-i satia nen la fonsion d'onda.

An efét la fonsion d'onda d'un sistema éd N fermion identich a peil esse sctiviia coma :

'//1(71) ‘/’1(42) V’1(9/) V’l(qN)
vola) valg2) - ‘/’2(%‘) SN
1 : : : :
¥ (41, QN)_N vin) wilp) - ,/,i(qj_) < wi(gn)
wn(a) wala) - wy (q/-) = (an)
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andova 1/VN! aI'¢ él fator éd normalisassion, suponend édco che 1¢ fonsion dje stat a sio normalisa. A 1'é ciair
che ambelessi €l determinant a 1'é nen un numer da trové, ma 1on ch'antressa a 1'é so svilup. I foma n'esempi con

j'eletron antorna a I'atomo éd litio.

Ant €l cas dél litio, i I'oma un susrena fait da tre eletron negativ che a son antorna a na nos che a l'ha
tre carie positive. Ant l'aprossimassion ch'i 'oma dovra fin-a adéss, la fonsion d'onda dél sistema a 1'¢ daita dal
prodot dle fonsion d'onda djj tre eletron consideracoma indipendent, e a venta che a sia anti-simétrica al complét
pér 1€ scambi tra doi eletron qualonque.

Ant I€ stat fondamental i 'oma vist prima che ij tre eletron, mersi al prinsipi d'esclusion éd Pauli, a vam

a ocupé j€ stat caraterisa da
n=1,1=0,m=0, s= +41/2 , chealédit 1s7T
n=1,1=0,m=0, s= —1/2UQ, chealé¢dit 1s!
n=2,1=0,m=0, s= +1/2,chealédit 2s 7

Second la convension éd prima i podoma scrive la fonsion d'onda dél sistema, fonsion dle tre posission
dj'eletron e dlé spin, coma:

l:(rl) 1§(r2) (r3)T3
T(%:Qz:%) 11( (’3)‘1’3 =
2;(;’1) 1 2s(rz) 5 (@)T
{1;(71)T 15(7’2)\1/2 (@)T +1§(r2)T l;(@)l« 2;(7‘1)T +15(r3)T l;(ﬁ)xlz ZI(VZ)TZ

)T 1;(7’2)~L 1;(%,)? ZI(VZ)T 15(7@)%,1;( )T1—2;((3)T31x(q)¢11§(72)T2 }

—
~—
—_
[
—~
\
\_/

3

T
25(n

Atomo con vaire proton

I vardoma un poch pi da davzin ij problema che as treuvo ant 1€ studi dji atomo pi grev (da l'élio an
su).Un problema che i I'oma nen pija an considerassion prima a I'é I'assion éd repulsion che a-i é fra ij diferent

eletron, che a peul cambié motobin la situassion.

Un calcol analitich precis a saria trop complica se ne ampossibil, e donca a venta andé su quaich
aprossimassion, e ambelessi 1 vardoma n'aprossimassion pitost grossera, checontut che a daga arzulta numérich
pitost lontan dal giust, a da macassia interessante informassion an sla strutura dj'atomo-

I savoma che j'atomo dij diferent element as déstingou fra 'd lor pér &l numer &éd proton dla nos, e

donca pér €l numer d'eletron antorna a la nos.

Hamiltonian-a 'd n'atomo con numer atomich Z
I podoma scrive 'Hamiltonian-a éd n'aromo con numer atomich Z , sempe ant l'ipotesi éd na nos con
na massa motobin pi grossa éd cola dj'eletron, an manera éd pode¢j consideré, con i l'avio dia fait a proposit dla

nos dl'idrogeno, la nos férma ant 'origin éd nostr sistema d'arferiment.

L'hamiltonian-a a arzulta:
> ez 14 P 1

4
H=Y|-—V -—— =4~ —_—
2m, dmeyr, 25 4me, ‘r/._ @‘

andova €l prim termo 'ndrinta a la parentesi quadra as arferiss a I'énergia cinética dl'eletron 7, 1€ scond termo a I'é
l'energia potensial d'atrassion an sl'eletron ; dovua a la caria Ze dla nos, €l ters termo a 1'é I'energ'a socia a
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l'arbut dj'autri eletron an sl'eletron ; . Cost'lltima energia as supon dividua an part istésse fra ij doi eletron
anreressa, € son a da rason dél fator 7/2 che a-i ¢ ant l'espression. El problema a j'autovalor dl'operator
Hamiltonian a pija donca la forma:

H'//(Fl,lea@,jng"jz:fzz, ) = EV/(FDS@J;Z’SQ?_""’7Z’SQZ>)

Aprossimassion dé "schermadura”

I l'oma gia acena al fait che l'equassion si dzora a peul nen esse arzolvaa an manera precisa pérche ij
termo d'arbut fra eletron a la rendo trop complica.

I 'oma gia dit che I'aprossimassion ch'i foma a I'¢ pitost grossera, e a 1'é cola éd consideré che ¢ér ogni
eletron, l'efét €d jautti Z — 1 eletrom a sia col dé schermé Z — 1 proton dla nos, an manera che l'eletron
modem a "senta" mach l'atrassion d'un proton.

Con n'aprossimassion pat¢j, ogni eletron a ineragiss nen con j'autri, e ogni eleytron as comporta coma
col éd n'otomo d'idrogeno. A 1'é donca ciair che le fonsion d'onda che a son solussion pér ogni eletron a saran
cole pér l'atomo d'idrogeno ch'i I'oma vist a s6 temp. Ab costa aprossimassion I'haniltonian-a a dventa:

|

Z hZ
H= Z __Vi_ _
A\ 2m 4re r;
A sta mira as peul arzolve &l problema dj'autovalor dl'hamiltonian-a con la separassion dle variabij,
suponend che la fonsion d'onda a sia

v=¢ (71>5{1)¢2(7’2"S‘32)"'¢Z(FZ>‘S‘{ZZ)
con ié sta @,@,, @, che a son ancor da determiné. Se i sostituima costa fonsion d'onda ant l'equassion

Hy =Ey, i podoma separé ¢l problema ant un problema pér ogni eletron. As treuva che ognidun-a dle

fonsion @,@,, - @, a sodisfa l'ostéss problema coma col dl'atomo d'idrogeno, e che donca pér tuti j'eletron a-i

son j'istésse solussion. Rispét a cole ch0i l0oma gio vist a s6 temp, adéss i tnima cont édco dIé spin.

An psrticolar i disoma che pér €l prin eletron le solussion pér ¢, (71 , S z1) a saran :

Y100 (’71 )T’ Y100 (71 )‘L’ Y200 (71 )T, VY200 (71 )i«,

e pér j'autri eletron a-i saran solussion éd liistéss tipo. La solussion generica pér l'eletron 7 a peul esse indica con
Yoidm, (rl)$ amdova #;,/;, m; ij tre nimer quantich, mentre ¢l simbol ] a indica né spin che a peul esse 0 an su

0 an giu. J'auiofonsion pér I'atomo complét a son antlora dél tipo:

l//ﬂlll m (;;1 )$l//%2/2 ) (72):E"'l//ﬂzlzmz (;A)$

Qualonque sernua possibil dij numer quantich e dla dieression dl€ spin pér ogni eletrob, a da na
diferenta autofonsion pér l'otomo complét.

A venta macassia ten-e cont che i 'oma da fé con fermion identich e che donca la fonsion d'onda a

venta che a sia anti-simétrica e che a ven-a rispeto €l prinsipi d'esclusion éd Pauli.

Sisota i comensoma a consideré 1€ stat fondamental dj'element dovrand 'aprossimassion ch'i 'oma vist
si dzora, che, contut che a sia n'aprossimassion motobin grossera, macassia a peul dé d'anror,assion anteressamte

anteressamtean sla natura e an sé€l comportament dij diferent element.

I férmoma prima j'id¢je an sla relassion che a-i é fra nimer quantich e orbitaj atomich, arpetend magara
édco quaicos ch'i 'oma gia dit, ma che a peul sempe vl a taj.
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Orbitaj atomich
Antorna a la nos éd n'atomo nen jonisa a "viro" tanti eletron quantu ch'a son ij proton ant la nos
midema, e ogni eletron a 'ha na quadrien-a éd numer quantich che sii disoma n, [, m, s, ¢ antorna a na nos a

peulo nen essie doi eletron con l'istessa quadrien-a éd costi numet.

I l'oma vist che pér "orbital", is arferima a na "nivola" ant 1€ spassi, ed densita éd probabilita ed trové
l'eletron ant un dait volumet amfinitésim antorna a un dait pont. Costa probabilita a va a zero mach a I'anfini, ma
a I'é prest trascurubilslontanand-se da ola nos. Pér dé na sagoma a costi orbitaj i podoma disegné ant 1¢ spassi
surfasse che a unissi ij pont dl'istessa probabilita e serché la surfassa che a I'ha €l 95% éd probabilita éd conten-e
I'eletron. I ciamoma "forma dl'orbital" costa surfassa-

Bl numer 7 a 1'€ €l nimer quantich prinsipal , e a 'é n'antrégh che a part da 7, e peui 2, 3, ... e via fort
pat¢j anans. A 1'é anlia a l'energia dl€ stat dl'eletron, Is arcordoma che as trata éd n'energia negativa, ¢ donca
l'eletron as treuva ant na buca 'd potensial. Sto potensial a va a zero a distansa anfinia da la nos. L'eletron a va a
ocupé &l post liber d'energia pi bassa. Un numer # bass, an nostra aprossimassion, a indica n'eletron pi davzin a
la nos e donca n'energia pi bassa. An realita i védroma che I'energia a dipend nen mach da sto numer. Sto namer

a compariss an ponta a la sigla che a identifica né star.

Bl numer / a 1'€ &l nimer quantich angolar, a 'é antrégh e a va da 0 fim-a a #» — 7 . A stabiliss él tipo
d'otbital.

Cand il'oma /=0 l'orbital as dis dél tipo s ¢ al'ha simettia sférica.

Cand il'oma /=17 l'orbital a1'¢ dél tipo p, e dé sto tipo a-i son tre orbitaj diferent. An efét, cand i
l'oma che # = 2, l'orbital a arzulta fait da I'ansema éd doi lobo coma fait da la rotassion antorna a l'ass vertical dla
sagoma dél némer eut. J'orbitaj dé sto tipo a son tre pérché con /=7 il'oma che &l nuner quantich 7 che al'é
€l namer quantich magnétich e che a peul avej valor —I < [, an sto cas a peul valgj —1.0,+1 . Ij tre stat as treuvo
con €l pont éd crosiera dl'eut ant l'origin (la nos) e con l'ass arlongh un dj'ass coordina. As supon che con » = 0
, l'otbital as treuva atlongh l'ass 7, e 1& stat a 1'é dit p, . Con » = -7, l'orbital as treuva atlongh l'ass x, e 1€ stat a
I'é dit p . Con m = +17 , l'orbital as treuva arlongh 'ass y, e 1€ stat a 1'é¢ dit p,. Con n > 2 j'orbitaj p a cambio
un poch forma ba a bavreb-o j'orientassion visre.

Cand il'oma /=2 l'orbital a1'¢ dél tipo 4, e sta vira a-i son sinch orbitaj posssibij , pérché con / = 2,
él numer quantich » a peul pijé ij valor »=-2,-1,0,+1,+2, La forma &d costi orbitaj a dventa a pi lobo,
orienta an vaire manere.

Cand il'oma /= 3l'orbital a I'é¢ dél tipo f, e sta vira a-i son set orbitaj posssibij , pérché con / = 3, él
numer quantich » a peul pijé ij valor w=-3,-2,-1,0,+1,+2,+3, La forma éd costi orbitaj a dventa a pi
'ncor pi complica.

Tuti costi orbitaj a son a doi post pérche i l'oma 'ncora €l numer quantich s dlé spin, che a diferensia
jé stat e che a peul pij¢ ij doi valor ch'i 'oma vist.

Costi a son orbitaj a 1€ stat fondamental, ma peui a-i son dco orbitaj ocupa ant jé stat ecita. I disoma
'dcod che costi orbitaj a son otnu arsolvend l'equassion dé Schrodinger ant j'ipotesi semplificative faite (atomo
idrogenoid), ma an realita a esisto orbitaj ibrid e orbitaj degeneta, che al moment i lassoma sté, e che i véddroma

peui se e cand a sara necessari cambié nostr modél.

J'element (quaidun d'anterésse)
I doma n'uciada a coma j'eletron as dispon-o antorna a la nos, man man che costa a dventa pi grossa, ¢
as passa da j'elenemt legér a coj pi pesant.

I l'oma dit che i stoma dovrand n'aprossimassion pitost grosséra, che pero a peul macassia dé

d'amportante anformassion.
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Idrogrno (Z = 1) - Anvlup K

I l'oma gia vist an manera abondanta l'atomo d'idrdgeno, che a cotispond a Z = 7 . Ambelessi i stoma
pi nen a patlen. I disoma giudya che so eleyton, ant I€ stat fondamental a sta amt l'orbital 75 e che soa energia éd
jonisassiom a l'é 73,6 ¢l”. As dis amvlup K le stat 7s, che a peul conten-e ij doi eletron pi davzin a la nos.

Elio (Z=2)

Ant [€ stat fondamental ij doi eletron a son tuti doi ant €l pi bass livél d'energia, caraterisa dai numer
quantich #» /» = 100, mentre jé spin a son diferent pér ij doi eletron. Cost element a completa 'anvliup K. La
fonsion d'onda a venta petd che a sia amti-simétrica, e son a peul esse otnu, com i 'oma vist prima, dovrand &l
determinant dé Slater;

I}

=

RS F vioo ()T wae0 (A )V
‘P(rl,jzl,rz,jzz)_L 100(1) 100 (7)

- \/5 Y100 (72)T Y100 (72)‘1'

che, arzolvend €l determinant e separand la part spassial da 1€ spin a da:

\P(?l’yzl’;z’szz)z”//loo (7)¥i00 (72)%

che a I'é simétrica cola part spassial, e anti-simétrica pér jé spin, Ij doi eletrom a formo cal che a ven dit I'anvlup
K antorna a la nos atomica, caraterisa dal numer quantich » = 7.

Se as fan ij cont, com i l'oma fait a so temp pér l'idrogeno, dle energle, con l'aprossimassion faita a 1'é
ciair che as treuva I'stessa energla 'd jonisassion pér ij doi eletron, istessa a cola ch'i I'avio trova pér l'idrogeno, vis-
a-di 73,6 ¢]”. An realita l'energ'a éd jonisassion (per slontané n'eletron) che as peul misuré a riva a 24,6 ¢l”, che a
I'¢ motobin diferenta.

An efét, 'aprossimassion faita a supon che un dj'eletron a scherma d'autut, a l'autr eletron, un djj
proton, ma son a 1'é nen vera, e 'arbut ressiproch dij doi eletron a arzulta bin pi bass éd lon ch'as diria.

Litio (Z=3) - Anviup L

Secomd 1on ch'a ciama l'anti-simettia dle fonsion d'onda dj'eletron e second &l prinsipi d'esclusion éd
Pauli, che da li a deriva, a-i é nen manera éd fé sté tre eletron con l'istéssa energia che a corispond a jé stat ¢rgo?7
¢ o). Dalon ch'i 'oma vist e da le relassion che a anlio ij numer quantich, pér gionté un ters eletron a venta
passe da un livél d'energia E; (con numer quantich #» = 7) a un livél d'energia E; (con #= 2). Sto livél a I'¢ dit
anv lup L.

An sto livél a-i son eut possibilita éd gionté d'eletron (diferent éstat quantich) che a derivo da le régole

ch'i 'oma vist pér ij numer quantich. Costi a son jé stat : ¥,,,J che a son ij doi stat che a ven-o ciama 25, e peui
l//211$ 5 l//210$ 5 l//21_1$ 5 Che a son 1] SES éStat Ciam?\l ZP

An l'aprossimassion ch'i 'oma fait, costi stat a I'han tuti la stes energia E, , ma an realita la simetr'a
sférica djé stat 2s a porta j'eletron a sté pi davzin a la nos, e donca a avej energia pi bassa rispét a jé stat 2p.

Pér &l litio a-1 som mem preferense pér 1€ spin dél ters eletron, e donca tuti doi a son éstat possibij, an

manera che il'oma doi determinant dé Slater che a concoro a formé la fonsion d'ondacompléta dl'atomo éd litio.

1;(7‘1)T1 ly(rz)Tz ls(r3)T3 l;(rl)Tl ls(rZ)Tz 1J(r3)T3

‘P(ql,qz,q3)=%lx( )Jq ly(rz)iz 1;(7“3)»1«3 +%1y(rl)¢1 1&(72)»1«2 1;(;’3)~L3
2&(71)T1 ZX(VZ)TZ 25(;’3)1\7’ 2;(7’1)~L1 Zy(rz)i«z Zy(ro,)»lq

i)
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El ters eletron a I'é anli a la nos con n'energia |E,| bin pi bassa che l'energia |E;| dl'anvlup da sota, e
son a rend l'eletron poch anlia, an manera che él litio a I'é motobin reativ. L'energia éd jonisassion a I'é mach éd
5,4 ¢l”. Nostra teotia aprossima. an sto ca a antived n'energia éd jonisassion éd 3,4 eV, che a I'é motobin pi
davzin-a a la misura che nen lon ch'a capita pér l'elio. Sn a dis che l'assion dé schermadura faita dai doi eletron 7s
da sota, a I'¢ pitost eficenta. Son a ven édco dal fait che €l ragg dl'orbital 7s5a 1'é bin pi cit dél ragg dl'orbital 2.

Se i paragonoma litio e élio i véddoma che él ters eletron dél litio a 1'é- motobin poch anlia e a ven
pérdu facil ant le reassion chimiche. L'élio, che a I'ha un proton éd manch, a I'ha gnun-e tendense a atiré n'autr
eletron, mentre i l'oma vist che ij doi eletron a son motobin anlia a la nos, e donca a I'han gnun-e tendense a

slontanésse, Son a fa an manera che l'elio a sia inert mentre él litio a 1'é motobin reativ.

Dal berilio fin-a al néon
Andand anans a atomo con Z sempe pi gtoss, col ch's ven dop a 1'é &l berilio con Z= 4. A sta mira ij
doi stat 25 a-i son tuti doi, e a corispondo a doi eletron, un con spin an su e l'autr con spin an gia. El

determinant dé Slater a 1'¢ un sol éd dimension 4 X 4, che i sceivoma con j€ stat an colona e j'eletron an riga :

‘//100(71)T W100(71)J' ‘/’200(71)1\ ‘//200(’71)‘L
¢ ‘//100(72)T ‘//100(71)‘L '//200(7”1)T ‘/’200(71)‘1’

v G503, =
(1002:85:0) = b Y wan(OL v (7)Y ()
‘//100(74)T ‘/’100(71)‘1' '//200(71)T ‘//200(7"1)‘L

L'energia éd jonisassion a montaa 9,3 eV , a rason dla caria pi grossa e dal fait che ij doi eleton estern

a deuvo nen schérné éd proton.

Giontand un proton a la caria dla nos, i rivoma al boro con Z =5. El quint eletron a peul pi nen sté
amt jé stat 75 e 25, e a venta che a vada a ocupé un dij ses éstat possibij dél tipo ¥,;,, L . An realita a-i é nen, an

nostra aprossimassion, un dij ses éstat che a sia privilegia. Costi orbitaj a I'han nen na simetria sféricama a son
fait da doi 1obo, con la nos an més e a stan atlongh un di'ass coordina. A-i é arbitrarieta amt €l serme j'ass, e pér

él boro i suponoma che I'eletron a ocupa l'orbital arlongh I'ass g, syay cke i disoma 2p. opura ¥y, - La fonsion

d'onda a dvrnta diressional e I'energ'a éd jonisassion a dventa 8,3 ¢l”.

Com ses proton i rivoma al carbonio, domca con Z = 6, amdova a venta ocupé n'autr éstat y,,,, T
pér piassé l'eletron ch'a fa ses. An nostra aprossimassion a-i satia 'ncor un post ant 1€ stat 2p. , ma an realita
l'arbut éd l'autr eletrom a rend sto stat "éscomod" pér €l neuv eletron, che anvece a va a piassésse ant 1€ stat 2p,. .

>

atlong a l'ass x, normal a l'ass 3. L'emergla -ed jonisassion a /"¢ 17,3 ¢l”.

Ant I'azoto. che al'ha Z = 7, a capita torna che él neuv eletron a treuva n'emercia pi bassa ant 1€ stat

2p, . normal a j'autri doi. L'emergia -ed jonisassion a /¢ 14,5 ¢l

Pér l'ossigeno, che a I'ha Z = 8, a-i son pi nen de stat d'autut liber, e I'eletron che a fa eut a va a
ocupé €l post che a I'é resta liber ant un djé stat , pt'esempi torna 2p, . L'emergla éd jonisassion al'é 73,5 ¢l pi
bassa ed cola dl'azoto a rason dla repulsion fra ij doi eletron che, con spin diferent, a 0cupo l'istéss Estat.

Dop l'ossigeno a ven €l fluoro che alha Z =9. An cost atomo l'eletron ch'a a neuv a va a ocupé un
dij doi past liber che a restoant j€ stat 2p , pt'esempi €l 2py . con m'energia éd jonisassion éd 77,4 ¢l

Con él neon , che a I'ha Z = 10, I'ultim post ant I'anvlup L. a ven ocupa, e gnun autr eletron a peul
esse buta al livél d'energia E2 . L'energia éd jomisassion a passaa 27,6 ¢I”. Lon ch'as nota subit a 1'é che cand

l'anvlup a I'¢ complét I'energia éd jonisassion a dventa motobin auta e i soma anans a un gas inert 6 "nobil".

Se i vardoma &l Litio, prim element dl'anvlup L , as peul védde che l'anich eletron che a I'ha a livel
d'energia E2 a 1'é bin poch anla, e a peul esse perda facil, mentre l'energia che a ten j'eletrin dél fluoro a 1'é bin
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auta e €l fluoro a I'é bin dificil che a peussa perde n'eletron, mentre anvece a l'ha la tendensa a caturé n'eletron.
Costa tendensa as dis "eletronegativita".

L'anviup M
A parte dal numer atomich Z = 77, che a corispond al sodio, as comensa l'anvlup M, che a corispond

a l'energia E; . As comensa 'dco a védde che l'aprossimassion dovra fin-a a si a fonsion-a pi nen, gnanca da na

mira giusta qualitativa, An efét, an sto anvlup, a-i sario jé stat che a corispondo a 3, T, che a peul ten-e doi

eletron Js, e peui i 'oma che conél némer quantich /= 7, i 'oma ij ses element W73,,, T che a van dal magnésio
fin-a a l'argom, che a I'é torna un gas nobil, semsa gnun-e¢ tendensa a piassé d'auti eletron, conrur che a l'abia
ancora des post I'ber ant jé stat y/5,, T che a son stait liber e che a ven-o dit éstat 34 . El nimer atomich éd

l'argonal'é Z=18.

L'anviup N - j'element ed transission

Giontand un proton as riva a Z = 79, che a corispond al potassio. La novita a I'é che l'eletron che as
gionta a va nen a ocupé un dij des éstat 5, T (che a son ciama "orbitaj d") amcora liber, ma a va a piassésse
amt in neuv anvlup, che a ven dit anvlup NV, d' energia Ey, e che a comensa con ij doi stat 4s . L'energia dé sto
stat a 1'é donca pi bassa éd cola djé stat lassa liber ant I'anvlup M. L'element che a ven dop a 1'é &l calcio, con n-
mer atomich Z = 20, che a piassa 'ncora €l neuv eletron ant 1€ stat 4s ancora liber.

A sta mira, pero, a parte da Z = 27 (I€ scandio) fin-a a Z = 30 (€l zinch), i relativ element a comenso a
ampini jé stat lassa liber ant 'anvlup M , Costi des element a son &l grup dj'element éd transission, che a son
metaj e €l grup a ven édco dit grup D . Dal'element Z = 31 (galio) fin-a a 'element Z = 36 (ctipton o kripton)

as torna a ampin' ij ses post ant jé stat w,,, T . Cand costi a son complét i 'oma torna un gas nobil
(€lkripton)- I podoma continué a noté che cand j'anvlup ch'i 'oma vist a 'han eut eletron estern, costi a fan na
greuja che ni a perd ni a tira eletron e i 'oma un gas nobil, Cand 'anvlup a I'ha mach n'eletron antlora l'element a
1'é bin ativ ant le reassion chimiche pércheé a céd facil l'eletron. Cand a completé la greuja a manca mach n'eletron
(7 eletron periférich) i 'oma torna n'element bin ativ, che pero a tira a catré n'eletrin.

J'autri element
Da si anans €l més-cesse dij livéj energétich as fa bin complica. ma a 1'é pi nen ant l'interésse éd nostr

but, e donca i stoma nen a parléne. Natura che, coma sempe, se e cand a-i na sara da manca i arpijrona sto sogét.
Anliure chimiche

La strutura che a pijo j'eletron ant ij diferent element a 1'é a la base dij mecanism dle anliure fra j'atomo,
A coste a concoro sempe mach j'eletron pi estern (€l seul estern che a va da 7 a § eletron) , che a carateriso él

tipo d'element, soe caratetistiche chimiche e la capacita a fé d'anliure e €d che tipo a son coste anliure.

Eletronegativita

Ant €l tipo d'anliure che a peulo formésse fra atomo a 1'é fondamental la tendensa a perde eletron 0 a

caturé d'eletron. Cost'tltima a I'cciama "eletronegativita-

An realita I'eletronegativita a peul nen esse misura an manera direta, ¢ a I'é¢ influensa da la situassion che
l'atomo midem a sprimenta. A-i son vaire manere éd defini l'eletronegativita, che a son staite propdste ant &€l
ttemp, e la pi dovra a 1'é cola éd Pauling.

Partend da na formula che a considera I'energia éd dissociassion dle anliure. Se A ¢ B a son doi
atomo diferent ¢ Ey(AB) a 1'é¢ l'energia &d dissociassion dl'anliura A-B, e peui Ei(A4A) a 1'é¢ l'energia &d
dissociassion dl'anliura A-A, e peui EySS) a 1'é l'energia éd dissociassion dl'anliura B-B, as did che le diferensa

d'eletronegativita | x4 — xg| al'é saita da:
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E,;(AA)+ E,;(BB)
2

1/2

|ZA _ZB|=(€V)7 E, (AB)_

. -1/2 . L . : : <
andova &l fator (el”) /2 2 serv glusta pér avej un numer adimensional. J'energie a son an eV,

Pér avej un valor d'eletronegativita relativ a ogni element (cosa motobin pi pratica) a venta pijé
n'arferiment éd pattensa, stabilije un valor d'eletronegativita convensional, e da li arcavé un valor per j'outri
element. Pér convension as olja com arferiment l'idrogeno,e a cost as du, sempe an manera convensional, -el

valor y;; = 2,1. An costa manera l'eletronegativita éd tuti j'element a resta compreisa fra 0,7 e 3,98. A 1¢

donca ciair che la diferensa d'eletronegativita fra doi atomo a peul andé da 0 (atomo istéss) e 3,26.

Energia d'anliura

An general, doi (0 pi) aromo as unisso a formé na molécola mach cand l'energia potensial dla molécola
a 1'é pi bassa éd cola dj'atomo separa. Donca n'anliura stabil fra doi atomo as forma liberand d'energia, éd solit
sota forma éd calor.

L'energia d'anliura a ven definia coma l'energia che a serv a rompe l'anliura midema portand ij doi
atomo a distansa anfinia fra 'd lor.

An chimica as costuma arferisse a la quantita éf materia éd na mole e misuré costa energia éd
dissociassion am kilojoule pér mole (k] mol) opura an kilocalor'e pér mole (kcal nol!) opura 'ncora am

elettrinvolt (eV) pér anliura ant €l contést dél tipo ch'l stoma vardand noiautri.

I 'oma gia vist prima l'anliura fra doi atomo d'idrogeno a formé na molécola, costa anliura a I'é, an
particolar, l'anliura swmpia la pi forta. I 'oma vist a so temp che ant la molécola d'idrogeno la densita eletronica

fra le doe nos a I'é bin auta, e latrassion coulombiam-a fra eletron e proton a I'é nen scherma da d'autri eletron.

L'energia d'anliura, a 25 °C e a la pression éd 1 atm a val 435,7 k] /mol, che a corispond a 4,516 eV. El
calor a peul forni l'energia per la dissociassion, na pér lidrogeno, portu a 2700 °C e a pression 1 atm la
dissociassion, an wchilinti a riva macjk a I' 8%, mentre pér na dissociassion quasi total a venta rivé antorma a
6000 °K, che a1'é¢ pi 6 manch la temperatura dla surfassa dél sol.

Tipo d'anliure chimiche

As déstinguo prima éd tut doe categorie d'anliure che a son j'anliure primarie e j'anliure secondarie. Le
prime a son fra atomo ¢ a son faite dal buté an comun fra doi atomo d'eletron &d valensa (coj dl'anvlup pi estern,
che a conten j'eut post s, np) a fait dal trasferiment d'eletron ds n'atomo a n'oab manera d'avej doi jon che as
atiro l'un l'autr, opura ancora -ed situassion a meta stra J'anoiure secondarie, anvece, a son daite da molécole nen
simétriche da na mira elétrica, che donca a formo un dipolo- Costi dipolo, an cette posission, as atiro l'un con

l'autr a dormé l'amliura. Ambeless' i soma anteressa a j'anliure primarie.

An fonsion dla diferensa d'eletronegativita fra ij doi atomo, l'anliura che as forma a l'ha diferenta
carateristiche: se ij doi atomo a son istéss, litlttron a ven condividu a l'istessa manera dai doi atpmo e i 'oma
n'anliura covakenta pura, se la diferensa d'eletronegativita a 1'é grossa , n'eletron as trasferiss da n'6tomo a l'autr,
as formo doi jom éd degn opost che as atiro, e I'anliura a I'é dOautut jonica. A-i son peui vaire cas antrames. I
vardoma le diferente situassion si sota.

Anliura covalenta

Se la diferensa d'eletronegativita fra atomo a I'é meno éd 0,4 as dis che l'anliura a I'é covalenta pura,
Sob a capita sens'autr fra 6tomo istéss, coma pr'esempi ant la molécola d'idrogeno H> faita giusta da doi atomo
d'idrogen, An sto cas ij doi eletron 75 a formo na fonsion d'onda dzorposission dle doe, che a da la massima
peobabilita éd trové j'eletron fra le doe nos, La nivola éd demsito 'd probabilita a I'é sentra an sl'ass tra le doe nos,
e costa circostansa a caraterisa cola che as dis anliura covalenta sigma, An sto cas ij doi orbitaj a son 75 , ma
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j'anliure €d tipo sigma as formo édco fra doi otbitai p e fra n'orbital p e n'orbital s, Pt'esempil'atomo éd cloro
a l'ha, ant I'anvlup estern (anvlup M), ij doi eletron s e sinch eletron p . Ant la molécola éd cloro Clz, pét
completé j'eut eletron dél seul a-i na manca giusta un, e donca doi atomo a buto an comun ognidun n'eletron p,
che a formo n'orbital molecolar pér dzorposission, ogni eletron con spin diferent, e 'amliura as treuva sempe an
sl'ass che a uniss le doe nos.

Se i vardoma na molécola d'azoto Nz . costa a I'é faita da doi atomo che a I'han tre post liber ant
l'anvlup estern (anvlup L), xhe a son un ant l'orbital  p, . un ant l'orbital p, e un ant l'orbital p. . A-i é donca la
possibilita éd fé n'anliura tripla pér completé l'anvlup a eut eletron. Disoma che j'otbitaj p, a peulo buté ansema
j'eletron a formé n'anliura covalenta sigma con 'ass an sla linia che a passa da le doe nos. Edco jlorbitaj p, € pv a
buto ansema so eletron, ma costi a son normaj a l'orbital p,, e a pijo ognidun na cconfigurassion diferenta, che
as dis anliura covalenta pi (gréch). La figura 2 a nostra an manera schematica la formassion éd n'anliura
covalenta sigma fra doi prbitaj p,, e la formassion éd n'anlliura covalenta pi fra doi orbitaj px .

>

Anliuracovalentag e
./.
fra arbits o, "

¥~

o
o Anliuracovalentas

fra arbits) g,

Figura 2 - Anoiure sigma e pi

Anliura covalenta polar

A T'¢ I'anliura che as estabiliss fra doi atomo dont la duferensa d'eletronegativita a I'é compreisa fra 0,4
e 1,7 . La nivola éd densita éd probabilita che a forma l'anliura a 1'é p' nen ant na posission simétrica 6 quasi
rispét a le nos, ma a 1'é sposta pi vers 'atomo pi eletronegativ.

Son a capita, prlesempi, ant la molécola éd HC/ (acid cloridrich), andova l'idrogeno a liha
eletronegativito éd 2,2 mentre €l cloro al'ha 3,76, con na diferensa éd 0,96 a vantagi dél cloro. Son a veul di
che a-i é sempe n'orbital con na cobia d'eletron an comun antorna a le doe nos, ma la probabilita éd trové
j'eletron a I'é pi auta da la part dél cloro.

Sto fait a fa an manera che as produv un dipolo elétrich, che an base éd com a I'é faita la paeticolar
molécola, a peul tiré d'autre molécole dl'istéss tipo e dé otigio a n'anliura secondaria che i véddroma dop.

Anliura covalenta dativa

An costa anliura ij dou eletron dla cobia butaa an co,un a I'é fornia da ub dij doi atomo, che a-j diso
"dator" , mentre l'autr atomo a I'é dit "acetor" e a venta che a buta a disposission n'orbital veuid. Coma sempe
l'anliura as produv se l'energia dél compost final a 1'é pi bassa -ed cola éd pattensa.

N'esempi a 1'¢ la formassion dl'anidrida solforosa. Ossigeno e solf a l'ha l'istéssa configurassion
cletronica esterna , ma l'ossigeno a I'ha n'eletronegativito éd 3,50 , mentre €l solf a I'ha 2,44 , a sara donca él solf
a buté la cobia d'eletron pér I'anliuta. L'anidrida solforosa a I'ha formula SO:, e donca as forma nen l'anliur che a
smija la pi natural. An efét la configurassion dél seul estern dl'ossiigeno a I'ha doi eletron ant 1€ stat 25, doi
eletron ant I stat 2p, , n'eletron ant I€ stat 2p; e n'eletron ant 1€ stat 2p. . Pér él solf a I'é l'istessa cosa con la
diferensa che i soma al livél energétich E; anvece che E».

A smijria natural che as formeisso doe anliure, un-a con j'eletron p. e un-a con j'eletron p. dij doi
element dand origin a la molécola S = O e basta, ma a capita nen mach son. An efét a arzulta pi stabil na
strutura andova n'atomo d'ossigeno a porta amt l'orbital p, l'eletron che a l'era an p. e a lassa liber cost orbital.
A sta mira ij doi eletron, disoma, 3p, dél solf a van a condivide l'orbital libera ant l'ossigeno, formand n'anliura
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datuva. Ant él solf, peui, as formo edco le doe anliure, un-a con jeletron p. e un-a con j'eletron p. dij doi
element dand origin a la molécola che a arzulta an figura 3.

2 et py
—
O I 2t s
2:.':.7

dativa
—
2etp, A‘_.,_u'
10 =4S
—

2eit s

Figura 3 - Anlinra dativa ant la molécola SO: .

Anliura metalica

Ij metaj, an general, a I'han un valor d'eletronegativita pitost bass, e 'dco n'energia éd jonisassion pitost
bassa. donca j'eletron periférich ) éd valensa) a son pochi e poch anlia a la nos. Na strutura stabil pér ij metaj a 1'é
cola d'un reticol cristalin fait da j'atomo che as trasformo an jom positiv pérche a cedo so eletrin éd valensa (coj
estern, che a son sempe pochi) buta an comun nen mach con n'autr atomo davzin, ma con tut €l reticol. Ij jon
positiv a son pat¢j sirconda e tnu ansema da j'eletron éd valensa, che petd a aparten-o nen a un patticolar atomo,
ma a son liber €d bogésse an tut €l cristal.

I tornroma a so temp su sto tipo d'anliura, patland dla struture a bande.

Anliura jonica

Cand la diferensa d'eletronegativita a supera €l valor éd 7,7 - 1,9 (a-i é na zona d'incertéssa an sto
camp), cand ij doi atomo a interagisso fra 'd lot, 'atomo con eletronegativita pi auta a tiva a porté via '¢létron a
l'autr e a trasformésse ant un jon negativ, mentre l'autr atomo a resta un jom positiv. A sta mira a-i é giusta
l'atrassion eletrostatica che a ten ansema ij doi atomo (che a 1'é éd solit bin forta).

Ij jon d'un segn a tiro a sircondésse con jon dl'autr segn, e a dan origin a un reticol cristalin. andova as
peul nen didtingoe ij doi atomo éd na molécola, ma a-i é giusta un regolar alternésse dj'atomo.

Pr'esempi i podoma consideré €l clorur éd sodio (sal da cusin-a), dont la molécola NaCl a 1'¢
composta da n'atomo éd cloro e n'atomo éd sodio. El cloro a I'ha n'eletronegativita éd 3,76 mentre €l sodio a
I'ha 0,93 , con na diferensa éd 2,23 . Bl sodio, ant l'anvlup estern (M) a I'ha giusta n'eletron 35, poch anlia,
mentre €l cloro a I'ha, sempe ant l'anvlup estern (M) set eletron(2 eletron 3s e 5 eletron 3p) ; a-i na manca giusta
un pér completé l'amvlup. El cloro a porta vial'eletrom 3e dél sodio e paréj a completa so anvlup M, e as

trasforma ant un jon negativ, e a lassa €l sodio coma jon positiv.

Ij Jon éd sodio e coj éd cloro as atiro e a treuvo na strutura stabil formand un reticol cristalin andova

ognidun éd j'atomo d'un tipo a I'ha ses atomo dl'autr tipo antorna, com as peul védde an figura 4-

z
AT
- = sodio
O‘"w - I ;JO\__H‘
e G -~ //“‘
- s /’ \
- ] “"fj._‘_ clero
- - 1 . -
b S -
s
x -~ 7 ¥
“Q 7

Figura 4 - Reticol cristalin dél clorur éd sodio.

Eletron confina

Se i consideroma j'eletron éd valensa ant un metal e, an general, ant un solid, i I'oma vaire fermion che
a son confina a sté andrinta al solid midem e i savoma, dal prinsipi d'indeterminassion éd Heisemberg, che pi i

"localosoma" na particola e pi x0 momenyt linear a dventa incert e a peul esse gross. Peui a venta consideré che,

167



pér €l prinsipi d'esclusion éd Pouli, jieletron a peulo nen andé a ocupé tuti jé stat a emergia pi bassa, ma a venta
che as didtri buisso fra stat a energia diferenta, Pér studiéla situassion i dovroma ambelessi un modél motobin
teorich, ch a 1'¢é col éd consideréj'tlrtron éd valensa coma un "gas d'eletron liber".

Problema hamiltonian a j'autovalor

Amt €l modél ch'i consideroma )modél éd Sommerfeld) j'eletrin éd valensa che as bogio amt él reticol
cristalin, a sperimento gmun-e forse, Pérché as considera che tant l'arbut dj'autti eletron, coma l'atrassion djé jom
a sio forde che a rivo da tute le diression e xhe donca, an media, as compenso j'un-e con jautre. Donca i 'oma
lon ch'as dis un gas d'eletron ant un potensial costant, che i podoma consideré coma zero.

An coste condission, l'energia total che a compariss ant I'hamiltonian-a d'ogni eletron a 1'é giusta
l'energia cinética con l'operator T. El problema a j'autovalor pér n'eletron a dventa;
n (& . 0 . o =Ly
9o | a2 A2 A2 [T
2m,\0x" " &}
I consideroma peui che j'eletron éd valensa a sio confina ant un bloch retangolar éd material éd

dimension A X /4 X /,am manera che:
O<x</, ; 0<y</, ; 0=z=f

Le condission al contorn a son che la fonsion d'onda a sia W =0 an sle surfasse dél paralelepied éd
material. J'eletron a peulo nen seurte dal material pérché a son arciama andarera dai jom positiv, che an sla
surfassa a son pl nen compensa da n'atrassion da fora. As supon che €l confinament a sia pérfét e che la fonsion

dOonda a vada a zero an sla surfassa.

Solussion con la separassion dle variabij
I 'oma gia vist, ant la sconda part, a proposit dla particola ant la scatola tridimensional e pér l'ossilator
armonich an tre dimension, la solussion d'un problena dé sto tipo. I podoma donca pensé che 6gni autofonsion a
l'abia la forma ¥ = X(x) Y(y) Z(z) andova, com i l'oma vist ptima, le tre fonsion X(x),Y(y),Z(z) a son
j'autofonsion relative ai tre problema uni-diressionaj;
2 A2 2 A2 2 A2
h_aX:EX_ haY_Ey_ h” 0°Z

- -—— =&, ; ———=L.Z
2m, Ox? 2m, 6)/2 7 2m, 8%2 :

andova I, E,, E. ason ij valor dl'energia cinética amt le tre firession x, y, 7.

I consideroma un-a dle diression, e j'arzulta a peulo peui esse slarga a j'autre diression. Com i l'oma gia

vist, le solussion normalisa dla prima equassion a son dla forma ;

andova £, a l'é na costant, che a I'é ciama "numer d'onda ant Ia diression x". Pi sto numer a 1'é aut eila
frequensa 'd vibrassion a I'é auta. Sostituend st'arzultda amt l'equassion as arcava la relassion fra l'autovalor
dl'energia e €l numer d'onda, che al'é :

2
‘ h
By =0~k
2m,
e donca €l valor éd 4. a li* corela an manera direta con l'energia E. dI€ stat. Pér sodisfé le condission al
contorn (fonsion d'onda che a va a zero am le surfasse : ¢ =0 cand x =/, ), a venta che sin(/éx /X) =0.Son a

'é véra mach se e cand :
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Costi valor a son anlia ai sucessiv valor djé stat dl'energia, second lon ch'i 'oma pen-a vist:

2 2 2 2
Y ¥ B L
2m, 1, 2m, I, 2m, I, 2m, 1,

x1

Ant le diression y e z,as oten-o j'istessi arzulta. J'autofonsion an tre dimension as oten-o dal prodot
dj'autofonsion relative a 0gni ditession, che peui a ven normalisa. Sta fonsion a dipend sempe dai valor dij numer

d'onda £, , éj , R

S che a son considera le component d'un "vetor nimer d'onda " k = (/éx R s /é?).

J'autofonsion normalisa a arzulto:

L/ sjn(,éxx) Sin(/é]j) sin(ézz)

J'autovalor an tre dimension a son l'adission dj'autovalor pér ogni diression, e a la fin a dipendo mach
da &2 second la relassion :
2
h
2
—k

3 we

E, =i(ki + k) +é§)=
- :

Ij valor possibij pér €l vetor numer d'onda a son dait dai valor possibij éd soe component, vls-a-d'

k. = bo=n e =nZ and : '
=n ; k=m0, o &= n, ; andova 7,7, 7, ason numer naturaj
J B

Esame dla solussion

I I'oma vist che j'autovalor dl'energia a dipendo dai valor dél vetor k, che a soa vira a 1'é determino dai

valor discret éd soe component-

An ven giusta comod arpresenté ij valor che a peulo esse pija dal vetor numer d'onda k , su un
diagrama cartesian an tre dimension dont j'ass a arporto ij valor consenti dle component £, &, , £;, che a son
valor discrét e, su ognidun éd j'ass, a son a l'istéssa distansa I'un da l'autr, e ogni ass a I'ha so pass, anlia a le
longhésse /.. 4 . L.

A-i é nen un limit pér ij numer 7., #,, 7, cheil'oma vist si dzora, e donca ij numer djé stat possibij a
son anfini. Ognidun éd costi syay a 1'é arpresenta da un epnt ant 1€ spassi dij vetor numer d'onda ch'i 'ona
arporta an figura 5, andova a I'* disegna un éd costi anfini stat. As trata d'un vetor ideal che a va a andividoé un

pont precis,

Ij pont che a arpresento j€ stat possibij a formo un reticol tridimensional €d cele paralelepipededont le

dimension a son inversament proporsionaj a le dimension 4. /. /; dél paralelepiped dél material considera.

2

I 'oma vist che l'energia djé stat a dipend dal quadra dél vetor k&, a meno d'un fator — e donca jé

2m,

stat a energia pi bassa a son coj arpresenta dai pont p' dazin a l'origin.
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Figura 5 - Spassi dij vetor nimer d'omda

Donca ogni pont ant 1€ spassoi dij vetor numer d'onda a arpresenta na trien-a £, , &, , £&; , che a

corispond a un vetor £ e a un autostat dont la fonsion d'onda a 1'¢ ;

8 sjn(,éxx) Sin(/é]j) sin(ézz)

con l'autovalor dl'energia :

2 2
n
E, =h—(ki PR )=k

2m

2m, .

Ant Ié stat fondamental, contut che la temperatura a peussa andé vers €l zero assolut, j'eletron a tiro a
ocupé ij livéj pi bass d'energia, ma sicome a son fermion, ant dgni luvel a-i na stan mach doi, con spin diferent. Ij
livéj ocupa a son donca almanch la meta éd quanti a son j'eletron, e a rivo fin-a a na daita energia, I notona che pi
el toch éd material a I'é gross, pi a-i son d'eletron liber da piassé, ma edco j'intervaj fra ij pont éd nostr éspassi dij
vetor namer d'onda a dvento cit e ij pont a son sempe pi s-ciass.

Lé spassi dij vetor dél numer d'onda a ocupa la part d'eut dIé spassi cartesian. che a I'ha tute tre le
coordina positive, dal momwnt che ij mumer d'onda a son positiv. Ij pont che a corispondo a jé stat ocupa a aon
coj vers l'origin. e na surfassa éd na patr su eut ed na sfera, a comprend ij pont éd frontiera .

Ij pont intern a costa surfassa (compreis coj an sla surfassa midena) a son coj che a corispondo a je
stat ocupa a 1€ stat fondamental (vers €l zero assolut), col da fora a corispondo a stat nen ocupa. Costa surfassa a
ven ciama "surfassa ed Fermi'. A ognidun dij pont intern a corispond n'energia éd né stat ocupa, e la pi auta

éd coste energie a ven ciama "ivél éd Fermi' dl'energia EF.

I livéj dl'energia a son nen a listéssa distansa l'un da l'autr coma a son ij numer d'onda, pérche a
dipendo dal quadra éd &, Antla figura 6 i arpresentoma an manera schematica la surfassa éd Fermi e né spetr
dj'energie, fasend atension che as trata éd n'indicassion schematica andova a son arporta poche righe d'energia al
post d'un numer éd righe nen disegnabil e ugual a meta dj'eletron liber present.
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Figura 6 - Surfassa 'd Fernu e Livél éd Fermi

Pression éd degenerassion

I I'oma vist cge j'eletron confina drinta a un toch éd metal a venta che a 6cupo, fin-a al zero assolut éd
temperatura, livéj d'energia bin pi aut del livél minum. L'energ'a che a I'han, an mostr modéo, a I'é giuata energia
cinética, e donca j'eletron liber a I'han na

a-i son pi nen jon positiv che a compeno l'atrassion éd coj intern, e donca velocita, con na daitd
distribussion che i véddroma peui.

J'eletron che as treuvo davzin a la surfassa esterna dél toch éd metal a peulo avej velocita che a tiro a
féje seurte dal metal midem, ma fora da la surfassa a-i son nen carie positive che a peusso compensé cole
d'andrinta, e donca j'eletron a son arciamo andarera. Le cose a van coma se l'eletron a "batéissa" contra
klOanmaginaria surfassa e a fussa "acbuta andarera" da costa. La forsa che j'eletron arbuta a esercito per unita éd
surfassa a 1'é na pression, che a veen dita ed degenerassion.

Costa pression a I'é al rason dél fait che un metal a sia nen facil da comprime, dal moment che a I'é bela

forta. Sta pression a deriva donca dal prindipi d'esclusion éd Pauli, e nen da l'arbu dj'eletrom fra 'd lor.

Densita djé stat
A sta mira is clamoma ; daita n'energia E , coma pr'esempi l'energia éd Fermi, quanti a son jé stat che a

'han energia nen superior a E ?

Se i arpijoma an considerassion le figute 5 e 6, an base a lon ch'i 'oma vist, amt 1€ spassi dij vetor k&,
ogni cubet éd "dimension"

Ak, x DAk x Ak, =T x Tx 2
" 7 Yo /
x ooz
a conten né stat (ochpabil da doi eletron).
ool : P, .
A l'énergia E a corispond un vetor k tal che E, =——£", e donca la surfassa che a corispond a

2m,

2mE

l'energia E (suposta un su eut dé sfera) a l'avra, ant 1€ spassi dij vetor k&, a l'avra un "ragg" £ = O e un

3

14 _(2nE)2 ..
"volum" I daitda IV = ggﬁ [ ”72 j . El numer N djé stat che a son contnu an sto volum matrmatich a I'é
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dait da quanti cibet éd coj ch'i l'oma vist prima a stan andrinta al "volum" sara da la "surfassa d'un su eut dla

sfera" dlé spassi dij vetor k ch'i 'oma vist, e donca:

14 (24EY"?

83" a2
N=22 " J _c; ] B
r~.*T. " TR

Lo

andova C al'é na costant che as arcava da l'espression si dzora e che a dioend da j'unita éd misura dovra, na che

pér adéss an anteressa nen. Macass'a, da kOespressiom si dzora, a arzulta che :

3
C:]_(Z%]z
6r* \n?
Dal moment che ogni cubet a arpresenta né stat, €l numer N a arpresenta édco €l numer djé stat con
energia nen pi auta che E.
I notoma che /. ./, /. aléé prodot dle dimension fisiche dél toch éd naterial considera, e nen mach
n'entita matematica ant 1€ spass' dij vetor k. A sta mira i podoma divide sto numer pér €l volum dél material e
trové -el numer § djé stat con energia fin-a a £ pér unita éd volum:

s=cpY?

A peul esse pl anteressant calcolé cola che a 1'é la densita dje stat antorma a na daita energia, e pér

unita éd volun Dy(E), che al'é giusta la deriva rispét a E dla grandéss § ch'il'oma trova si dzora:

_95 s
D(E)_aE_ZCJE

An figura 7 i arportoma an manera qualitativa costa fonsion, che a dis che con l'energia a chérs la

densita, ma nen an manera linear.

D.E}

Figura 7 - Densitd djé stat pér & gas d'eletron.

A venta di che costa a I'é na manera senplifica ed consideré la densita, pérché a trata la fonsion S
coma na fonsion continua dl'energia, mentre, an realita la fonsion a arpresenta ma "media" foita su volunet nen
trop cit. An efét, con un JE anfinitésim, man man che E a chérs, cand la surfassa a incontra né stat i I'oma un
pich éd densita e cand la surfassa a 'ncontra nen né stat i 'oma debinsita zero. La curva ornua a aroresenta quant

sti pich a son s-ciass O rair. A venta donca ten-e cont éd costa limitassion.

Fin-a s1i 0'oma parla éd né spassi dij vetor & coma col che a peul esse trova ant un toch éd metal con
dimension A, 4, % nen trop diferente fra 'd lor e macassia bastansa grosse da £é an manera che nostr éspassi djj
vetor k a sia pien éd bin tanti stat, motobin davzin fra 'd lor. Ii pont che a aepresento jé stat a individuo
ognidun tre pian paralél ognidun a un pian coordina. I I'oma donca tre serie éd pian paralj che as ancrésio a
formé un reticol sati éd pont che a arpresento jé stat. I I'oma vist che ij lat dle cele elementar de sto reticol a 'han
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dimension ; se donca a capita che un-a dle dimension, disoma / , a dventa motobin cita, e nostr

r
101,01

cubo &d naterial a dventa na lamina motobin sutila, — a dventa bin pi gross, e ant 1¢ spassi dij vetor k, ij pian
y

paraléj al pian coordia £.£, ¢ donca normaj a &, che a conten-o jé stat, a dvento bin distansia fra 'd lor. Ij cont
ch'i 'oma fait prima a totno pi nen. I podoma pi nen consideré 1€ spassi dij vetor k sad dé stat possibij, e donca

a venta arconsideré la situassion. Is arferima a figura 8.

)
=

i

Figura 8 - Stat posspbij ant na lamina sutila.

Da figura 8, andova ij pontin a indico jé stat possibij, as peul védde che, ant 1€ spassi sij vetor k&, a-i
son nen éstat possibij fin-a a cand £, a pija €l valor £, A sta mira a comenso a essie dé stat possibij con vetor
k e donca con na corispondent energia £, Ma costi stat, fin-a a cand €l vetor k a riva nen a avej la component
k, che ariva al valor £ ,a son tuti an sél seul con &, = &,s. A parte da 4,; fin-aa £, an sél prim seul a-i é
n'otav éd sercc che a comprend costi stat, che a I'na un ragg 7 e che a chérs éd surfassa con &2, propi coma a fa

l'energia E.

An fonsion dl'energia E donca sta chérsta djé stat N a I'é linear, e par¢j édcod €l numer pér unita 'd
volum . La densita djé stat Ds(E) a ven da la deriva éd S, e donca a resta costant ant l'interval che i 'oma
considera. A patte da cand l'energ'a a riva a corisponde a 4,2 dla figura 8, as arpét, pér 1& scond seul dé stat
possibij, l'istéssa procedura, che as gionta a l'efét del prim seul, e via fort par¢j. An definitiva I'andament dla
densita djé stat a arzulta cola ed figura 9 an manera qualitativa, e sempe tnisend cont éd 1on ch'i I'oma dit ant &l

cas éd figura 7.

L.

Figura 9 - Densita djé stat an lamina sutila.

Fasend ij cont as peul verifiché che aumentand I'energ'a, jé scalin a dvento pi bass e a la fin a tendo a

esse bin aprossima da la fonsion éd figura 8 (che a I'é nen disegna ant l'istessa scala).

Se le dimension che a ven-o strenzue a son doe, disoma y e 3, coma pér un fil sutil, con j'eletron che
a peulo bogésse liber mach an diression x, ant I€ spassi dij vetor k j€ stat a ven-o a trovésse su éd pian normaj

a l'ass 4, distansia coma prima, ma édco su pian normaj a l'ass £, &dco lor distansia, dal moment che tant

71'/ /, coma 7[//% a son dventa gross. J€ stat a resto s-ciass mach ant la diression x, e donca a formo éd linie

pontegia an diression x, distansia fra 'd lor tant an diression y che an diression g.
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Se as serco j€ stat che a I'han energia nen pi grossa che E , e donca nen pi grossa che un dait £, as
peul védde da la figura 10, che la surfassa un su eut dé sfera con ragg £, socia a l'energia I , a riva al prim éstat

ossibil mach cand 4, aval 7//, (cheal'é ordss) , k. aval 7//, (chealé gross), &, aval 7m//. (che anvece
P 2y ¥ g < 4 g x

al'é cit). Da sta mira anans €l numer djé stat a comensa a chérse an manera linear con k , mentre l'energia a chers
con €l quadra éd £.
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Figura 10 -

An figura 10 i 'oma arpresenta | spassi 1€ spassi dij vetor numer d'onda &, andova as nota che le linie
xhe a conten-o jé stat, paralele a 'ass 4., a son a la crosiera dij pian normaj a 'ass &, e al'ass £, fra 'd lor bin
distansia.

Ab peul édco pensé € strenze tute e tre le dimension, fasend un "pont quantich" che pero, pér nostr
but, a I'é nen d'anteresse.

Orbitaj molecolar

Lon ch'i 'oma vist fin-a si a proposit d'anliure a ven da la teotia dj'eletron éd valensa, basa an sla
tendensa dj'atomo a completé €k seul estern con eut eletron. An costa teotia j'anliure a son stabilie fra doe
aromo, contut che, pér l'anliura metalica, i 'oma suponu &l "gas d'tlrtron" aprossima coma eletron liber confina
amdrinta €l toch éd metal.

Ant la teotia dj'orbitaj molecolar as part da l'idéja che la combinassion dj'oritaj atomich dij vati atomo a
da origin a orbitaj molecolar taj che j'eletron ed costi otbitaj a aparten-o pi nen a un dait atomo ma a tuta la
molécola. El numer dj'orbitaj molecolar che as formo a I'¢ l'istéss éd col dj'orbitaj atomich che a concoro a
combinésse.

An general as peul di che j'otbitaj molecolar a son an érdin pér energia che a chérs, e peui ant la
mplécola j'eletron éd valensa a intro ant j'orbitaj molecolar second el prinsipi d'esclusion éd Pauli, vis-a-di mem
pi che doi eletron con spin opost pér ogni orbital, second €l prinsipi éd Aufbau, vis-a-di ant I'6rdin d'energia che
a chérs, second la régola éd Hund o prinsipi dla massims moltplissita dlé spin, vis-a-di che j'eletron a van a
ocupé , amt un sotlivél d'energia, €l nassim numer d'orbitaj, an manera éd rende massim €l numer total dé spin..
Pr'esempi, tre eletron che a intro ant n'orbital 2p a van a ocupé prina 2p. con spin +7/2 , peui 2p, con spim
+1/2, peui 2p, con spin +7/2, an manera che 1é spin total S asia S=+1/2+1/2+1/2=+3/2. Un quart

eletron a andra ant l'orbital 2p. con spin —7/2, e via fort pargj.

Orbitaj d'anliura e d'anti-anliura
As supon che la combinassion linear fra le fonsion d'onda dj'orbitaj atdmich anteressa a atpresenta an
manera matematica l'orbital molecolar, I notoma che na fonsion d'onda da 's per chila eleva al quadra a da la
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densita éd probabilito éd trové l'eletron e donca an sto sens a 1'é nen amportant so segn, mentre &l segn a conta
ant la combinassion linear éd doe fonsion d'onda.

J'onde che as combin-o a peulo esse an fase, e antlora as adission-o 'un-a com l'autra, opura an contra-
fase, e antlora as sotrao l'una da l'autra. Ant €l prim cas a chers la probabilita éd trové j'eletron fra le doe nos e as
forma "n' orbital d'anliura" (dzorposission frontal) con energia pi bassa éd cola éd partensa, mentre ant I&
scond cas as forma un pont fra le doe nos andova la probabilita éd trové j'eletrom a va a zero, e as trata -ed
"n'orbital d'anti-anliura" (dzorposission lateral) con energia pi auta éd cola éd pattensa.

Edco ambelessi, e con j"istéss criteri vist a s6 temp, i podoma avéj orbitaj molecolar d tipo @ e orbitaj
molecolar éd tipo T . An costi orbitaj molecolat, qualonque a sia €l tipo, as forma sempe n'orbital d'anliura e
n'orbital éd anti-anliura. J'orbitaj d'anti-anliura a son indica giontand n'asterisch.

An costa teoria sto método dla combinassion linear (che a I'é na semplificassion d'un problema désno
bin dificil da arzolve) a ven indica coma LCAO. An pratica, an sto cas, i l'oma che niorbital molecolar ¥ a lié

dait da la combinassion lineatc
Y=y
i

andova ¥ a l'é 'orbital molecolar, mentre y; a son j'orbitaj atomich che as combin-o, mentre ¢ a son jj

coeficent costant che a siabilisso €l peis dij diferent orbitaj ant la combinassion. Sti coeficent a venta che a rendo

2
. N 0
la fonsion ¥ normalisa, e donca a venta che J.V—O|1P| v =1

Pér na molécola bi-atomica (atomo 4 e otomo B), ji doi orbitaj atomich che as combin-o ¢ e 5, a

dan irigin ai doi orbitaj molecolat: la prima, ¥ ;.. = ¢ 4 ¥ 4 + € Bantina W > 2 1'é lotbital d'anliura, mentre 1&

scond "W, = € Aanti—aniinra W A = € Banti—aniina W » @ 1'é 'orbital d'anti-anliura. IL'energia dl'orbital molecolar

d'anliura a I'é pi bassa dl'energia dl'orbitaj atomich éd partensa, mentre l'enetgia dl'orbital molecolar d'anti-anliura
al'é pi auta dl'energia dl'orbitaj atomich éd pattensa, com a mostra figura 11.

LE
anti-anliurg Energia
!
Atoma A Atoma B | Atomo A Atoma B —EBag,

pian Incla'.al'\
. B . \ . ) . i
1s 1z 1z 1s
an fase . contra fase —-—tF a;

a
anlivra

Figura 11 - Orbitaj molecolar.

I 'oma, an general, che la combinassion éd # orbitaj atomich (indica con OA) a produv 7 orbitaj
molecolar (indica con OM).

Condission pér la formassion éd OM
Nen tuti j'orbitaj atomich a peulo formé d'orbitaj molecolar, ma costi as formo (6 a son significativ)
mach cand a son rispeta tre condission.

La prima éd coste condission a 1'é che j'energie dij doi orbitaj atomich a sio istésse opura nen trop
diferente. An efét, se la diferensa d'energia a I'é grossa, ij doi orbitaj molecolar che as formerio a sario coincident,
an pratica, con j'orbitaj atomich éd pattensa, e donca a formo nen d'anliure; costi orbitaj a ven-o ciama "orbitaj
nen d'anliura".
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La sconda comdission a 1'é che ij doi orbitaj a sio compatibijm vis-a-di che a peussoi dzorpon-se an
manera esteisa, ¢ pér son a venta che a sia diferent da zeru "I'integral éd zorposission S':

S= [ wappd #0
/=00
e an costa manera ij doi orbitaj nolecolar chr a arzulto a l'han energia duferenta fra 'd kor e da j'orbitaj éd

pattensa. St'integral a peul esse a zero contut che j'otbitaj a &s zorpon-o, e son pér rason €d simettia.

La tersa condission a ven propi dal fait che S a venta nen che a vada a zero pér rason éd simetria.
Pr'esempi, la figura 12 a mostra coma na dzorposission che a produv nen orbitaj molecolar. Se I'ass fra le doe nos
alélass x elorbital A4 al'é tipo s mentre l'orbital B al'é tipo p. , as nota che la zorposission con segn
positiv dél lobo da dzora a ven anula da cola con segn negativ dél lobo da sota.

Figura 12 - OM nen possibil pér la tersa condission

Strutura a bande

Lé studi dj'orbitaj molecolar a 'ha vaire carateristiche e complessita se as van a studié le molécole dij
diferent compost chimich, ma ambelessi, pér ij nostr but, a anteressa nen andé ant l'ancreus ant ij problema
chmich, mentre a 1'é amportant vardé lon ch'a capita ant un solid, e an particolar ant un cristal, a parte da un
cristal metalich.

Pér le anliure metaliche i l'oma fait l'ipotesi dél "gas d'eletron”, e peui i I'oma studio, an costa ipotesi, €l
comportament dj'eletron confina. I 'oma peui vist la teotria dj'orbital molecolar, che ambeless' i vardoma dé
spantié a l'ansema éd molécole che a formo ij cristaj. I comensoma a consideré che 'aprossimassion dél gas
d'eletron liber a venta che a sia coregiua tnisend cont dij jon positiv, e i daroma le linie prinsipaj dla teoria dle
bande, andand peui un poch pi ant l'ancreus.

Potensial reticolar

Ant un solid cristalin, i podoma 'ncora trascuté le assion fra eletron e eletron, ma i consideroma che
ogni nos a génera un potensial coma col areresenta an figura 13. Any la prima part éd la figura a I'é¢ arpresenta €l
potensial genera da na nos éd n'atomo isola, mentre ant la sconda part a I'é schematisa €l potensial che 'eletron a
treuva andrinta a un cristal (che si a 1'é arpresenta semplifica a un-a dimension) prodovu da l'adission dij potensiaj
éd tuti ij jon present.

As peul noté che an sij bord dél cristal (suponu gross com as veul) a-i é cola bariera ch'i l'oma gia vist, e
che a ten confina j'eletron. Mach an sél bord €l potensial a tend an manera assintotica a zero, mentre andrinta al
cristal €l potensial a 1'é na sucession periodica éd buche an corispondensa dij jon, e con éd massim con valor
indica con Uy, che as treuvo a meta fra ogni doi jon.
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Figura 13 - Potensiai vist da j'eletron

Le bande d'energia

I I'oma gia vist ampressa, e pl anans i véddroma con pi precision, che cand doi aromo as avzin-o fin-a a
cand Ir fonsion d'onda dj'eletron dij doi as dzorpon-o an manera significativa, ij livéj d'energia istéss o davzin dij
doi eletron as més-cio a formé un livél d'anliura e un d'anti-anliura, separa sa un saut d'energia. Pi €l cobiament
éd j'atomo a I'é streit e pi a son separa ij doi livéj. Cand j'atomo ch'as avzin-o, e che i suponoma tuti istéss, a son
tanti, disoma N, ogni livél atomich as separa an NN livéj davzin, che a formo na "banda éd kivéj d'energia".

che a I'ha na larghssa che an pratica a dipend da quant j'atomo a son davzin, ma bin poch da quanti a son.

Ste banded'orbitaj as formo nen mach pér j'orbitaj an tut 6 an part ocupa da j'eletron ma 'dcd pér
orbitaj possibij ma liber. As peulo donca formé bande tute ocupa, bamde mese ocupa e mese libere e bande
libere, Ste bande son 0 a peulo esse separa da intervaj d'energia che a conteb-o nen d'orbitaj e donca a son
intervaj d'energia proibi a j'eletron.

J'eletron pi intern dj'atomo a ven-o bin poch anteressa da sto fendmeno, e an pratica a resto anlia a so
atomo sensa grosse diferense con l'atomo isola, mentre a son motobin anteressa j'eletrom &d valensa- I 'oma vist
coma ant ij metaj, j'eletron che a formo costa banda a sio pi nen assegna a n'atomo precis, ma a aparten-o a tut €l
cristal. An base a coma coste bande a son ocupa, i cristaj a 'han diferente proprieta fisiche, ma son i lo véddroma
peui. Ambelessi i vardoma d'esempi éd bande, e peui i vardoma la costion an manera pi analitica. An figura 14 i
arportoma la formassion dle bande ant €l sodio. As nota la formassion éd na banda mesa ocupo e na banda
d'autut libera, che per un cit interval a van ubn-a am sl'autra.

Crivtal Jo
_______________ Bawda Fn vesica
JIN stat
o —= _____-_. S 1 ! dzerposiren
i R — ser [
Orital Js N Bawda 31 mresa pien-a

N stat am tut

Pewid

Na Nas Naz; Nag Nag

Figura 14 - Formassion dle bande ant & sodjo
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Potensial periodich unidimensional

I disoma che 1”(x) al'é un potensial periddich &éd pass «, se a1'é sempe vera la relassion :
V(x + mz) =V(x) andova #=0,%£1,£2 £3---

e donca an sto cas, l'equassion dé Schrodinger pér n'eletron an sto potensial, a cambia nen se x —  x +7a.

Se wi(x) e u(x) a son doe solussion linearment andipendente dl'equassion dé Schrédinger, antlora
édco mi(x + a) e wu(x + a) a son solussion. Dal moment che ogni solussion a 1'é combimassion linear éd doe

solussion andipendente, a vemta 'dco ch'a sia :

{%1 (x + a) =6 (x) + C1p M (x)

Uy (x + cl) =61 (x) teou (x)

Teorema éd Floquet e ed Bloch
Bl teorema éd Floquet a dis che ; Fra le solussion dl'equassion dé Schrédinger a-i na esisto doe,

v, ¢ ,.che al'han Ia proprieta che y/(x + a) = Ay (x) andova A al'é na costant.

Pér coste solussion a dovto 'deo arzulté che 1y (x +7a) = A"y (x) andova 7=0,%1,+2,£3-..
Se ¢ al'é na solussion, antlora i podoma scrivla, seconnd 1on ch'i 'oma vist, ant la forma:
()= A () + B ()
Da le ugualianse scrivae fin-a adéss i podoma édco scrive che :
w(x+a)=Au(x+a)+Buy(x+a)= A[cu w(x)+epm (x)] + 3[62,1 AR (x)] =
=(Acyy +Beyy )iy () +(Aeyp + Beoy )y (x)

Pér che la proprieta y/(x +a) = Ay (x) a sia verifica, a venta che

(A, +Beyy)=44

(Acy, +Be,,)= 1B

pérche oarj il'avt'o che w (x +a) = A Au (x) + ABuy (x) = /’t[A m (x) + Buy (x)] =Ay(x).

El sistema scriva si dzora a I'é un sostema linear omogéni ant le doe incognite .4 e B, che a lha

solussion significative se, e mach se, al'é :

Lé svilup dé sto determinant a I'é n'equassion algébrica dlé scond gré an A, che a I'ha doe solussion,

che idisomaX; e Az, che a soa vira a pérmétto €d defini le doe solussion ; e ¢. dél teorema &d partensa.

An efétil'oma che
(f1,1 - /1)(?2,2 - /1) =161 =0
2 _
A= (f1,1 + 52,2)/1 + 0116000 —¢1061 =0

I podoma vardé quaicos éd pi su costi coeficent. Se i consideroma €l Wronskian dle le doe solussion

g1 e ¢, vissa-di W (x)=w, ¥} — Wiy, ,inotoma che a val la relassion W(x + tl) =4 AW (x) ,maas peul
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dimostré che €l Wronskian éd doe autofonsion che a corispondo a l'istéss aytovalor a I'§ na costant, e donca a

venta che asia I (x +a) =W (x) edasonaventache 4,4, =1.

Le fonsion ¢; e 32 a peulo esse aceta se, e mach se,

4| =]A]=1

désno as dimostra facil che se |/1k| #1 la fonsion ¢ a saria divergenta pér x —>© opura x—>—00. ]

podoma donca supon.e che

78 —ik
ﬂ/l — €Z a ; 22 =¢ Ra
andova £ al'é un numer real. Le fonsion y, a son fonsion periodiche éd £, e donca i podoma limitésse a

. , . .. .. T T .. :
consideré ij valor éd k compréis fra — e —-Il'avroma donca che a val, pér coste autofonsion;
a a

y/(x+ﬁa)=ejﬂk”§u(x) con n=0,x1,+£2 +3 ...

La fonsion d'onda a I'ha la stessa periodissita dél reticol, e pér spostament éd multipl dél pass « a

cambia giusta la fase, cosa che a influiss nen an sla misura éd qualonque grandéssa.

Lon ch'i 'ona vist a I'é. an pratica €l teoréma éd Bloch, che si da sota i vardoma d'enunsié e derivé an

manera un poch diferenta.

El teorema ed Bloch a part da 1on ch'a dis €l teorema éd Floquet e a serca ij valor possibij pér él fator

costant A, pér classifiché le solussion dl'equassion dé Schrodinger per l'energia, ant un potensial periodich.

I comensoma a anticipé che na fonsion dél tipo l//(x) = Uy (x) andova #e(x) al'é na fonsiom

petiodica con petiod a, (vis-a-di #e(x) = me(x +a)), al'é dél tipo dla fonsion ch'i sercoma. An efét ;

l//(x + ﬂ) =T a) "y (x + cl) = ptika Lk n(x) = otk w(x)

ambelessi donca €l fator 1 (fator éd Floquet 0), al'é nafase: A= Q0 = =

El fator éd fase a cambia nen la déscrission dla f'sica dél sistema, dauta da la fonsion d'onda, che a
resta l'istessa oér né spostament éd « , pass dél potensial periodich. EI £ che as treuva ant la formula a I'é un
parameter che a da alfator éd Floquet na série éd valor possibij, com i véddroma.

Bl teorema ed Bloch a dis che ; Dop avéj stabili, mersi al teorema éd Floquet, che le fonsion
d'onda solussion dl'equassion éd Schrédinger d'un sistema con potensial periodich a son taj da resté
Istesse, a meno d'un fator molyiplicativ (fator dit "fator éd Floquet Q"), pér Ié spostament a d'un period:

y(x+a)=0vp(x)
as dimostra che, an particolat, , che ste fonsion d'onda a peulo esse scriviie ant la forma :

tika
4

l//(x+a)= l//(x) opura ly(x):eik%ﬁ/€ (x)

andova u,(x) al'é periodica con I'istessa periodissita dél reticol : u, (x)=u, (x +a)

. . < . T +i
Le doe formulassion a son echivalente. An pratica €l fator Q a peul mach pijé ij valor O = P

I pijoma pér bom sto teorema, sensa arportene tuta la dimostrassion. Le fonsion d'onda daite an costa
manera, che a la fin a arzulto esse faite da na fonsion periodica moltiplica pér n'onda pian.a a son ciama le
fonsion éd Bloch.
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Periodissita dla fonsion d'onda

I vardoma méj la costion dla fonsion d'onda e €l significa dél £ che a compariss ant 'esponensial. Ant
la part vista si dzora i 'oma ciama a &l pass dél reticol periodich dj'atomo éd nostr cristal ideal. Ambelessi, e
peui pi anans, an ven pi comod ciamé ¢ sto pass reticolar.

La fonsion d'onda #(x) a arsent éd costa periodissita, e i podoma defini n'operator éd traslassion T
che a sposta la fonsion ¢(x) éd na distansa ¢. La fonsion che a arzulta a venta che a sia um multipl dla fonsion
éd partensa, vis-a-di che i 'oma :

Tl//(x) = z‘l//(x) = l//(x + €)
La costant ¢ a venta che a l'abia modul unitari. Si'operator a peul esse aplica vaire vite, e donca i
podoma 'dco sctive :
T”l//(x) =/"y(x)= y/(x + m) andova #=0,1,2,3,-

A sta mira i podona arpresentéi le condission éd periodissita d'un reticol periodich unidimensional
anfini dovrand le condission al contorn éd Born-von Karmen, che a supon-o na fila éd N utoms, con N gross,
sara a anél. An coste condission, a parte da n'atomo, dop N trasferiment, as torna an 's l'istéss atomo. Aplicand
sto modél a l'espression si dzora as treuva :

TNy/(x) =N y/(x) = l//(x + Nc) = l//(x)
Da si as peul védde che A =17 eche 7,un-adle N radis dl'unita, a peul esse scrivia coma :

Zm'i

t= N amdova /=0,1,2,---, N—1

o . 2/ . ; . .
A sta mita i podoma defini k& coma: £= N amtlorailoma 7=¢“  ¢doncai podoma scrivr
¢

ike
l//(x + 6) =e¢ l//(x)
I podoma 'dco buté la costion an costi termo: La probabilita éd trové l'eletron ant l'interval fra ¢(x) e
2
(x) + dx a val |l// (x)| dx - Pér che l'equassion dé Schrédinger ant un potensial periodich con costant dél

petiod ¢, a sia sodisfaita da ¢(x) , a venta che la probabilita éd trové l'eletron a sia l'istéssa pér n'istéss dx
antorna a la posission x + 7 ,andova n al'é un numer antrégh. Donca a venta che:

|l//(x + n£)|2 = |l//(x)|2 - y/(x + iw) = Cy/(x)
andova C al'¢ na costant tal che |C|2 =1.

I definima 4 tal che a sia C = ™" ikne

e doncail'om l//(x + ﬂC) =e¢ l//(X) e da costa il'oma 'dco

y(x)= P w(x+nc)
e se i moltiplicoma ij doi member pér ¢ i otnoma :
e—z'/éxl//(x) _ e—z'/é(x + ﬂ[) l//(X n ”[)

ikx

antlora la fonsion %(X) =¢ W(x) a 1'é tal che %(x) = ﬂ(X + m) mentre I'equassion W(x) = o~ %(x) a

I'¢c solussion dl'equassion dé Schrodinger.
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Modél éd Kronig-Penney

An sto modél semplifica as dimostra che ant un potensial periddich unidimensional fait da buche 'd
potensial separa da bariere 'd potensial sutile, com an figura 15, pér d'eletron che a arsento de sto potensial, as
género éd bande d'energia consentia, separa da intervaj d'energia proibia.

v
|
I

Figura 15 - Potensial periodich éd Kronig - Penney

Com a arzulta da la figura, na fila éd buche 'd potensial larghe « e separa da na bariera éd potensial
auta 17y elarga b, a formo un potensial unidimensiona con period ¢ =a + & (costant dél reticol).

L'equassion dé Schrédinger pér l'eletron, da arzolve, an corispondensa dla buca a I'é :

d’ 2mE
Cand O<x<a @ +a21//(x)=0 andova @ =—-2
dx h
An corispondensa dla bariera 'equassion dé Schrédinger a dventa
e P=if =i con E<V
Cand —-b<x<0 —g—k,b’zl//(x):O andova k
dx: 2m(E-1%)
B=p.= - con E>1
Le solussion éd coste equassion a son, com i l'oma vist a sa temp:
ant la buca v, (x) = Asin(ax) + Bcos(ax) cand 0<x<a
ant la bariera v, (x)zCsin(ﬂx)+Dcos(ﬂx) cand —-b<x<0

arcordand che cand S =7f_ al'é anmaginari le fonsion trigonométriche a dvento iperboliche.

Condission al contorn
A venta che a-i sia continuita. passand da la batiera a la buca, e al contrari, fra le fonsion d'onda e fra
soe deriva prime. An sla frontera an posission x = 0 (istéssa a tute j'autre) a venta donca che

n(0)=v(0) > B=D ; WL(X)I ) e

0 0
Condission éd periodissita
Antant i disoma che ¢ =a + b al'é & pass éd nostr reticol. Dal teorema éd Bloch as decuv che la
fonsion y; (x) ant & pont « a venta che a sia ugual a la fonsion ¥, (x) ant &l pont -4 moltiplica péf &l fator
¢'* ¢ son a val édco pér le deriva prime dle doe fonsion ant j'istéss pont. Son a porta d'autre doe condission che
a venta ch'a sio rispeta. I podoma donca scrive:
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y/1(¢z)=l//2(—b)ejé[ - Asin(aa)+Bcos aa I: —C'sin( ﬂb)+Dcos(ﬂb)] ke

! (X)| =W2(X)| PN O{Acos(aa) aBsm Om [ﬂCcos ﬁb)+ﬂDsm(,3b)] ke

dx |d dx |,

I I'oma donca quat equassion che a pérmétto éd trové le quat incognite A4, B, C, D.

B=D

aA=pC
Asin(om) + Bcos(aa) = [—C sin(Sb) + Dcos(ﬂb)}elk[
aAcos(aﬂ) aBsm [,BCcos(ﬂh) + ﬂDsm(ﬂbﬂ ke

Solussion dél problema

I partoma dal sistena dle quat equassion ch'i 'oma trova si dzora.

I podoma sostitul le prime doe equassion ant le sconde doe, e par¢j is portoma a traté doe equassion
dél prim gré an doe incognite, .4 e B . Faita la sostitussion i moltiplicoma la prima dle doe pér 8 e i otnoma:

che i podoma scrive an manera ordina coma:

Apsin(aa) + Bf cos(aa) [ aAsm(ﬂb)+Bﬂcos(ﬂb):| ke
aAcos(aa) aBsm aa [aAcos ﬂb)+,3B51n(ﬂ/7):| ke

e peui i cheujoma le variabij e ordinoma:

A[ﬂsin(aﬂ) + ae'* sin(ﬂb)] + Bl:ﬂcos(aa) - ﬂei/ﬁ[ cos(ﬂ/?)] =0
A[a cos(aa) - ae'* cos(ﬂb)] + B[—a sin(ara) — B sin(ﬂb)] =

Sto sistema a 1'é fait da doe equassion algébriche dél prim gré ant le variabij 4 e¢ B, e alha na
solussion nen banal (tuti zero) se soO determinant (dij coeficent) as anula. Sto determinant, ugualia a zero e
svilupa, a produv, dop vaire passagi che i stoma nen a arpoté, I'equassion:

2, p2

coske = cos(aa)cos(ﬂb) _a B sin(aa)sin(ﬂb)

A sta mira, pér rivé a na solussion dél problema, i definima:

o azaO\/;
o) = aa( ; 77=£ edonca = B, =a,n—-1

h 1%
' B=oy1=1

e i arcordoma 'dco che cos(z'x) = cosh(x) ; sin(z'x) = sinh(x) . Sostituend i I'oma:

Pér 0<n<1; (E<V)y

cos(kc)= f(n)= cos(aoa\/_)cosh(aob\/_) \/1_77777 sm(aoa\/_)smh(aob\/_)

Pér n>1; (E> V)

cos(/ér) = f(?]) = cos(aoa\/_)cos(aob\/—) 2\/:7(1_7_77) sm(aoa\/;)sin(aob\/m)
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Solussion grafica

I notoma subit che, la fosion a dipend da n a drita dla notassion f{5) e da k a snistra dla notassion, e
peui i notoma che drita a-i ¢ unmember che a I'é nen limita, mentre a snistra a-i ¢ un termo che anvece a I'¢é
limito fra =1 e +1.

I 'oma donca che l'equassion a peul esse sodisfaita mach cand /) a l'ha un valor compreis fra
-1 e +1, ¢ son a capita mach pér dait segment éd valor dla variabul 7 , vis-a-di pér dait intervaj dl'energia
E dl'eletron

La solussion a peul esse grafica se i arpresentoma €l member ed drita an coordina cartesian-e vis-a-di

fly) an fonsion éd 7 ,, e i trassoma le doe linie f(n) = 1. Ij pont dla fonsion che a peulo avéj un significa
fisich a son coj compreis fra le doe linie limit che a comprendo ij valor possibij pér €l member dé snistra

cos(k c).

El "pento ed Dirac™
2m(Vy — E)
h

I consideroma él cas Vy > E e donca cand fB=if_ =i , ¢ 1 podoma sctive nustra

equassion coma:

2 2
%sjﬂ(aa)smh(ﬂb) + cos(aa)cosh(Bb) = cos(4¢)

Pér fé le cose pi sempie, perod, i podoma supon-e dé strenze la bariera e ausséla, an manera éd
trasformela ant na fonsion ¢ éd Dirac. An costa ipotesi 17pb a resta na costant finia. I consideroma donca na

fila anfinia éd fonsion ¢ distansia da intervaj a — c¢. I l'oma 'dco : cosh(ﬂb) ->1 ; sinh(ﬂb) - fb .

Antlopa i podoma scrive :

2mVy = 2mEy + 2mE

2, .2
uﬂbsim(aa)+cos(aﬂ)= ,B/fsin(om)+cos(0m)=

2af 208 h*
20X Vyb
=2 027 sin(aa) + cos(aa) = 20 Zsin(aa) + cos(aﬂ) = cos(k¢)
ah he oa
Vb
e se 1 butoma che M = mhg ? ,evistche a — ¢, nostra equassion a dventa:

f(aa)= M% + cos(aa) = cos(ka)

I 'oma suponu che, contut che 17 a vada vers l'anfini e & a vada vers zero, €l prodot pb as

manten costant, i podoma supon-e costa costant tal che a sia M = 5, giusta pér avej n'esempi numérich.

I l'oma ciama f (@) &l prim member éd nostra equassion e i arportoma an figura 16 'arpresentassion
grafica ch'i 'oma déscrivu si dzora.
An costa arpresemtassiom a son evidensia ij valor éd la variabil aa che a dan un sens fisich a

l'ugualiansa f(aa) = cos(ka).

2mE

Dal moment che i I'oma buta che a = , ala fin i 'oma che le region evidensia an giaun an

figura 16, a corispondo a valor dl'energia possibij e a son le "bande d'energia possibij, mentre j'autri valor a

corispondo a le "bande d'energia proibie.
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Figura 16 - Origin dle bande d'emergia.

I 'oma vist com as formo le bamde d'energia ant on dalid cristalin, e i arpijroma l'argoment ant la

session dedica a la fisica dlé stat solid.

Relassion éd dispersion fra E e k

I vardoma adéss com a son anlia fra 'd lor energia e numer d'onda. I comensoma a vardé ij doi cas
limit, dont €l ptim con batiera éd potensial tal che a sia Vg =0 ; Vogb =0 ; M =0, cosa che a cotispond a
l'eletron liber, e 1€ scond con Vg = 00 ; Vob > 1 ; M > 1, che a corispond a eletron motobin anlia e bariere

motobin aute.

Ant €l prim cas i l'oma che l'equassion f(aa) as arduv a cos(aa) = cos(ka) e doncail'oma che

2mE £
a =k ,edonca Tm =k > E= Pyt Costa energia a peul pijé qualonque valor.
m

Ant 1€ scond cas i 'oma che el termo che a conte M motobin gross, a consent solussion dl'equassion

mach cand a I'ha un valor antorna a zero, e donca cand sin(a@a) = 0 e donca cand nostra equassion a dventa

2 42
/]
andova #=1,23,--- e da siiarcavoma che E=(ﬁj 2— con n=1,2,3++ .An
a m

2mE _nr
fi a

sto cas a-1 ¢ 1 nrn ma dipemdemsa direta da £, e l'energia a peul mach pijé valor discrét.

(2

Se anvece i consideroma un cas nen al limit e i arpijoma nostra equassion f(aa) = cos(ka) , da si i
podoma arcavé la fonsion éd dispersion invertend costa fonsion, cosa che si, pér adéss, i foma nen. ma i
arourtoma &d grafich indicativ, che i androma a studié mej e pi ant l'ancreus e ant €l precism cand i patleroma ed
Fisica dlé Stat Solid.

Pér costa arpresentassion i dovroma coma arferiment la figura 17. andova i 'oma arporta a snistra na
part dla figura 16, vira an sens amti-orari éd 90° e peui volta an manera orisontalan manera d'avej l'arferiment dle

bande consentie e dle bande proibie.

Ant la part grita dla figura i l'oma arportala relassion fra energ'a e numer d'onda tnisend present che
l'energia a I'é anlia al valor ¢a ma a 1'é nen l'istéss. La figura a I'¢ donca giusta imdicativa, e i tptnroma an manera

pl precisa sucisti argoment parland ed Fisica dIé Stat Solid..
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Na cosa che a peul esse arleva a I'é¢ che, an sto model, a I'¢ che se as considera na bariera sempe pi auta,
le bande as éstrenzo motobin , fin-a un sol autovalor dl'energia (e son a aprossima €l cas dj'element isolant). Se as
considera anvece la bariera che a va vers zero, le bande as éslargo e j'intervaj proibi as éstrenzo fin-a a spari (e
son a aprossima j'elemeny bon comdutot).

x4 E

Banda proibia

m .
’\‘ Banda consentia \ /

Banda proibia

Bands consentis

f
3
| Banda proibia
Banda consentia "\“_'_,.""
.i'i(ﬂ'.ﬂ) Banda proibia i

3Im 2e _k

-2 1 1 2 i = g

£
15
m
H,

-]
-]

Figura 17 - Relassion éd dispersion E (k)

Livél éd Fermi - Energia éd Fermi

Bl "livél éd Fermi FE;" d'un corp solid a ven defini coma &l travaj termodinamich necessari pér
gionté n'eletron al corp midem. As capiss donca sabut che ogni element & compost 6, an general, dgni sostansa
solida (si is arferima an manera implicita a cristaj, contut che a peussa nen essijne da manca) a 'avra un so livél éd
Fermi. A ven édco dit "potensial chimich p" dl'eletron.

Se ant un sircuit eletronich, sensa baterie 6 d'autri tipo éd generator, fra ij pont 4 ¢ B a-ié na
diferensa éd potensial V4 — V} fra ij doi pont, son a veul di che fra ij doi pont a-i é na diferensa éd potensial
chimich anlia a la diferensa éd potensial da la formula 17, —17 =M, andova —e a I'¢ la caria

—e
dl'eletron. Se j'eletron a I'han la possibilita éd bogésse, amtlora a-i sara na corent dal potensial p' ayt al potensial pi
bass, e donca j'eletron a passran dal # pibassal # piaut.

An echilibti, a rason éd costa migrassion d'eletron, e se ant &l sircuit a-i son nen generator e a-i son nen
diferense éd temperatura, ij livéj €d Ferni a dvento tuti istéss, e donca as peulo pi nen misuré diferense éd tension
fra doi pont.

As dis, anvece, "energia éd Fermi E;" €l valor dl'energiia d'energia dél livél pi aut ocupa da n'eletron
ant un cerp a la temperature dél zero assolut.

I tornroma a parlé dé sto argoment pi anans ant €l capitol ch'a ven, parland éd Mecanica Quantidtica
Statistica.
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Mecanica Statistica Quantistica

I I'oma vist fin-a si che vaite problema a peulo esse arzolvu an manera precisa mach cand i l'oma da fé
con bin poche particole. El pi dle vire i 'oma avi da manca éd modéj motobin semplifica che, macassia, a I'han
dane bon-e informassion an slé stat dij sistema éd vaire particole.

La Mecanica Statistica, macassia, a peul dé éd bon-e informassion an sél comportament d'un sistema

uantistich fait da un nu oss €d partico a da manca é ¢ a uassion pér ogni particola.
ntistich fait da un numer gross éd particole, sensa da manca € pensé a n'equassion pér i particol

El concét éd base pér stabli (0 magara stimé) 1€ stat dinamich d'un sistema éd N particole, con N
dl'6rdin éd grandéssa dél numer d'Avogadro, a 1'é €l calcolé la probabilita éd distribussion dle patticole fra ij vari
stat dinamich andova le patticole a peulo trovésse.

Daite donca N particole, ognidun-a éd coste a 'avra né stat d'energia ¢ . andova l'indes 7 a peul
indiché indiché un livél discrét d'energ'a fra coi possibij, opura édcd a podrt'o atfet'sse a un domini cont'nuo éd
valor (ambeless' i consideroma n'ansema éd valor discrét).

A un dait temp 7, il'avroma donca che a-i saran 1, particole con energla &, N, patticole con

energia &, e via fort paréj, an manera che, se U al'é l'energia interna total dél sistema, il'avroma :
N=ﬂ1+ﬂ2+7l3+"':zﬂj 5 Uzﬂlgl+71262+”383+"'=Zﬁj€j

Se él numer dle patticole a I'é costant, antlora as dis che €l sistema a I'é sara, mentre se €l sistema a 1'é
isola, antlora édco U a1'é costant.

Echilibri statistich

A 1¢é logich pensé che ant ogni sistema éd coj ch'l 'oma déscrivu si dzora a-i sia , a-i sia na distribussion
dle N particole fra ij diferent livéj d'energia, che a sia pi probabil (6 pi favoria) rispét a tute j'autre. El sistema a
tira a portésse an costa configurassion, e na vira che a la treuva a tira a rsté an costa configurassion, mach fasend

éd cite variassion antorna a sto pont, taj che a livél macroscopich as noto nen variassion.

Cand &l sistema a riva an coste condission, as dis che a I'é an echilinri statistich. e pér seurte da costa
situassiom a-i ¢ da manca éd na forsa da fora.

Probabilita éd na distribussion
Pér stabili la probabilita che a I'ha na daita distribussion dle N particole ant jé srar disponibij as
considera quante che a son le configurassion che a dan cola distribussion.

La probabilitu éd na daita partission a I'¢ donca proporsional al numer dle diferente manere d'otenla. A
I'¢ ciair che coste manere a son considera tute equiprobabij.

Numer djé stat ed base

Ed solit n'autofonsion éd na particola a I'ha un numer anfini dé stat possibij, ma a peul esse pi
d'anterésse limité costi stat a un numer M . I arpijoma ampressa e i completoma 10n ch'i 'oma vist prima, cand i
consideroma d'avej M stat possibij e IN particole da piassé an costi stat . I voroma savéj quante possibilita (stat
éd base) a-i son éd fé costa operassion, an fonsion dél tipo éd particole che i suponoma d'avéj.

I comensoma a vardé quanti a son j€ stat possibij e peui i véddroma coma costi stat a peulo esse ocupa
am fonsion dl'energia dle particole, che a soa vira a I'¢ anlia a la temperatura. tnisend cont che a la temperatura
dél zero assolut, tuti j€ stat pi bass a son ocupa da le particole, con diferense fra particole distinguibij, boson
identich e fermion identich.
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Particole distinguibij
An sto cas jé stat a peulo esse arpetu, ¢ donca ogni particola a I'ha M stat possibij. Dal moment che le
particole a son IN , jé stat possibij éd nostr sistema a saran:

—_ AN
N;tat =M

e donca i podroma avej MN stat possibij (autovalor) pér ndstra equassion ch'i I'avio ciama ‘Wa b ﬂ> (autofansio

dél sistema).

Boson idéntich

An sto cas a-i € nen un limit a le particole che a peulo ocupé né stat. Se i suponoma che ogni stat a sia
na casela, pér fé un-a dle pérmutassion i comensoma a piassé un-a dle IN particole ant un-a dle M caséle, e donca
i 'oma M diferente possibilita. Se i pensoma che a conta '6rdin dle particole, ¢ dal moment che ant l'istéssa
casela i podoma buténe n'autra, 6 davanti 6 darera, pér la sconda particola a-i son M + 7 diferente possibilita, e

parej ogni particola a gionta na caséla a cole possibij, e a la fin le possibilita €d piassé le particole a arzulto:

(M + N —1)!

MM+ 2 (M N 1) =20

e as peul subit védde che se i l'aveisso mach né stat (M = 7) le possibij pérmutassion dle particole a satio N/. Dal

moment che '6rdin a conta nen , a venta 'ncora divide pér N/, e ala fin i 'oma:

_(M+N-1)
N (M 1)
Fermion idéntich
Se i pensoma a l'istéssa manera éd formé le fonsion éd base, i podoma supon-e che la prima particola a
I'ha M possibilita, la sconda a I'ha mach pi M - 1 possibilita, dal moment che le ripetission a son nen consentie e
via fort. L'érdin a I'ha nen amportansa e donca tute le pérmutassion a son consentie. An total jé stat possibij a

son:

M
N!(M-N)!

Stat =

Distribussion térmiche fonsion dl'energia

Ste distribussion a anteresso motobin ant 1€ studi dij semicondutor e dla relativa eletronica. 1
arcordoma che tuta la mecanica quantistica che il'oma trata e che i tratoma, a I'ha €l but, an nostre intension, éd

fé da base a costi studi, e magara, se i podroma 'ncora félo, a la fisica dlé stat solid.

Ste distribussion a detivo da la mecanica statistica, che pér adéss a 1'é nen nostra intension dé svilupé, e
donca ambelessi i arportoma giusta j'arzulta, che perd a son motobin amportant da ten-e an considerassion, sensa

andé trop ant ij particolar.
Le assunsion che as fan an partensa a determino €l tipo €d distribussion che as oten, ognidun-a con so

camp d'aplicassion.

Distribussion éd Maxwell-Boltzmann

Costa a I'¢ na distribussion dla Mecanica Classica che, arferia a un gran numer éd molécole, a ffa part
dla teoria cinética dij gas, an particolar pér lon ch'as atferiss a la velocitd dle nolécole (agitassion térmica).
Ambelesst is arferima a un gran numer N éd particole qualonque e soa energia.
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I comensoma a consideré un sistema d N particole identiche e distinguibij, che a peulo esse piassa an
s livéj d'energia, a parte da un livel & , €l pi bass, andova a-i son #; particole. Pér ampini sto livél as sern la
prima particola fra le N, donca a-i son N manere éd sernla. Pér la sconda particola le manere éd sernla a son
mach pi N - 7, pér la tersa particola le manere a son N - 2, e via fort parej. pér tute le 7, particole dél prim
livél. Le diferente manere W'; d'ampini sto livél a son antlora:

NI

Wy =N(N-1)(N=2)(N-n +1)=m

An costa manera, petd, i l'oma considera diferente le diferente disposission dj'istessi 7/ element,
mentre ambelessi an anteresso mach le diferente combinassion éd particole e nen an che 6rdin a son. A venta
donca ancora divide pér le disposission possibij éd 7 element, ¢ i otnoma la molteplissita W1 dél prim livél

d'energia che aval:

N

W, =——
1

m! (N =m)!
Pér 1¢ scond livél d'energia ipartoma da N - #;  particole e, aplicand j'istéssi cont, i trovoma che

(N =)
7’12! (N_ﬂ1 _ﬂz)'

Wz =

A listéssa manera as treuva W, e via fort fin-a a W,. Ala fin i 'oma che la molteplissita I dla
distribussion 7y, #2, #3, -, #; al'é (stoma nen a £é ij passagi):
NI

W=WwyWs-Ws =
7’11!}72!”3!"'”5!

Degenerassion dlé stat i-ésim

Lon ch'i 'oma dit si dzora a va bin se, com i1'oma dit an prinsipi, tute le configurassion a I'han l'istessa
probabilita éd capité. Son pero a peul édco nen esse vera. A peul esse, an general, che le 7 particole che a son al
livél d'energia d'indes 7, al'abio g stat diferent che a peulo pijé, e antlora le diferente possibilita éd piassé le 7

particoleant él livél a dvento g/’ anvece che mach un-a. Son a val, an general, per tuti ij livéj- A la fin i 'oma che

i

Wymp =N Si

;on!

andova i l'oma ciana Wy la molteplissita éd na distribussion éd Maxwell-Boltzmann.

Arserca dél massim
I 'oma dit che la probabilita éd na distribussion a I'é proporsional a soa molteplissita. Dal moment che

"
N alé costant, édco la quantita Py = H% . Bd costa quantita i calcoloma él logaritmo natural, e i sercoma
n.

7 7"

peui la configurassion che a rend massim sto logaritm.
ln(PMB) =mlng +nlng, +nlngs+...— ln(ﬂl - ln(ﬂz - 1n(713!) -

e se i dovroma la formula dé Stitling: In(x!) ~ x1n(x) — x, e suponend che ij nimer 7, a sio gross :
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ln(PMB)=ﬂ1 Ing; +n,1ng, +...—|:7l111’1(ﬂ1)—ﬂ1:|—|:7l211’1(712)—ﬂ2]—...=

n n;
=-m ln(—lj—nz ln(ﬂ—zj—...+nl + 1, +...=N—Zni h{—}
&1 42 &i

[l massim as treuva cand as anulo le variassion pér cit spostament dle 7, donca cand d(InP)=0 e

donca cand d{Zﬂj lr{

/B
7 . .
—j =0. A venta peui ten-e cont che a venta ch'a sia N = costant ¢ U = costant.
i
Pér ten-e cont éd coste tre condission as deuvro ij "noltiplicator éd Lagrange", dont i stoma nen a fé
teorla e svilup, che a sario fora éd nostr but, ma i tajoma curt con j'arzulta.
I giontoma doi parameter, che pér adéss a son nen méj determina, o« e g, taj che a vala la relassion :
i
dla+Be +1n| = ||dn; =0

i

i

e pér tutl j'ndes 7 la condission d'echilibri a dventa: o + f&; + ln(
&i

J= 0 , e donca:

-, 0B
n; =4 ¢

Parameter fisich sociaaae f8
As trata adéss €d capi a cosa a son anlia e cosa a arpresento, da na mira fisica, ij doi moltiplicator éd

Lagrange ch'i I'oma dovra.

Comensoma a vardé €l parameter o . Cost parameter a 1'é colega al numer total éd particole dél
sistema, dal moment che i 'oma:

N= Zﬂj = Z(gl«e_a_ﬁg" =e” Zgl»e_ﬂg"
A sta mira i definima €l tetmo Z che i disoma fonsion éd partission dél sistema e che a 1'é :

~ Be, . , . —a N _ . . .
Z=Y ge P% e donca da lon ch'i l'oma vist ¢ % = — Arcordand l'espression trova prima pér 7, il'oma:

N g
np=—g;e "7
7 Zgl

Adéss as trata éd defini €l parameter B, e soa relassion con l'energia total dél sistema U . I I'oma che:
- _N - Be; - - P
U—Zﬂj&‘j —72&»6 g; andova Z—Zgje

dz

ma se 1 foma la deriva. rispét a B, dla fonsion éd partission Z , i otnoma ﬁ =- Zgj g ¢ P4 e donca:
az N d ~ Be: N dz dinZ
U=—=———(z<§z‘e ﬁg’)=———=—N -
dp Z dp Z dp dp
U dinZ
A sta mira i podoma 'dco defini n'energ'a média per particola &yedi , che a val: &, = N dnﬂ

das'avenche Z, U, & a son fonsion éd .
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A sta mira i disoma che da la teotia dle colone 'd gas sota l'assion dla gravita as peul deduve (e si

noiautri i lo foma nen) che &l parameter § ch'i 'oma dovra a peul esse indica coma f = ,andova Apal'é

B

la costant éd Boltzmann e T a1'é la temperatura assoluta. A peul édco serve l'arcordé che la costant £y a peul

esse definia coma raport fra energia e temperatura 4 =U/ T

I podoma amtlora scruve:

& &

_ N - p ;
Z= Zé’z‘e 48T N 27&5 8T ¢ sicoma df =——— antora U=k NTZEI(nZ)
‘ B

e I'energia media pér particola a dventa : &,

v d
=L =g, TZEI(nZ).

Da si as peul védde che la temperatura d'un sistema an echilibri a 1'é corela a l'energia media dle

particole, e la relassion a dipend da la strutura dél sistema midem.

2
kT

e e i véddoma

I arpijoma l'espression che a da la popolassion #; dIé stat 7, vis-a-di 7, = - g;

che pi I'esponent a I'é gross an valor assolut e pi # a l'é cit a na daita temperatura. Se la temperatura a riva al
zero assolut mach €l livél fondamental a ven ocupa. Man man cue la temperatura a chérs a comenso a esse ocupa

jé stat superiof.

Pér lon che an anteréssa i podoma férmésse ambelessi.

Distribussion éd Fermi-Dirac

La statistica éd Fermi-Dirac a part da doe assunsion éd base, dont la prima a 1'¢ che le patticole a son
identiche e indistinguibij, mentre la sconda a I'é che le particole a ubidisso al prinsipi d'esclusion ed Pauli, paré;

com il'oma vistlo prima.

Costa a I'é la statistica la pi anteressantaan nostr but, dal moment che as aplica a j'eletron (che a son

giusta éd fermion, com il'oma vist) e a deuvra ij prinsipi dla Mecanica Quantistica.

Molteplissita dla distribussion
An sto cas 1 savoma che un dait estat energétich & a peul esse g vire degenera e che le ni particole
che a peulo sté ant I€ stat a peulo mach esse mem pi che g, dal moment che a venta ch'a rispéto €l prinsipi

g'esclusion éd Pauli.

I foma com il'oma foit con la distribussion éd prima, con la diferensa che ambeless', pér ogni livél ¢,

il'oma # patticole da butéan g post, con #; < g;. Le manere diferente éd piassé le patticole a satio :

LVZ»' =g; ((gi - 1) ((gi - 2) (gi - n; + 1)

ma an costa manera as contetio separa le permutassion dj'istésse particole fra 'd lor, e donca a venta 'ncor divide

pér n!. As otem

oo & =) (6 =2 (g-m+1) g
Z ﬂl' ”zl(gz' - ”1)'
e donca an total i l'avroma : Wep = ﬁg—l'
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Distribussion pi probabil
Com i I'oma fait con la distribussion éd MB, édco ambelessi i sercoma él massim nen dla fonsion ma

éd so logaritm natural. I sercoma donca la situassion andova d(In Wgp) = 0, sempe dovrand la formula dé

Stitling: In(x!) ~ xln(x) - x, e suponend che ij nimer 7 a sio gross. I 1'oma
InlWpp = Zgi Ing, —g; = [(”z Iy = ;) + (g = m;) (g = n;) = (g = ”;)} =
=ig,,1ngj — g —mlnn +n;— (g, —nm)n(g, —n)+ g —n =
= igjlngj —m;lnn, = (g; —n;)In(g; — ;)
¢ se i calcoloma diferensial pér variassion éd 7 i trovoma :
d (W ) == Inn, = In(g; = n;) |dn, =0

Com i l'oma gia vist con la distribussion éd MB. él sistema a 1'é sara e isola, e donca i 'oma 'dco che

Zdnj=dN=0 ; Zdnié‘j=0.

Edco ambelessi, com i 'oma fait prima, i dovroma ij moltiplicator éd Lagrange e i scrivoma :

lnn, —In(g; —n;)+a+ fe; =0

”Z _ ”1 _ 7a7ﬁg,
In =—a-pfs - =e !
&i — &~

e da si as oten l'espression dla distribussion éd Fermi-Dirac:

a+fe;
¢
A sta mira i butoma torna che f= , mentre an costa statistica as definiss un parameter ciama
B

"energia éd Fermi eF', che a1'¢ anlia al parimeter o dalarelassion &g =—a kg1 . I11'oma gia vist parland dla
distribussion MB , coma e al'é anlia al namer total dle particole N . Coma arzulta i l'ona :
&i

i g, —ep

e BT 41

An figura 18 i arportoma an manera indicativa €l raport 7,/ g; an fonsion dl'energia, pér diferente

temperature.

Figura 18 - Fonsion éd Fermi
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Se is butoma a la temperatura 0 °K, i véddoma che tuti j'eletron a ocupo tuti j€ stat pérméttu sota 'l
livél éd Fermi, e tuti jé stat superior a son liber. Ant un semicondutor jé stat pérméttu sota 'l livél éd Fermi a son
coj dla banda 'd valensa, mentre coj dzora '1 livél éd Fermi a son part dla banda 'd condussion.

I l'oma vist che pér temperature pi aute dél zero assolut a-i é quaich probabilita che d'eletron a vado
a ocupé stat ant la banda 'd condussion. A 1'é ciair che su sto sigét i tornroma patland d'eletronica djj
semicondutor.

Distribussion éd Bose-Einstein

La distribussion pér ij boson a 1'é arferia a particole identiche nen distinguibij , che a peulo ocupé
sensa limit qualonque livél d'energia. I l'oma vist prima che le patticole a son boson cand a I'han né spin antrégn.

Edco ambelessi i ciamoma g la degemerassion e édco ambeless' i sercoma la molteplissitaéd na
genérica partission, pér peui serché la partission la pi probabil.

I comensoma a valuté quante a son le manere possibij pér sistemé 7 partticole am ij g stat dél
livél d'energia ¢ . I podoma, antlora, consideré na fila éd # Dbalin-e e peui buté fra 'd lor g - 7 divisot, che a
formo par¢j g segment.

Iloma, an total, (; + g - 1)/ manere éd buté costi element an fila , ma par¢j as conto coma separa
tute le pérmutassion dle particole mach diferente pér 1'érdim dle particole mideme, e son a va nen bin pérché le
particole a son identiche e nen distinguibij, e donca coste pérmutassion a conto pér un-a sola . Le configutassion
diferente a arzulto cole totaj dividue pér 7/ . L'istéss discors a val pér ij divisor, dal moment che a cambia gnente
se a so scambia fra 'd loe. Domca i dovoma 'dco divide pér (g:- 1)/ -

Ala fin i 'oma che la molteplissita W}, vis-a-di le manere éd buté #; partticole am ij g stat a arzulta

W, = (nj + g; —1)!
nl(g; —1)!

Com i l'oma fait prima, adéss i sercoma la molteplissita total 7 dla distribussion dij divers grup éd

patticole ny ny ny +-n; -+ fra ij livé] d'energla & &, & -+ &;

---moltiplicand fra 'd lor j'espression éd W;

relativ a ogni livél :

W:(ﬂ1+g1—l)!(ﬂ2+g2—l)l “(ﬂi—i-gl»—l)l '_H(ﬂi+gj_l)!

wl(g 1) mi (e -1 mig -1 (e 1)
I 'oma dit che la molteplissita éd na distribussion a 1'é anlia a soa probabilita éd verifichésse, e che la
configurassion d'echilibri a I'é cola che a corispond a la pi probabil, e donca al maassim éd costa espression. Edco
ambelessi €l massi, che i calcoloma a 1'é col dél logaritm natural InlV.

La procedura a I'é cola ch0i 'oma vist a proposit dj'autre distribussion, che petro an sto cas a porta a la
lege dla distribussion éd Bose-Einstein, che a I'ha l'espression ;

7 a+ fe;
¢ _
1
ky T’

mentre pér &l parameter « €l significa a I'é nen specifich e a dipend da 'aplixassion dla statistica, con i véddroma

An coata espression €l parameter £ al'ha sempe l'istéss significa e a val sempe l'espression f =

s' sota. L'espression fenérica ch'as oten al'é ;

&i
7 &
kT
e -1

I vardoma adéss n'esempi d'aplicassion éd costa statistica
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El "gas éd foton"
I consideroma torna €l gav sara ch'i l'oma suponu a s6 temp patland dél corp néir. I esaminoma la
radiassion andrinta al gav, cand costa a 1'é an echilibri con j'atomo dla paréte (echilibri fra foton eméttu e foton

assurbi, €l tut a na temperatura costanta).

Ij foton che a viagio ant €l gav a son boson a tuti j'efét, e son pérche a son nen distinguibij e da na mira
sperimental as peul védde che a-i son nen limit a foton con listéssa energia. I assumoma 'dco che ij foton a
interagisso nen fra 'd lor.

A-ié perd na diferensa rispét a lon ch'i 'oma vist prima, dal moment che ambelessi i podome nen
consideré €l numer dij foton N coma costant, pérche costi a son assurbi e eméttu an continuassion e nen an
manera regolar. Par¢j la condission ) s, = N = costant a peul pi nen esse butd. e an compens i podoma buté

i

che a =0. Donca nostra distribussion a dventa;

4 &i
7 &;
kBT
e -1

Se i suponoma che le dimension dél gav a sio motobin pi gedsse dle longhésse d'onda an gieugh, 1€
spétr dj'energle consentie, e donca dle frequense dij foton a peul esse considera coma continuo, dal moment che
la separassion fra ij livéj a dvemta motobin cita (i 'oma vist a s6 temp che &€l confinament dle particole a provoca
spétr d'energia discrét, e pi €l confinament a I'é streit e pi ij livéj a son distansia). An costa manera g a dvrnta na
fonsion continua éd & e ogni livél 7 a dvrnta un gfe) de . Antlora i podona consideré €l diferensial :

_g(e)de
=
kBT
e -1
Dal moment che i tratoma ed foton, i savoma che soa energia a I'é anlia a la frequensa v dala

relassion € = hv ,andova / al'é la costant éd Planck.

Prima i 'oma sefini g coma numer dI€ stat che as treuvo al livél d'energia ¢ e passand al continuo i
l'oma che g(e)de a dventa &l numer dij livéj d'energia ant l'interval ds . Considerand le frequense i podoma sctive
che gle)ds = g(v)dv andova g@)dv al'é &l numer dle diferente manere d'osiisilassion ant l'interval éd frtquense v

che a cotispond a l'interval d'energia de.

Da la teoria dél corp néir as arcava che €l numer djé stat con frequensa compreisa fra » e v + dv, che

a cotispondo a je stat con energia compréisa fra ¢ ¢ ¢ +de, al'é daitda:

_8xl”
-3

g2(&)de = g(v)dv V2 dv

andova 1 al'é &l volum dél gav e ¢ al'é la velocita dla lus!. T arpijoma l'espressiomn éd dr trova si dzora e,

sostituend, 1ila arscrivoma coma:

8zl vidv

dn=— ST
kBT

e -1

I Ant l'espression a-i ¢ un volum, che a I'é na longhéssa al cubo, dividu pér na velocita dla lus al cubo. Sto quossient a I'ha le
dimension d'un temp al cubo, vis-a-di dél ressi proch éd na frequensa al cubo. Costa dimension a ven moltiplica pér na
frequensa al quadra e pér él diferensial éd na frequensa. e pér na costant numérica, donca l'arzulta a la le dimension d'un
numer pur. Le condissopn ch'i 'oma considera a son d'un volum motobin gross. I arportoma nen, ambeless', coma costa
formula a ven trova
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L'energia che a I'é socia a dr foton ant l'interval éd frequensa dv asard hv dn e l'listessa energia pér

unita éd volum a sara - La distribussion dla densita dl'energia pér la radiassion dél corp néir a dventa:

hv dn
T(V)_?E

e se i sostituima l'espression trova pér dn i trovoma I'equassion éd Planck

8zhv’ 1
IDT (V) = [3 hv

kT
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