Part doi - Particola quantistica

An costa part i comensoma a védde com as peul déscrive €l moviment éd na particola an vaire situassiom. 1
vardoma prima €l moviment ant na dimension, I parloma éd particola libera, e peui dl'equassion de Schrédinger
indipendenra dal temp. I vardoma peui la patt'cola che as bogia an diferente situassion éd oitensial, e i parlona
dl'efét "tunell.. I vardoma l'ossilator armonich. Ipassoma peui a consideré €l moviment an tre dimension e peul i
acenoma a l'ossilator anarmonich. A sta mira i passoma a parlé dél nonent angolar, éd moment angolar orbital e i
comensoma a patlé dé "spin". Donca i tratoma &d potensial sentral, e da si i passoma a j'atomo idrogenoid e a
j'atom di'idrogeno. A kaéela fin i patloma dél jon molecolar dOidrogeno e dla relativa anliura-
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Particola che as bogia ant u-na dimension

I arcordoma che &l but éd costa part dla Fisica an coste note a 1'é col éd giustifiché €l comportament
dj'eletron ant un cristal semicondutor ant le diferente situassion d'interésse amt l'eletronica. I studioma donca éd

modéj che a peusso forni solussion aplicabij a l'eletronica dij semicondutor.

Particola libera

El sistema €l pi sempi che i podoma anmagimé a I'é fiit da na particola che a viagia snsa esse sogeta a
forse. I suponoma che as trata éd ma particola nen relativistica éd massa  , che a viagia arlongh I'ass x, con
2

P

n'impuls p . L'energia, donca, a I'é¢ mach cinética e a val E = 5 hcsea costa espression i aplicoma le relassion
m

2
éd deBroglie E =hw mentre p=hk ,andova £ aléél numer d'onda &= 7”, i otnoma che

n &2
B 2m

hao

Equassion de Schrodinger
I foma l'ipotesi che la fonsion d'onda a I'abia la forma éd n'onda pian-a ‘P(x,t) =) i
derivoma na vira rispét al temp # 1iotnoma
oY (x,z
Mt (x,7)
ot

e se i derivoma la fonsion d'onda doe vire rispét a 1€ spassi x il'oma

az‘I’(X,z‘)

Py —k* W (1)

Da coste doe ultime relassion i arcavoma @ e £ e i sostituima ant l'espression dl'energia-

¥ (xr) =—io¥(x,t) = wzz—aly(x’i)i
o1 or ¥
2 P
0 ‘P(ji) =—é2‘P(x,;) o g2 :_6 ‘P(;ci)i
Ox Ox ¥
oK 0 () 10 () 1
2m or ¥ 2m ox* ¥

hla‘P(X,z‘) K> 62‘I’(x,z‘)
; -4

= =
ot 2m  Ox?

e costa a I'é 'equassopn dé Schrodinger general pér la particola libera.

La solussion éd costa equassion la pi general a I'é un pachet d'onde dél tipo vist ant la prima part-

Autovalor dl'energia

Pér arzolve 'l problema a j'autovalor a ven a ataj consideré l'equassion dé Schrodingtt indipendenta dal
temppér la part+cola libera.
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2 2

I consideroma 1'operator Hamiltonian, che pér sto sistema a val: a 1'¢ H = —
> 2
2m dx

e l'equassion dé
Schrédinger indipendenta dal temp a 1'é

n? 4> (x)
L = SO S5 T
2m dxz E(X)

andova W (x) al'¢autofonsione E autovalor dl'operator H .-

I comensoma a consideré €l cas éd E > = | che peui a I'é¢ I'inich cas significativ, dal moment che
l'energia a 1'é tuta cinética.

I podoma buté costa equassion ant la forma :

Y 2 Yy (x
djz( )=——h’;’ElPE( ) s —EZ( )+/62\PE(X)=0
>V g (x 2mE
#()z—kz‘{’lg(x) andova k== :2

La solussion W(x) éd costa equassion diferensial a I'¢ conossua e a I'é na fonsion proporsional a soa

deriva sconda. Ste fonsion a son, pt'esempi,

2 2
W(x) =sinkx = d:’# — _Ksinhx V/(X) — coshx = d ;I’(zx) 2 cosh
x X
2 2
l//(X) = ei/éx = %: 2.2 /éZ ei/éx — —/éz ez}éx : l//(X) _ efl‘/éx . d T(;C) _ _/éz ei/@x
dx Jx
tikx

Nostra equassion diferensial a 'ha donca doe solussion l//(x) =¢ , che a son j'autostat dl'energia,

cche a son degenerd an manera dobia (doi stat con l'istessa energia)- , vis-a-di opura na qualonque combinassion
linear dle doe.

‘P(x) = A% 4 Be R

2mE o
5— esiaventache E >0, sensa d'autre limitassion. Na particola libera a peul donca

andova &=

avej qualonque energ'a, e j'utofonsion a 'han mé spétr continuo.

Autovalor del moment linear

~ d
Se a j'autofonsiom dl'energia i aplicoma l'operator dél moment linear p=—;h— i véddoma che
i

j'autofonsion dl'energia a son édco autofonsion dél moment.an efét i l'oma:
—ihi(A/kX) = hk(AeZkX) ; —ihi(Be_Ngx) = —hk(Be_Hex)
d

dx I

Le doe fonsion amdipendente con listessa energiaa 'han anvece doi autovalor d'impuld diferent.
T'autofonsion as atferisso a doe onde che as oropago an sens contrarifra 'd lor. Le costant d'integrassion a son
arbitrarie e a peulo esse dovra pér normalisé j'autofonsion, casa che i stoma nen a védde aséss-

2mE
L'impulsa peul varié da —0 a +00 eaval p=thk =%h :—2=\/2wE Aww
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Eqassion dé Schrodinger indipendenta dal temp an general

Sempe ant na sola dimension, l'hamiltonian-a la pi general a conten édco l'energia potensial, che

. N S . .
donca a intra ant l'operator hamiltonian, che a dventa H = —Z—d—2+ 17(x) e l'equassion dé Schrodinger
m dx

indipendenta dal temp pér na particola che as bogia ant un potensial 17(x) a dvrnta :

{_h_ziw(x)}pﬁ(x) = E¥,(~)

2m dx*
che i podoma 'dco scrive ant la forma:
Y (x)+|:€—U(x):|‘PE (x)=0 andova & = 2/;:25 ; U(x):%z(x)

Cost a I'¢ '1 problema dé Sturm-Liouville dont a venta serché le solussionlimita, continue, derivabij,

che a echival a trové autofonsion e autovalor pér I'operator Hamiltonian.

Potensial costant a trait
L'equassiom arportasi dzora a peul esse arzolvli an manera precisa ant €l cas éd potensial chr a I'abia
discontinuita éd prima spécie an voire pont dl'ass x , e che a sia costantfra doi éd costi pont consecutiv, com a 1'é

aepresenta an figura 1.

Vy V, Vs Vy Vs

Figura 1. Potensial costant a traot

I notoma che I'equassion si dzora a I'ha la forma ¥"=(U —&)¥ e che U al'ha discontimuiti ed

prima spécie, donca edco " a k'avra discontinuita éd prima spécie, mentre ¥ e W'a son continue daspértut.

IToma n zone andova /(x) alé costant e donca 'dco U(x) al'é cosrant, eilo disoma U;... U, .1

ciamoma U; €l valor éd U(x) nt un-a éd coste region.

Se &>U, l'equassion diferensial da arzolve a I'é :

2
‘P"(x)+/él-2‘1’(x)=0 andova k; =./e6-U, = h—ZZ(E—VZ)
dont le solussion a son doe andipendente dél tipo ossilatori, ¢ a I'han forma : 5% 5 ¢7%* La prima

solussion a I'é dita "progressiva" e la sconda a 1'é¢ "regressiva".

Se anvece € < U, l'equassion diferensial da arzolve a dventa :
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‘P"(X)—KZ-Z‘P(X)ZO andova k; =,U; —¢ =

dont le solussion, adéss, a son sempe doe andipemdente, pi mem ossilatorie ma a son dél tipo esponensial, e a

. e
I'han la forma : &% ; ¢ %%,

Pér la solussion general a venta consideré le condission éd continuita dla fonsion e dla deriva prima ant
ij pont éd discontinuita dla detiva sconda. Dal moment che i l'oma #» tegion, ij parameter che a peulo esse
amposta a son 2 . 1j pont éd discontinuita fra le doe region a som # -7, e donca 2(n-1) éd costi parameter a
servo a garanti la continuita éd fonsion e deriva prina sn sij pont éd discontinuita. A resto 2 parameter arbitrari-

A sta mira a venta consideré che j'autofonsion a son acetabij se a son limita pér x — oo, e ij doi

parameter arbitrari a peulo vni a taj pér son- I epdpma avej tre cas diferent. (i suponoma, pér comodita che a sia
Uy <U,).

Prim cas cand € >U,. An sto cas tamt ant la regiom 1 coma ant la regiom n , e donca yamt vers
—o0 che vers +00, la solussion dl'equassion a I'é ossilatoria e a conten tant &l termo "progressiv" che 'l termo
"regressiv'. La solussion a 1'é donca limita e a va nen a zero tant vers —o0 che vers +00, A-i é nen da manca éd
buté condussuin particolar né vers —oo che vers +o0, Tutiij valor ed &>U,,, vis-a-did E > 1/, a son possibij,
e pér ogni valor éd E a-i son doe autofonsion indipondente (degenerassion doi). ¢€ spétr dj'autofonsion a 1'é
continuo e €l moviment a 1" nen limita ant ij doi vers.

Scond cas cand U; <& U, . An sto cas ant la prima region i doma com anr el cas éd prima, con na

solussion ossilateria vers —oo, limita e che a va nen a zero, e a conten tant &l termo "progressiv" che 'l termo

. . . , . . . N . . ,ooee K, X
"regressiv". Ant la region 7 la solussion a I'é dél tipo esponensial, e si a venta eliminé €l termo ¢"”* | che a

divergg pér x —> +00. Dal moment che a venta buté a zero €l coeficent arbitrari €d costa solussion, ij parameter

liber as arduvo a un. A son possibij tuti ij valor éd & compreis fra U; e U,, e donca éd £ compreéis fra V;
e V,. A-i é nen degenerassion e él moviment a I'é nen limita vers —oo.

Ters cas cand € <U;. An sto cas tant ant la region 7 che ant la region # le solussion a son dél tipo
esponensial. Ant la prima region a venta scarté la solussion dél tipo ¢ *'* | che a divergg pér x — —o0, e ant

I'altima region a venta scarté la solussion dél tipo ¢*'™ |, che a divergg pér x —> +00, An costa manera a resto pi
nen parameter liber. Son a veul di che &l problema general a peul ess4 arzolvibil mach pér quaich valor discrét éd
E <17 . Pér ogni valor éd E che a arzolv él problena a-i é mach na solussion, e donca a-i é nen degenerassion -

Lé spetr dle solussion a I'¢ discrét, e la fonsion d0onda a va a zero pér x — £oo . El moviment a I'é sonca limita.

Sel'energ'a E al'é pibassa éd 17(x) pér tutiij valor éd x, antlora €l problema a I'ha nrn solussion.

Particola ant na buca anfinia éd potensial

N'autra situassiom ch'i vardoma a 1'é cola éd na particola arpresenta da un pont éd massa m , che as

treuva ant na buca éd potensial anfinia, coma cola arpresenta an figura 2

La particola as treuva donca fra x = 0 e x = a, estrem compréis. Bl potensial 1/(x) , che a dipend

nen dal temp, a pija donca ij valor:
con x<0—>V(x)=OO ; con OSXSa—)V(x)=O ; con x>a—>V(x)=Oo
I dovroma l'equassiom dé Schrédinger indipensenta dal temp, che a va bim pér jé stat stassionati.

Donca i consideroma HY¥ = Ey . Vis-a-di:

84



Figura 2 - Buca anfinia 'd potensial

Se i consideroma le zone andova 17 (x) = i podoma védde che a-i é gnun-e probabilita &d trové la

patticola, dal moment che i l'oma:

2 2 2 2 2 2
B R SR e
2m dx 2m dx

=¥
2m dx?

_Ln Y

© 2m dx?

Y

Y =0 e donca 'dco |‘I’|2 =0

Ant l'interval andova & potensial a val 17 (x)=0 il'oma:

WY

— EY
2m dx?

Tute le solussion éd costa equassion a son j'autofonsion W, dl'energl e ij relativ valor E; a son ij

relativ autovaloro

I podoma 'dcod consideré cole che a son le comdission al contorn. la buca 'd potensial a comensa

andova a finiss la zona andova i 'oma che ¥ =0 e donca ant ij doi pont estrema dovra esse

Y(0)=0 ; ¥(a)=0

2
L'energia E al¢é tuta cinética e a val E =§; mentre p=hk ,andova £ al'é €l numer d'onda
m
2

k= il , e donca i I'oma che:

I*Y _2F >V p 4>
2T qu, - 2:})_2IP > T szz\{f

dx h dx h dx

I I'oma gio vist la solussion W(x) éd costa equassion diferensial a proposit éd la particola libera. Si i

consideroma la solussion general
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: J2mE
lP(X) = Asinkx + Bcoskx andova £= T

andova A4 e B ason le costant d'integrassionh da trové an base a le condission al contorn.

Com i l'oma dit fora da la buca la fonsion d'onda a val zero e a val zero édco ant ij pont 0 e 4 andova

la particola, se a riva, as ferma e a combia direaaion. I I'oma donca lI’(O) =0 e'dco ‘P(a) =0-

Da la peima condission i arcavoma che B =0, an efét :
w(0) = Asin(0) + Beos(0) = A4(0) + B(1)=B=0

e donca a resta che

w(a)= Asin(ka)=0
ma son a implica che: & A =0, ma son a saria coma di che W(x) =0 daspértut, e son a I'é nen acetabil, opura
che sin(/é cl) =0 edasiiarcavoma che:

ka=nmw ; k=— con n=1273"--

b

I notoma che 7 a peul nen esse ugual a zero désno la fonsion d'onda a saria ugual a zero daspértut e
donca a-i saria nen la particola )gnun-e probabilita éd trovéla da quaich part)

I podoma scrive che le solussion éd nostra fonsion d'onda a son:

a

l//”(x) = Asin(ﬂx) con n=1,2,3"--

che a son j'autofonsion éd l'operator H -

Con le condission al contorn i l'oma paréj na "quantisassion" che a-i é 'dco an Fisica Classica se i

patloma d'onde stassionarie. Si pero i suponoma che j'omde a sio cole éd deBroglie socia al moviment dla
particola.

2 2 2 h 2mh
I 'oma vist a so temp che /é:7ﬂ- e donca “Za=nz edasiiloma lﬂ=—d— =272

2, " b P

son second le relassion daite da deBroglie, che an dan édco le relassion E=hw=hv ; p=hk andova

. 1
w=2rv, alélapulsassiondlondae v,= N s I'é la frequensa .

n

2
Da tute coste relassion, e arcordand che E, = Ly 1 podoma arcavé che:
7
5 = b hn
=, T A
A, 2a
[ P2 _ b n’ _ 47° 1 0 _ s
n 2 2 2
2m  8ma 8ma 2ma

Ij valor dl'energia a son j'autovalor trelativ a j'autofonsion ch'i 'oma vist perima. Sostituend autofonsion
e autobalor ant 'equassion diferensial éd partensa as peul verifiché che tut a va bin.
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Energia minima

I l'oma vist che l'energia dla particola a I'é quantisa, e so livél minim a coeispond a » = 7, dal moment
bz

8ma

che, se la particola a-i é, # a peul nen esse zero. A-i ¢ donca n'energia éd Pont Zero che a val E, = 5 -

I consideroma &l prinsipi d'indeterminassion ed Heisemberg. La particola a 1'é¢ da quaich part nen

conossua fra zero e a, e doncail'oma che Ax=a - L'indeerminassion dél moment Ap,. aval Ap, = 2| px|

dal moment che p,. avaria fra —| px| e +| px|. IT'oma che:

h
AxAp, =a2|p|=a22L = nh
2a
I notoma che l'energia e le diferense d'enwergia fra ij livéj a son proporsionaja — ea — . Pér masse

m a
e dimension macroscopiche ij saut d'energia a dvento ampréssa trascurabij, mentre a son fondamentaj a livél

microscopich., second €l prinsipi éd corispondensa.

Fonsion d'onda
Nostra fonsion d'onda a conten ancora la costant d'integrassion A4 , che a ven a taj pér normalisé la

fonsion midema I partoma donca da

()= sn(x) ()= s T

a

A venta donca trové un A tal ch'a sia:

[42 sinz(ﬂxjdx -1

0 a

I foma la sostitussion €d vatiabil butand che —x =6 ¢ i tnima cont dle relassion dla trigonomettia :
a

cos® @ +sin’ 0 =1 ; cos? @ —sin’ O = cos20 ; 2sin? @ =1—cos260 , mentre dx a dventa dx = 2 40 .
nrw

Pér ij I'mit d'integrassion i l'oma che x=0 = =0 : x=a = O=nrx.

I foma le sostitussion ant l'integral e i otnoma:

nmw ) ) 4 A2 nmw p Az p nmw
[ A%sin (Q)Edﬁzl ; 7.([[1—cos(29)] ——d0=1 ; TEI[l—cos(Z@)]zM’:l

0 0
A% 4 o 1p nr A% 4
7%{[9]07[ —E[sm(Zé’)]O }:] 5 TE (ﬂﬂ'—O)—(O—O)JZl
e da si i arcavoma subit che_
2
A;g =1 e donca A= %
2 a

Nostre autofonsion a son donca

Wﬂ(x) = \/zsin(ﬂxj con n=1,23---
a a
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I verificoma che coste autofonsion a sio édco ortogonaj fra 'd lor., A venya che a sia
<‘Pm|‘P”> =0 con m#*n
e i foma son con n'esempi vardand €l prodot scalar dle prime doe fonsion (7 =17 e n =2).

a
2. T 2% . 27 . b
<T1|‘P2>=IA sin—ux-sin—ux-dx ma sin—x=2sin—x-cos—x donca
0 a a a a a

<‘P1 |‘I’2> = TZAZ sin 2 x-sin 2= xc-cos - xd

a a a
0

Se i foma la sostitussion éd variabil sin—x =% il'omache cos—x-dx=dz einotoma che cand
a a

0
x =a antlora z =0 eiotnoma che <‘P1|‘I’2>=2A2J‘zzdz=o.
0

La figura 3 a mostra la sagoma €d coste fonsion, ant I'6rdin pér n = 1, 2, 3. La linia bleu a da ¥(x) e la

linia maron a da |W(x) |2

2 e . o
///'\\\ ST IE NN N s
s FoE % % P N N |
A ; AV B NF  Nw v/ \/ \
0,3 / / \ \ o2 0,5 1 1}\ 2 25 a 0'5 1\ 1'5 2'5 3
oiz / / \ \ -0,a \ / -0,2 e \ . /é 5
v i N o N F 1= "/
D’; T T T T -“T 0,8 \ / j:: \ /

Figura 3 - Autofonsion

La fonsion d'onda completa pér jé stat stassionari a 1'é :

SELR nmw REPP
‘P(X,z‘)=l//(x)-e h =\/:sin(—xj~e Zma
a

2 2 2:2 2 242 2
hon™ 4m"h™n” 7" h™n

8ma Sma’ B 2ma’

I I'oma gia vist che j'autovalor dl'emergia a son E, =

Buca ed potensial finia

Adéss i consideroma €l cas ilustra an figura 4 andova na particola a I'é confina ant un beucc éd

potensial a parete aute 1/, . La situassion, a sta mira, a 1'é donca ilustra da le relassion:
Pér x<-a — V(x)=1
Pér —a<x<a — 17(x)=0
Pér x>a — U(x)=1
Ant linterval andova €l potensial a val zero (driita la buca), l'equassiom dé Schrédinger
indipendenta dal temp al'é sempe °
WY

L R
2m dx
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donca la situassion drinta al beucc a I'é franch istéssa a cola dél beucc anfini, ma a sta mira a cambio le condission

al contorn. An efét la solussion dl'equassion dé Schrédinger ant €l beucc a I'é sempe dél tipo

2mE
fi

‘P(x) = Asinkx + Bcoskx andova k=

15

Figura 4 - Beuce éd potensial fini

Fora dal beucc I'equassion dé Schrédinger a dventa
n 4
———2‘1’(x) +1,¥(x)=EY(x)
2m dx

andova 'l potensial 17, al'é costant e fini. Costa equassion a peul esse buta ant la forma:

e a-i son doe possibilita a seconda che E >17, opura E <1/,.

E>Vo

Ant & prim cas, con E > 17, , podoma buté l'equassion ant la forma W"(x) = — k" W () andova i
2m(E-17)
- .

Costa equassion a l'ha j'istéss tipo 'd solussion dla particola libera, vis-a-di:

l'oma buta £ =

W (x) = Asin(£'x) + Beos(£'x)
e, contut che a-1 sia macassia interferensa con €l beucc, pér adéss i tratoma nen la cosa.

E <V,

. . . 2 .
Ant él cas, anvece, che E < 17, l'equassion a peul esse scrivia coma V" (x)=x"¥(x), andova i

2m(Vy — E) .
l'avroma kK = ————— . La solussion la pi general a sara:

h
‘"I’(x) =D+ Ge *

pér la part x < -z , ¢ alistéssa manera, pér x > a la solussion a sara:

‘P(x) =M+ N c
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I 'oma vist che fora dal beucc l'equassion a I'ha 'ncora 'd solussion. Antant i disoma che ant la patt

K .
* che a divergg cand x — — . Anvece andova x >a a venta

andova x < —a a venta scarté la solussion Ge
, . K . .. . . ,
scarté la solussion M e" ™ che a divergg cand x — + 9. An definitiva le solussion da consideré a son :

Pér x<-a — lP(x) =De*
Pér —a<x<a — ‘P(x) = Asin(/éx) + Bcos(/éx)
Pér x>a — Y(x)=Ne ™"

Le condission al contorn che a pérmétto 'd trové le costant a son daite da la continuita dle fonsion e
dle relative deriva prime an sij pont éd discontinuita dél potensial. Se i ciamoma con W, la fonsion ant €l trait
con x <—a,con VY, lafonsion ant €l beucc e con 5 la fonsion ant €l trait con x >4, 1 podoma scrive che:

Yi(-a)=¥a(=a) 5 W¥y(a)=¥5(a)
d¥y(za) _d¥y(za) = d¥,(a) _d¥;(a)
dx dx ’ dx dx

Ste equassion a I'han doi grup éd solussion, che a son éd doi tipo diferent. El prim tipo a 1'¢ col dle

"solussion simétriche ", andova A =0 e D = N. Lé scond tipo a l'e col dle "solussion antisimétriche ",

andova B=0e D =—-N.
Pér le solussion simétriche i I'oma:
Ne :Bcos(/éa) ; —kNe ™ =—/éBsin(/éa)

e fasend €l raport dle doe espression i l'oma che k = &tan (/é a).

A 1'¢é facil védde che pér le solussion antisimétriche as oten che k' =—£cot (/é zz).

A venta arcordé che tant & coma £ a dipendo da I'energia, e mach certi valor a sodisfo j'equassion

che a ven-o da le condission éd continuita. Donca 'dco ij livéj d'energia a saran discrét (i soma ant la situassion

andova E <1/)), e as trata dé stat anlia.

|II \g\ .'I

il SRS EEEEEE PP PR

Figura 5 - Solussion grafica dle fonsion df'energia.

J'equassion dl'energia a peulo nen esse arzolviue da na mira analitica, ma as peul dovré un métod grafich

opura 'd métod numérich. Siivardoma na manera d'arzolve j'equassion an manera grafica.
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I definima doe variabij adimensionaj che i clamoma #=kxa e v=4ka, ¢ na costant #, , dont i

2
: . RPN o . . - m2a” 1/
consideroma €l quadra, anlia mach a le carateristiche fisiche dél problema spessifich. I I'oma %(2) = 70

SR 22 2 T o
An coste condission i podoma scrive #~ = #5 —»° com as peul subit verifiché, arcordand le definission

2 2m(V0 —E) _ Z/ﬁaZVO _ 2 2mE _ 2 2’77(V0 _E) _

édxkek : e 2 P 2

I podoma donca scrive le doe equassion, che a corispondo sempe a cole arcava da le condission éd

continuita: # = W% —»* =vtany (solussion pati) ; #= ué —»* =—pcoty (solussion dispari).

2
Pér comodita i ciamoma / = 2 2 la larghéssa dél beucc, e par¢j i arscrivoma =—20, e da
24
' . 2 2 2 . . 2 2 7%/2 VO PR - .
l'espression #” =uy —»" i scrivoma #” 4+»° =————, che a deuv esse sodisfaita ansema a j'equassion

2
2h
w=vtanv e ; #=—vCoty.

I podoma antlora passé a la solussion grafica ilustra an figura 5. An sé€l pian »# l'equassion

2 2
ml= 1 ml e . .
=" arpresenta un sercc con ragg | ——— che a I'¢ disegna an ross. An nostr but i podoma
2 2
24 24
dé un valor qualonque an unita qualonque. I I'oma che le solussion a son an cotispondensa a j'intersessionrt e a la
riga rossa e le righe bleuve (solussion pari) e vérde (solussion dispari.) . El valor » a I'é ugual a 44 e a arpresenta
un angol. La prima curva bleuva a sta ant la fassa da 0 a 772, la prima riga vérda a sta ant la fassa da 7/2a 7, e

via fort.

2
El numer djé stat anlia a dipend da quant a I'é longh €l ragg —20 , vis-a-di da le carateristiche

h
déd beucc. Pér cit ch'a sia sto ragg, a-i ¢ sempe almanch na solussion ant la prima fassa. An nostr esempi jé stat
anlia a son tre. An corispondensa a ogni intersession as treuva un valor vn dl'assissa, e i arcordoma che i 'oma

\N2mE
b

buta » = £ a , e donca a ogni intersession a corispond un valor », = £, . Ma i l'oma &= e donca

4 _JZME” o

— . Se donca i arcavoma él valor éd E, i otnoma :

" # a
2mE, :ﬁ o B = 7_’7205 _ szvf
#> 4> " oma® ml?

A parte da sta mira as peul arpié nostre equassion pér trové j'autofonsion, cosa che ambelessi i
stoma nen a fé.

Scalin eéd potensial

I vardoma adéss n'autra situassion anteressanta, che a 1'é ilustra an figura 6, andova a-i é né scalin éd
potensial, che a passa da un livél I(x) = 0 aunlivél I/(x) = 1), e pér fissé j'id¢je i suponoma che 1€ scalin a sia

ax=0. Doncail'oma:
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Vix)

Ve

0

Figura 6 - Scalin éd potensial

V()=

L'equassion dé Schridinger an sto cas as arzolv, com i l'oma vist prima, an manera diferenta se E al'é

0 cand x<0 prima region

Iy cand x>0 scubda region

o' aut O pi bass rispéta [p. Ambeless' an anteréssa €l cas d E < 5. Am coste condission, ant le doe region i

l'oma le solussion dél tipo:
V¥, (x)=Asin(kx+@) ;5 W,(x)=Be "~

2mE 2m(V, - E)
72 » K= 72

andova @ =fasecost. ; k=

A venta peui consideré le condission €d continuita al confin dle doe region butand che pér x = 0

l'ugualiansa éd fonsion e deriva prima. I 'oma donca le doe equassion:
Asing=B ; kAcosp=—KkB
Dividend la sconda pér la prima i othoma che £cot¢ =—k mentre i podoma scrive la prima coma

sin —E
¢ A

Da la prima &d coste doe espression i arcavoma che cotp = 7 Se i suponoma che 1) achérsara

vada bers anfini (I, > . édcd &, >0 e, coma consegoensa, cot@ > . Doca i l'oma che

@ —>nr andova 7=0,1,2,--

B
Son a dis che sing=—=0 , e domca a venta chee B = 0. Coma consegoensa ¥, (x)=0, com i
A

l'avio supost patland éd buca 'd potensial anfinia.

Bariera 'd potensial

Adéss 1 consideroma la situassion andova €l potensial an fonsion dla coordina x a I'é coma si sota:

Pér x<0 — I7(x)=0
Pér 0<x<a — I/(x)=l
Pér x>a — 1V(x)=0

e iarpresentoma costa situassion a figura 8.

92



o a

Figura 7 - Bariera 'd potensial

I suponoma na particola che a riva da - e che a va ant la diression positiva. I consideroma ij doi cas:

col con l'energia £ dla particola E > 7, e col con l'energia E < 17,

An tuti doi §j cas i podoma védde che €l comportament quantistich a I'¢ diferent dal comportament
classich.

Energia E >V,

I partoma dal consideré 'l cas andova E > 17, e i savoma l'equassion dé Schrédinger pér le tre zone éd

nostr problema, e le relative solussion, ch'i 'oma vist ant ij cas éd prima.

Le solussion a son daite da:

Vs = Ce™ andova k=

andova i 'oma buta, pér comodita, ugual a 7 &l coeficent dl'onda incidenta, e i I'oma suponu che dop la batiera a-i

sia mach l'onda propaga vers I'anfini. I scrivoma le condission éd continuita ch'i I'oma vist prima.
Pér la continuita fra y; e W, le condission a son:
v, 0)=y,(0) > 1+A=B+B
viO)=y50) - ik(1-A)=ik'(B-B)

mentre pér la continuita fra i, e y, le condission a son:

V/l (d): l//z(d) N BeiKa + B/gfikzz — Cez'/éa
wi(a)=y5(a) — z'/e(Be"’“ —~ B'f"’“’): ikCe* =ikC'

andova, pér comodita, i 'oma buta C'=C o

I calcoloma ij coeficent éd trasmission D e d'arbatiment R. St coeficent a son defini dovrand la
densita 'd corent éd probabilita ch'i 'oma vist prima.

D:M . R:M

J inc Jine

andova .. al'¢ la densita 'd corent dl' onda trasméttua (onda che a corispond a ;), 7, al'é la densita 'd

corent arbatua (onda che a corispond a 1€ scond termo dl'onda ¥)), e j;,, al'e la densita 'd corent incidenta (onda
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che a corispond al prim termo dl'onda ). Aplicand la definission dla densita 'd corent éd probabilita i trovoma
che:

kb _ /éi?|

. 2 . kh
Jine = 5o T = | ) =
m m

C

e se 1 sostituima i 'oma:
plcf -kcf : R

Da j'equassion éd continuita ch'i 'oma scrivu i podoma arcavé A e C":

= z’(éz - Kz)sin(lca)
Zklccos(Ka)— z'(/éz + Kz)sin(lca)
c’ 2kK

B ZéKcos(Ka)— z'(/éz + Kz)sin(l(a)

e donca i l'avroma, svilupand j'espression al quadra, che:

R= (/éz — K2)2 sin’ (Ka)
427K+ (kz — K2)2 sin’ (Ka)
b 447 i

487 K + (kz - K2)2 sin” (i a)
Lon ch'a peul noté a I'¢ che R + D =7 com a deuv esse, dal moment che la particola 6 a ven

trasmeéttua, O a ven arbatua.

Coma sconda cosa i podoma védde che, contut che 'energia E dla particola a sia staita supunua pi auta

che 17, la probabilita d'arbatiment a 1'é nen, an general ugual a zero.

A-i son pero ij valor éd xu che, a porto sin (ka) a zero, che a mando a zero la probabilira R

2m(E-17)
b

Da na mira classica, anvece, la trasmission a dovria esse sempe total.

d'arbatiment. Donca pér xa = a=nr,andova # al'é un nimer antregh, la trasmission a I'¢ total.

Energia E <V, - Efét tunel

Vardoma adéss €l cas éd cand E < 17, che da na mira classica a corispondria a l'arbatiment total. Con

j'istesse posission éd prima le solussion dl'equassion dé Schrodinger a son:

. \2mE

v, =¢ + A andova 5
- oy A2 ‘V - E}
W, =Be "+ B'¢'* andova k'= M+
, A2mE
s = Ce™ andova k= T

Rispét a prima lon ch'a cambia a I'é che se al post éd x i butoma 7k’ , j'equassion da arzolve a son
j'istésse 'd prima. I notoma peui che as trata 'dco 'd sostitui : sin(Ka) con z'sinh(l('a) e 'dco cos(Ka) con

cosh(x'4). As oten che
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(/éz + K'Z)sinh (K'a)
2 kk'icosh (K'a)+ (kz + K'z)sin(lc'a)
B 2kK'i
24K icosh (K'cz)—i— (/éz + K'Z)Sin (K'cz)

A=-

C!

e donca i l'avroma, svilupand j'espression al quadra coma prima, che:

(/éz + & [ sinh? (' 2)
48K + (kz + x| sinh® (k" a)
2 12
D= 4" K

4K (kz + x| sinh® (k" a)

R=

An sto cas i podoma noté che &l coeficent éd trasmission a 1'é mai ugual a zero, ¢ donca a-i é sempe
na daita probabilita che la patticola a riva a passé la batiera, contut che soa energia E a sia E <1/,. Cost a I'¢
ciama "Efét tunel ".

I arportoma giusta quaich esempi grafich indicativ éd 1on ch'as peul trové pér le fonsion d'onda (livél
fondamental) aplicand le tratassion faite fin-a si. Sempe ant na dimensipn i vardoma na buca éd potensial con na
parete anfinia e l'autra finia, e peui na buca a parete anfin'e con na nariera finia éd potensial andrinta. Is arferima
a figura 8 e figura 0.

An figura 8 s peul védde le condission buta da na patete 'd potensial anfinia a forsa la particola a sté ant
la nuca éd potensial, nabdabd a zero la probabilita éd trové la particola nidema fora dla buca. Ant la diression
andova la parete éd potensial a I'é limita, contut che VO > E , a-i é na probabilita -ed trové la paticola féra dla
cuca. Sta probabilita a cala ampressa con la distansa da la parete.

2k

fonston a'onda

i 4
N 5 :
¥ Vo
/\____-_‘-___ =
x5

0 a

Figura 8 - Buca id potensial con na parete anfinia e un-a limita.

Ant la figura 9 i l'ona considera na buca éd profondita anfinia, con andrinta na bariera d potensial d'autéssa
limito, ma macassia pi auta dl'energia dla patticola. Sensa intré ant ij particolar dél calcol, i disoma che a esist la

probabilita che la particola a traversa la bariera e cje a peussa esse trova an tote doe le part dla buca.
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Figura 9 - Buca anfiniaa con bariera interrna

La penetrassion ant la bariera e I'efét tunel a diminuisso con l'auréssa dla batiera, , la larghéssa dla buca
e dla bariera, e la nassa dla particola- Coma tuti ij fenomeno quantistich, édco costi as peulo not* mach a livél

atomich e sub-atamich, pér particole atomiche, coma le particole alfa eméttue da le nos radio-ative-

Ossilator arnonich

Ant €l but éd nostr traxaj cost a I'é n'aegoment amportant pérche l'ossilator armonich a I'¢ pija coma
modél pér studié le vibrassion dj'atomo ant ij cristaj. Pér son i arciamoma 'ossilator vist da na mira classica.

Ossilator classich

As trata dél moviment éd na massa » sota l'assion éd na forsa elastica f proporsional e an sens
contrari a 1€ spostament x da na posission d'echilibri, andova i ciamoma £ la costant positiva éd

proporsionalita fra spostament e forsa. I 'oma donca che f=—kx

An figura 10 i arportoma la situassionch'i 'oma supdst, andova i 'oma indica con « la massima

elongassion dla massa 7 .

Figura 10 - Ossilator classich

Se 17 al'é &l potensial, i savoma che la forsa al'é daitada f = B e da siiarcavoma che
x

1, -
V' =—| fdx=—Ax" + cost
Jfax=2

ma la forsa f al'é idco daita da la massa pér l'acelerassion, donca [ =mX e doncaipodoma 'dco scrive che

2
—kx = md—x

dr’
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Costa equassion diferensial a 1'é sodisfaita da na fonsion x(?) dél tipo:
x= acosZﬁ(Vt - ¢)

k

. . . 1 .
andova a a I'é I'elongassion massima, e andova i 'oma buta v = 2\, Ma » a corispond a na frequensa
N\ m

- . . / k
che. moltiplica pér 277, a da na pulsassion @ .Doncail'omache w=,/— eche £= " m
m

A sta mira i podoma sctive liespression dl'energis total che a 1'é
1 ., 01
By =T +V =—ms? +=kx’
7 2 2
e i sostituima j'espression éd x e soa detivu prima. I otnoma:

E

= %maz (27[!/)2 sin” 27Z(Vt —¢) + %/éaz (27[1/)2 cos” 272'(Vz‘ —¢)

. o 2 2 . .
ma se 1 notoma che ant €l prim termo dl-e scond member m(Zﬁv) =m@®" =k e seinotoma che j'argoment

éd sin? e cos? ason j'istésse donca l'adissiom éd sin? e cos? aval 1, l'espressiom as arduv a :

A arzulta donca che l'energia total E, a 'ha 'd valor che a peulo cambié con continuita e che a son
anlia a le carateristiche fisiche dél sistema (reassion elastica £ e selongassion massima « ), par¢j coma la

pulsassion @ d'ossilassion (che a dipend da £ e dala massa ).

Se i pensoma anvece nen a n'ossilator teorich ma a ma molécola bi-atomica, antlora is arferima al
modél éd figura 11, andova i suponoma na molécola faita da doi atomo diferent (pt'esempi HC/ (acid cloridrich).

| |
| | |
| |JM\ | win o g g max
|y nby |
b ‘I I ox
: |
[ M

Figura 11 - Modél per ossilassion éd molécola bi-atomica

)I doi atomo a vinro an manera elastica avzinandse e slontamamdsa antorna a na posission ressiproca
echilibri. I podoma antlora consideré la coordina ¢ che a val ¢ = 0 cand j'atomo a son ant la posission
d'echiilibri, indica an figura con x7 e x2.a dventa negativa cand la distansa fra j'atomo as scursa e positiva cand
j'atomo as éslontan-o. La coordina q a I'é donca la diferensa fra la distansa a I'arpos e la distansa istantania

7y Mty

e par¢j i otnoma €l modél dla sconda
my + my

dj'atomo. Peui i consideroma na massa ridota # daita da p=

part éd figura 11, che a va bin a studié¢ la dinamica dél sistema, ant 'istéssa manera éd prima.
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Ossilator quantistich
Is arferima torma a figura 10, e i dovroma ij simboj che i l'oma dovra ambelela, con j'istéss significa.

Suponend che él potensial V a sia nen dipendent dal temp, i podoma dovré l'equassion dé Schrédimnger nen
dipendenta dal temp. HW = EY . I I'oma:
2

1 1 1
H=T+V=—/7z7/2+—kzx2=P—+—wa)2x
2 2 2m

2

. . L - L, d - =~
e dal moment che i l'oma, com il'oma gia vist, che p, =—7 hd_ e che x =x,l'opperatpr H a dventa:
X

L'equassion diferensial a j'autovalor da arzolve a I'é¢ donca:

‘P"(x) + %(E —%ma)z xzj‘P(x) =0

andova pero i foma un cambi i'd variabil, e i butoma & = con xp= che a I'é la scala 'd longhéssa
x mao
0

fondamental dél sistema an esame. L'equassion a dventa

" 2E
¥ (§)+(/1_652)\I'(§)=0 andova =

2
N
2

St'equassion, pét |§| che a dventa gross, ha I'ha solussion dél tipo W(&)=e ma un-a dle doe

solussion a I'¢ divergenta pér |&| che a va a l'anfini. T dercoma donca na solussion dél tipo:

2
£
2

Y(¢)=e 2 u($)

e as treuva che %(g" ) a venta che a sia solussion dI'

equassion diferensial

ﬂ"(f) - 2§ﬂ'(§) + (ﬂ - l)ﬂ(é‘) =0

Le solussion a costa equassion a peulo esse serca ant la forma éd série 'd potense éd & , vis-a-di:

#(§) =20 s

e se 1 sostituima costa espression ant l'equassion diferensial si dzora i trovoma:

Zfzo[(n +1)(n+2)a,, +(A-1- Zﬂ)aﬂ:|§” =

2n+1-A4

e da si a ven la relassion recursiva« =
n+2
(ﬂ + 1)(;1 + 2)

ay,

An costa manera i 'oma che tuti ij coeficent d'6rdin pati a son anlia fra 'd lor da cost'ultima relassion,

par¢j coma tuti ij coeficent d'6rdin dispari- Pér ogni valor éd A , e donca pér ogni valor éd E , i l'oma doe
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solussion andioendente, dont la prima a ven dal parte com 4, #0 ; @ =0 , che a conten mach potense pari
(fonsion pari) , mentre la sconda a vem dal parte con a5, =0 ; a; #0, che a conten mach potense dispari
(fonsion dispari).

Nen tute le solussion trova, macassia, a son acetabij. An efét as dimostra che se #—> 00 la série a

divergg. A venta donca che a capita che da na daita mira anansas treuva che a,,, =0 s donca la série as arduv a

un polinomi. Son a capita mach cand
1
A=2n+1 edoncacand E, = ha)(n + E) con 7=0,1,2,3--

An costa manera i 'oma trova ij livéj dl'energia consentl, che a son discrét a rason dle condission éd

limitatéssa asintatica pér la fonsion d'onda.

J'autofonsion relative ai livéj d'energia as treuvo an manera pitost seémpia. L'autofonsion dél livél

égZ

2

fondamental, pér » = 0, a sara dél tipo ¥, (f) =age pérche ij termo da a2 anans a son uguaj a zero. Son a

val pér le fonsion pari, andova da ap 1podoma trové a, e via fort, mentre che pér le fonsion dispari i partoma

égZ

2

dal ptim livél ecita pér #» = 7 andovail'oma ¥, (f) =aye pérche ij termo da a3 anans a son uguaj a zero.

Son a val pér le fonsion dispari, andova da a; i podoma trové a; e via fort-
An general I'autofonsion ch'a fa 7 a sara
22
¥,(6)=C,H,(§)e 2

andova C, a son le costant che a ven-o definie da le condission éd normalisassion, e H, a son ij "polinomio
éd Hermite", che a son le série tronca al termo ch'a fa 7, ch'i 'ona vist prima. An general as peul dimostr* che

costi polinomi as arcavo da la formula :

n

H, (&)=

T (e-fz) andova ¢ = (-1’

Ij prim sinch polinomi ed Hermite a son:
Hy(¢)=1

H(§)= ()¢ e )= (28 =22

Hy (&)= %(—2&52): (2 wag S =ag 2

H; (&) =88 —12¢&
H, (E)=16&* —48&% +12

52

2

Adéss i podoma normalisé la solussion general ¥, (f) =C,H, (f)e dl'equassion dé Schrodinger

¢ i otnoma la fonsion dOonda (autofonsion dl'energiia) d'onda :

52
- ;2
¥, (&)= p—" H,(£)
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mw S ke 1

. . . . g .

andova is arcordoma che ¢ = 79(: \/% x . Nostr potensial 7 il'ona vist che al'é V:Ewa) x° con
1 h 1

X= n ¢ ,edonca V:-ma)2_§2=_hw§2

VA0) 2 /20 2

An figura 12 i l'oma an sl'ass dj'ass9sse la variabil & e an sloass dj'ordina la fonsion
V/ (h a)) eijlivgy E, / (h co) La fonsion d'onda ch'i I'oma arpresenta al'é arferia al relativ livél d'energia ( an

figura a I'¢ adissioma a 4,5) e son a mostra che a-i é 'ncora fonsion dlonda contut che 'l potensial a dventa 7> E
com il'-oma vist parland dl'efét tunel-

Ef(ha) |1/ ha)
\ g

4,5 \ / - F

\ Pl | e / a
3,5 \ f E
» '\ = I 3
2,5 LY P4 &
N 7
0,5 \\.._ __..--"/ E

-5 -4 -2 o 2 4 = &

Figura 12 - Potensial, livej En e fonsion d'onda Wy-

I notoma che l'energia a I'ha livéj discrét con intervaj costant, A-i é nienergia éd "pont zero" che a
corispond a la pi cita indeterminassion dél prinsipi éd Heisemberg. Man man ch3 n a chérs, la densita éd
probabilita |¥|? a tend a dventé coma cola classica.0
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Particola ch'as bogia an tre dimension

I arpijoma lon ch'i l'oma vist fina si, considerand perd che la particola a peussa bogésse an tre
dimension, sempe perd considerand la particola coma un pont. P-er adéss i continuoma a nen consideré xola
grandéssa carateristica dla mecanica quantistica che a 1'é 1€ spin dle particole, cosa ch'i véddroma peuian manera
bin larga.

Sistema con Hamiltonian-e separabij

El problema dé Schrédinger indipendent dal temp as peul arduve an manera sémpia a tre problema ant
na dimension, se JpHamiltonian-a dél sistema a peul esse buta ant la forma:

H(x,,5)=H,(x) + Hy(y) + H;()

Se as conosso tute jautofonsion &d H, (x), vis-a-di {‘P E (x)} e a l'istessa manera j'autofonsion

{‘PEZ ()/)} éd H, (J/) , j'autofonsion {‘PE3 (z)} éd H3 (2:) , € 1j corispondent autovallor {E1 }, {EZ }, {E3},

antlora &l problema a j'autovalort, che a I'é:
H(x,7,2) ¥ (% 03) = [Hl (x)+Hy () + Hy (%)]\PL (x,0,3) = E¥E (%, 0,%)

a amet coma solussion tuti ¢ mach ij prodot dj'autofonsion ¥ (x,y,z) =Yg (x)‘PEZ (J’)\PD) (z) ,Jmentre

j'autovalorelativ a arzulto esse E=E; + E, + Ej, .

Particola ant na scatola tridimensional

Disoma subit che pér scatola tridimensional i antendona né spassi limita che i consideroms un
paralelepiped, con drinta na particola che a peul nen suprtppré le face, coma se a fusso na parete éd potensial
anfini.

I pijoma donca consideré na trien-a d'ass cartesian ortogonaj e un oaralelepiped con un co ant l'origin

e ij lat atlong j'ass x;, 5, ¢ longh, ant1'6rdin 4, 4, ¢, com arpresenta an figura 13.

z

7

Figura 13 - Scatola éd confinament dla particoola
Donca il'oma che él potensial I(x; 5, %) a pija, ant l€ spassi, ij valor:

0<x<a)N(0< y<b)n(0<z <)

© an tud j'autti cas

0 se
V(x,0,3)= { (
L'equassion dé Schrédinger indipendenta dal temp pér na particola ant la scatola, (con " =0) al'é :

(o> o> &
- + +
2m [axz 8y* 87

J‘P(X,y,z) = E'“P(X,)’RZ)
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As peul dovté la separassion dle variabij. pérché le Hamiltonian-e a son separabij, donca da lon ch'i

l'oma vist prima :
¥ (x003) = X(x)-Y (0)-2(2)

2m X 0x* 2mY & 2mZ 03*

Che la fonsion d'onda a prussa esse considera coma prodat éd tre fonsion dle tre variabij, a ven da soa
interpretassion probabilistica (densita éd probabilita che la particola a I'abia la posission x, e 'deo la posission y,
e 'dco la posission 7). E dal moment che x; y, 3, a son andipendente, i podoma sepaté costa equassion an tre

equassion;

2m X dxz

hzlde_E . h21sz_E W14z

X
andovailoma E=E +E +E,

Ed coste tre wquassion i conossoma le solussion che an dan tre ansema s'autofonsion con ij relativ

autovalor, che a son, second 16n ch'i I'oma vist ant na dimension :

2 2,2
X (X ) =,[—sin M7 x | conautovalor E_= e b
a a X 8mﬂ2
2,2
2 "y o h
Y(J/) = \/;'Sin( Jb jj con autovalor EJ = ;7
m
2,2
2 n, 7T noh
Z (%) = |=sin| = 2| conautovalor E, = &S
¢ ¢ 8w’

Cand doe o tre dimension dla scotola a son istésse, i l'oma degenerassion, vis-a-di diferente
autofonsion con jé stess autovalor. Vardoma sti livéj d'energia total e le relative degeberassion, ant l'ipoteri che i

I'abio che a=b=r¢:

/72

Moyl 2
YRR 8ma

2 2 2
(ﬂx+nj+n{)

ny | ny | n, | 1P+ 1% + 102, | Degenerassion
1171117 3 1
211 |1 6
171217 6 —Il= 3
1112 6 .
21 2|1 9 ] 2
211]2 9
2122 12 1

e via fért par¢j. As peul védde, pr'esempi che a-i son tre stat diferent, con tre diferente fonsion d'onda ,che a son
‘P(xﬂzz,jnzl,znzl) ; ‘I’(xﬂﬂ,yﬂ:z,zﬂ:l) ; T(Xﬂzbj/n:b%ﬂ:z) . Tute tre coste autofonsion a I'han
6>

8ma

coma autovalor E = 5

Ossilator armonich an tre dimension

I suponoma un pont material éd massa m , che as treuva ant l'origindiun sistema d'arferiment

cartesian ortogonaj. El pont a I'€ sog*t a na forsa proporsional a 1é spostament da l'origin (forsa elastica), dont le
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component a valo f.=—cx ; f,=-cy ; f.=-c¢g ,andova ¢ al¢ la costant d'clastissito che i

suponoma l'istessa pér le tre ditession. Com i l'oma vist pér &l cas unidiressional, €l potensial éd costa forsaa
1 1 1

l'avta component 1/, = Ifx dx = E[ x2 IV, = Ify dy = Efyz ; V= J‘f% dz = Ec zz - 1 consideroma

peui che, da la f'sica éd Newton, i 'oma che la pulsassion dl'ossilksssion a I'c doita da @ =/c/7 , e son a va 'dco

binant €l vas quantistich.

Operator Hamiltonian
Coma prima i podoma scrive l'operator hamiltonian adissionand l'operator dl'energia cinética, com i
l'oma gia vist, esprima com adiddion éd soe component, component, con l'operator dl'energia potensial, sempe

esprimu an component, € i otnoma:

T L2, 2,2
H=-— + + +—clx"+ "+
2m| dx* 0 y° agzj 2 ( TR )

n? [ * . F &
Rispét al cas dla scatola, adéss i l'oma un potensial parabolich a smijansa dél cas dl'ossilator
unidimensional ch'i I'oma vist prima. L'equassiom de Schrédinger indipendenta dal temp da arzolve pér trové

j'autovalor dl'energia (e le relative autofonsion) a 1'é donca :

w (o 0 o 12, 2, 2
|:_g(a}(2 + 6)/2 + 5{2]+E[(X t+)y +7 ) ‘P(X,],%):El}’(x’}/,%)

Le condission al contorn a son che la fonsion W¥(x,),3) a vada a zero a na distansa grossa dal pont
d'echilibri teorich che pér noiautri a 1'é l'origim dj'ass.

Separassion dle variabij

Par¢j com il'oma vist pér la scatola an tre dimension, édco ambelessi i podoma separé 'equassion si
dzora an tre equassion, ognidun-a relativa a na component e serché pér ognidun-a j'autofonsion e ij relativ
autovalor, coma se as trattisa €d tre problema unidiressionaj separd. I 'oma peui vist ch j'autofonsion dél
problema tridimensional a son tuti ij possibij prodot dle autofomsion unidimensionaj, mentre j'autovalor a son
j'adission dlj'autovalor unidimensionaj relativ-

An termo pi precis i l'oma che le tre equassion diferensiaj éd partensa a ven-o dal cas dl'ossilator

unidimensional , ma si i dovroma na manera un poch diferenta d'andé anans.
La fonsion d'onda a 1'é daita da ‘P(X,J/,z) =¥, (X)‘I’J,(y)‘l’z (:{) e l'ebergia total a I'é daita da
E=E, +E, + E, . Separand le variabij i I'oma :;j'equassion:

: 2
Iy ) e ()= B (x) = B= T X)L
2m 2 2m Y, (x) 2
"y : n ¥, (0) 1
2w ¥ U)+EC]2 v,()=EY, () = E, = o ‘Pj (») +Efﬂ2
() Lo P Y(z) 1,
_g T{(%) +E€{ T%(%) = E{ \P% (%) = E{ :_gm*‘gfz

Da le definission si dzora a ven che E. a peul mach dipende da la variabil x, Ma il'oma chel'energia

total E al'¢ na costant, e che ant I'espression E=E_ + E, + E, , mach &l termo E. apodria dipende da x, e

donca a venta che E. a sia costant. Son a val édco pér E, e E..
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Si dzoea i l'oma scriva le definission dle component dl'energia traverd le tre equassion de Schrédinger
unidimensionaj scrite pér le tre dimension. Par¢j com i l'oma fait pér la scatola tridimensional, édco ambelessi i

l'oma separa le variabij.

A sta mira nostr problema as arduv a arzolve tre ossilator unidimensionaj, coma l'ossilator ch'i lioma
vist prima. Sensa atpete 1on chOi 'oma gia dit, i I'avroma donca tre numer quantich 7., #,, #. . un pér ogni
variobil, che a son numer antrégh che a van da zero anans, tre série éd polinomi éd Hermite H,., H,, Hux, €
donca tre série d'autofonsion ¥, , ¥, , W , e donca tre setiec d'autovalor E,., E, , E, , relativ a le

corispondente autofonsion.

Lon ch'a I'é pi d'anteresse an nostr but a son ij livéj possibij dl'energia. Arcordand le posission ch'i 'ona

fait , iij livéj ch'i calcoloma an manera separa a son, an fonsion dél numer quantich n pér le tre diression:

Eﬂxz%hw con n.=0,1,2,3,
2;7j+1
E, =——hwo con n,=0,1273--
J 2 J
=2ﬂ{+1

e Tha) con 71{20,1,2,3,"'

Ij livéj possibij dl'energia total E dél sistema a ven-o da na qualonque combinassion dij numer
quantich antrégh 7., n,, #. . 1j livéj possibij a saran donca dait da:
2n, +2m, +2n, +3

=E, + E”] + EﬂZ = 5 hao

Moty e
Sempe tnisend cont dle sostitussion chOi l'ona fait ant €l cas unidiressional, i podoma scive

j9autofonsion relative a le tre diression cona :

2
_s P sk

1
¥ = H ¢ 2  andova = |—x= x
n, (98) \/m% 7y (5) g 7 N

2
1 - mao Yomk
IPn,(l//)z”—Hﬂy(l//)é’ 2 andova V= 7)}: \/E y
‘ (27 n\),!-é/;
2
1 = "o Hom ke

‘I’”Z(é')z I‘I,,z(é')[7 andova ¢{ =, —z=

: g
7, .
2%n, Y L Vi
J'autostat possibij dél sistema a ven-o, coma pér ij livéj dl'energia, da na qualonque combinassion dij
numer quantich antrégh #., #,, 7, , second la régola vista:

¥ -V, Y, Y,
Y x J g

Mot yn

Autovalor
I l'oma vist che qualonque trien-a éd numer antrégh nrn negativ a da origin a n'inica autofonsion

dl'energia dél sistema, e a un corispondent autovalor dl'energia total.
An figura 14 i arportoma & spétr dij valor possibij pér I'energia total E”X”y e (an sl' ass vertical) e da

fianch a ogni valor, an orisontal i arportoma le combinassion dij numer quantich che a produvo col valor. An

pratica ogni trien-a 7., #y, #;, a produv na sola autofonsion ¥, , , , ma a-i son d'autofonsion diferente che a
S x Tyl

I'han l'istéss autovalor.
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E -
7:=3002 010211
e —T—m,=0301201021
m=003012210]1
. lno=20011
sho —w. =020 101
=002 011
- ,l=l[:|::
EJ‘r&J —T—"7,=010
m=10 01
- fo =
—J‘?&J——,-= 0
) =0
0 _1 -

Figura 14 - Autovalor dl'ossilator tridimensiona

As nota che ij livéj possibij dl'energia a son ij nultipl dispati dla quantitu %ha) e che donca la distansa
fra ijlivéj a vall iw=hv. che al'é na quantita tant cita da esse apressia mach a livgl microscopich.

I notoma 'dco che l'ossilator a I'ha n'energia éd "pont zero", la pi bassa possibil che a I'é nen zero, ma a
val FEyy) = %ha) Sto fait a peul avej na giustificassion ant €l prinsipi d'indeterminassion éd Heisemberg. Se

l'energia total a fussa zero, a saria a zero l'energia potensial , e donca la posission a satia cola d'echilibri,bin
determina. Edco l'energia cinética a saria a zero e donca a saria bin determina a zero édco él moment linear. Son
a saria contra ] prins'po d'indeterminassion.

Autofonsion

Ant €l cas unidiressional as podia arpresenté la fonsion d'onda, com i l'oma fait, su un pian cartesian
con l'assissa che a dasia la distansa dal pont d'echilibri teorich e, an sj'ordina, €l valor dla fonsion cotispondent
opura, 'ncor méj. €l quadra €éd so valor assolut. An tre dimension n'arpresentassiom grafica a dventa un

proboema. I provoma, macassia, a dé n'arpresentassion intuitiva compagna da na descrission

An figura 15 i arportoma le fonsion |Wo|2 ¢ |WPi|2 coma esempi d'arpresentassion. Pér la prima
fonsion i1'oma, amtorna a l'origin, che ambelessi a I'é 1a posission d'echilibri nominal, na nivola grisa andova pi €l
gtis a I'é sombr e pi auta a 1'é la probabilita éd trové la particola.-A parte dal senter dla nivola, andova &l gris a 1'¢
pi scur. motobin ampressa con la distansa dal senter la probabilita a dventa trascurabil.

z Z

‘o, ‘el
Y

Fég//lﬂl 15 - Autostat |'}/000 |2 e |ly7()()|2
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La nivola a l'ha simettia sféricae ér tivé a valor trascurabij éd probabilita €l rage éd costa sfera a peul

h

esse valuta ant I'érdin ed grandéssa éd x; = |[— --
me

Ant la sconda part dla figura, andova la particola as treuva al prim livél ecita, la nivola as divid an doe
nivole davzin-e, che a I'han pi nen la forma sférica precisa, con ant 'origin un pont andova la probabilita éd trové
la particola a I'é zero. Se i pensoma a na particola che a ossila antorna a l'origin, a ven logich pensé la part+cola
midema a peussa esse trova con l'istessa probabilita da na part & da l'autra, ma a ven dif'cil pensé che a peussa
mai esse trova amt l'origincoma se a odéissa passé da na part a l'autra sensa traversé l'otigin..

A venta pero pensé che l'equassion dé Schrédinger che i 'oma dovra a cambia nen ant &l temp pérche
a dipemd nen dal temp midem e a serv a studié ij livej d'enersia total poissibij, e la distribussion ant le spassi dla
probabilita éd trové la part'cola. Son a I'é amportant pér 1on ch'i véddroma.

Tormamd a nostre autofonsion,, i notoma che j'autre doe fonsion dél prim livél ecita Yoo ¢ Woor a
son smijante a la Wi con la diferensa che le doe nivole éd probabilita a son alinea an sl'ass y e ant 1'6rdin, an

dl'ass z.

Degenerassion
Mach ¢l livél zero dl+oddilator (minima energia possibil) a lié caraterisa da un dol autortat che a l'ha
l'energia minima, Tuti j'uutri I0v"j d'energia < zon comun a vaire autofonsion, e pi €l livél d'energia a 1'é¢ aut e pia

son j'autofonsion ch'a lo produvo. I livéj eciia dl'ossilstor a son domca tuti degenera.

J'autofobsion d'un livél a l'han fra 'd lor na diferemya distribussion ant 1€ spassi dle n'vole éd
probabilita éd trové la particola, an particola pér ij livéj pi aut, andova le combimassion a son tante. Son a I'ha soa

amportansa an particolar pér le anliure molecolar e via fort, coma i I'avroma manera 'd védde.

Oltra a son, i podoma consideré che qualonque combinassion linear éd doe autofonsion che a 1'abio
3
l'istéss autovalor a 1'é 'ncora n'autofonsion con l'istéss autovalor. I podoma. pt'esempi, consideré le doe

autofonaion dl'ossilator armonich W5, e Wy, conjautovalor E;, = Ey, =Ea)h e i disoma ch4 le

P00 + Foro . R ST 30
2
sostitui le prime doe.

doe fonsion a son doe autofonsion, sempe con l'istéss autovalor, che a peulo

Avend veuja éd fé un poch éd cont, son a peul esse verifica, e as peul védde che l'arpresentassion dle
fonsion a resta l'istessa, giusta vira éd 45° Giusta l'istéssa distribussion vista da n'aurta mira. I véddroma peui
d'autri particolar d'anterésse.

Cenn an sl'ossilator anarmonich

L'ossilator ch'i 'oma vist a peul esse n'aprossimassion dle vibrassion molecolar cand coste a son cite.
Un cont pi precia a considera un potensial, ciama "potensial éd Morse", che a pérmet solussion matematiche
precise e a I'c n'aprossimassion motobin pi bon-a. An costa manera, pero, la vibrassion a 1'é pi nenb armonica

pérche a val pi nen la l¢j éd Hooke. I arpresentoma sto potensial an figura 16-

I podoma arferisse. giusta pér avej sotman na situassion concréta, a na molécola bi-atomica e a la
vibrassion dij doi atomo arlongh la diression che a colega ij doi atomo midem. I dovroma coma variobil la
distansa 7 dij doi atomo, e i disoma 7, la distansa nominal d'echilibri. A distanse p+ cite la forsa a I'¢ d'arbyt e a

distanse magior la forsa a 1'é d'atrassion. L'espression dél potensial a 1'é :

V(;»):De[1—e‘”("’e)}2
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andova D, al'él'energia éd dissociassion dla molécola, @ a1'é na costant che a dipend da la natura fisica dla

molécola midema, mentre re a 1?¢ la posission d'echilibri nominal dla nolécola, mentre D0 a I'é el saut d'energia
fra I'energia al pont zero e I'energia éd dissociassion.

1 Jl.l
—ho
=

Ta

X=r-r

Figura 16 - Potensial éd Morse.

Arzolvend 'equassion dé Schrodinger indipendenta dal temp as oten-o ij livéj d'energea consent, édco
lor dipendent sa un numer quantich 7. Sensa fé tut €l procediment, pér costi livéj i otnoma:

oy L]

‘ 4D

¢

I stpma nen, ambelessi, a analisé stiarzulta, ma i disoma giusta che man man che ij livéj a chérsola
distansa fra ij livéj as arduv. J'autofonsion a son pi nen simétriche,

I andoma nen pi ant l'ancreus e i tornroma su st'argoment se e cand a sara necessati.

Moment angolar an general

An Mecanica Classica sto moment angolar a I'é defini da l'espression / =7 x p andova i 'oma dovra
él sibbol " x " pér indiché €l prodot vetorial. Le component dél moment angolar a son:

/xszz_{pj ; /J/:f{px_xpz > Zzzxp\y_ypx
An Mecanica Quantistica l'operator dél moment angolar as arcava da la definission si dzora e a pija la
forma: L =7 x (—z' hﬁ) , Butand l'operator an component i l'oma

~ , 0 d
Lo=yp,—3P,= —zv’f[ya—z—%—J

'y
_ , 0 0
Ly=3p.—xp; Z_Z*[%a—x—xa—J

~ . 0 0
Lo=xpy,=0px =—Z‘/7(XE—Jaj

Relassion éd comutassion e operator éd monta e cala

L'operator moment angolar a 1'é n'operator Hermitian, e i podoma trové an manera facil che soe
component a comuto nen. An efét, com as peul véddd facil. i 'oma :
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[L.L]=inL: [L,L]=inl.: [L.L.]=inL

Pér dimostré coste ugualiabse as esprimo j'operator dle component del moment angolar an termo dle

component dle coordina dla posission e dél moment linear, tnisend cont che 'dcd coste coméonent a son
operator ( pt'esempi [ﬁx , ]:;] = [j/ ]3%‘. - %ﬁy , 2D — 9?]3%] ), as calcola €l comutayor e, aplicand definission e
proprieta dij comutator midem, dop na série €d passagi pitost longh, as riva a la semppia espression
|:Lx > L):| =J I:Pz ’z:'px + X[%’p{:lp]f = Zh(xp] - J/px) = ZhL{
Da le régole éd comutassion si dzora a ven che a esist I'operator, motobin amportant :

2 =(7xp) =(7xp) +(;x]>)j + (ij))i —2 A+

che a comuta con tute le componrnt I;, an manera che i 'oma [f,z , f,ZJ = [ﬁ, ,L?J =0. pér i=x7 7.

Costa proprieta as peul verifiché giusta fasend ij cont, e aplicand le proprieta viste. Pr'esempi i podoma calcolé :
27 2 2 27
L7 ]=[L 12+ 12+ 12 =
_ 2 2 27
=L 2]+ |+ 12 )=
=L Lo Ly [+ [ Lo Lo Lo+ L[ L+ [ L Iy L =
=/nL L, +/nL L. —-nhL L, —ihL I =0

e a l'istessa manera i I'oma |:I:2 , EXJ = [I:X , EZJ =0 ; [L? , I:J = |:I:J , I:ZJ =0

An base a lon ch'i I'oma vist ant la prima patt, son a veul di che ognidun-a dle cobie d'operator
{f,z,f,x} ; {f,z,f, ]} ; {f,z,f,{} a forma un sistema complét d'osservabij compatibij e donca a l'han na
base comun-a d'autofonsion.

Pér convension as pija coma base djé stat dél moment angolar d'un sistema, la base comun-a dj'autostat

dla cobia {f,z,f,{} . I suponoma donca che él genérich autostat che i disomna \,, a sia autostat éd I? con

autovalor a, e al'istéss temp a sia autostat éd L, con autovalor 4. A-ison donca j'equassion a j'autovalot :

L2 Vo =aWap 5 L{ Var = /ﬂ//a/;

e siivardoma éd trové coste autofonsion e ij relativ autovalor.

Operator éd monta e cala
A sta mira a conven antroduve j'operator éd monta e ed cala, che a ven-o defini coma :

L,=L.+:iL, ; L. =L -/L,
andova €l + as arferiss a l'operator éd monta e €l — as arferiss a col éd cala.

Sti doi operator a son l'un I'hermitian coniuga éd l'autr, vis a di che : LJEr =L ; L'=L, ca

sodisfo a le régole éd comutassion:

(L] =20l 5 [Le,L ]=-#nl, : [[2,0.] =0
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El nom d'operator éd monta e operator éd cala a ven da I'efét che costi operator a fan cand a son aplica

an'autostat ‘¥, ,. An efét, a parte da l'equassion a j'autovalor L. vy,, = by, i podoma calcolé

e donca l'equassion a I'¢ dbenta L, L, ‘Pa),,) = (ih + b)(ﬁi ‘Pa),,)

Donca se as aplica 'operator L, opura l'operator L_ a n'autostat ¥, , dl'operator L. , as oten
n'autra autofonsion dl'operator L, con autovalor aumenta opura diminui dél valor 7. An pratica sti operator a
fan monté opura calé d'un pass ant la scala dj'autovalor. &éd L, .

- . ~ g . -
Se anvece i considerona L al post éd L. , antlora, aplicand I'operator L., opura l'operator L._ a

l'equassion I? Y, =a¥,, i otnhoma:

B (f‘i ab) = ( 2 I:i)l}’ab

ma dal moment che [L? ,f‘i} =0. antlora ( 2 L,|= (ﬁi [ ) e donca

D(LoW,,)=(D L) ¥, =(La )W, = Loa¥,, =
=a(f,i‘11a/7)

. ~ . .. r2
e donca l'autofonsion L, ¥, a continua a esse autostat éd L.°, con autovalor 4.

ab

Autovalor e autofonsion dél moment angolar

I 'oma donca vist che se i aplicoma # vire l'operator L., opura l'operator I._ a n'autostat ¥, ,
dl'operator L, i otmoma n'autra autofonsion éd L. con autovalor aumenta opura diminui é&d #7i. Sto

procediment, pero , a peul nen esse aplica a l'anfini pérche, pér ogni dait autovalor 2 ed L , a-i é un limit

supetior e un limit inferior pér l'autovalor 4 éd L. . Son a ven dal fait che l'operator - Li = Li + LZJ, al'é

defini coma positiv e donca se 1 aplicoma sto operator a nostr autostat i otnoma :
2 r 7 _ o _ 2
(L _LZLK)IP”’}]—dLIIﬂ,b_hLzT”’b—dl{Iﬂ,b_b "II”’}]

e se i fomalprodot intern éd W, , pér st'arzulta i 'oma:

Ta,b '(‘Z\Pg,/; - v \Pa,h) = ”‘\Pa,b = v ‘Ta,h ’

.5 =1 . Son adis che a venta che a.i sia un valor

e son pérché i suponoma j'autoatat normalisa, e donca “P
massim éd 4, che i ciamoma /4 tal che a-i sio pi nen autofonsion superior a W 7 e relativ autovalor, e donca a

ventache L, W =0, conl'autostat ¥  nen nul.
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Da son a ven che a val édco 'espression J_ [, ¥ - =0, mainotoma che:

R T R R _12 2 -
(Lo+iL,)=L2+ 1 —i(L,L,—L L )=0[7=L-hL,
e donca il'oma

(L? —Lii —hflz)‘l’dlj =(a _ —hZ)‘Pa; =0 donca a—b>—hb=0 daitche ¥, ;#0
A l'istessa manera a venta che a-i sia un valor minim éd 4, che i ciamoma &, tal che I ‘Pﬂ’é =0,
con l'autostat ¥, , nen nul. Da son a ven che a val €dco l'espression L,L_ ¥, , =0, mainotoma che:

LoLo=(Lo+iL )L —iL)) =2+ 2 +i(L, L~ L L)=[> =12 +nL,

X

¢ donca i l'oma
(P -2+nL)®,,=(a= 0> +nb)¥,, =0 donca a4’ +hb=0 diitche P, #0

Autovalor
Dal confront dj'arzulta ch'i 'oma trova an sij limit éd 4 as arcava che b =—4 con b positiv. Donca

il'oma che;
~b<b<b
Da tut son a ven che a venta podgj rivé a l'autoatat W 5 partend da l'autostat ¥, , e aplicand, un

numer fini » éd vire, l'operator L, , Donca a venta ch'a sia b =b+nh ,andova 7 al'é un numer antrégh. Da

si as arcava che

A sta mira i definima un ; tal che j= P ¢ antlora j =§ a I'é un numer antrégh, opura un numer
semi-anttrégh, e €l massim autovalor éd ]:z aval jh.
Da l'equassion @ —b* —fib =0 ch'i l'oma trova prima, i arcavoma che :
a=j 0+ j0° =h2j(j+1)

I definima 'ncora  tal ch'asia =mh . Antlora i 'oma che se ; al'¢ un numer antrégh, tuti ij valor

che a peul ave¢j » a son antrégh, mentre se ; a I'é semi-antrégh antlora €édco 7 a l'ha valor semi-antrégh. I
'oma che pér un dait 7, ij valor che » apeulavéjasonda 7 a j asautéd 7, vis-a-di;

m=—j,—j+l,—j+2, -, /=1,7

esonaportaaavej 27+1 autovalor.

, . . . .. . .. 2 - . N
Adéss i cambioma notassion pér j'autofonsion éd L° e L e i passoma da ¥, al simbol ¥,.

Donca a la fin i 'om, pér j'equassion a j'autovalor :

=2 2 /. ~
L \P/a”f :h ](j +1)T/,m 5 Lz\Pj,m =hw‘l’j,m
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1

con j che a peul pijé ij valor j=0,5,1, 2,

>

N | W

mentre m apeulandéda -7 a j asautéd 7,

>

Autofonsion
I androma pi ant l'ancreus pér coste autofonsion parland éd moment angolar orbital., mentre ambelessi

i vardoma giusta quaicos an general.

J'autofonsion ¥, a son j'autostat éd doi opetrator hermitian I e L, , donca a son ortogonaj fra 'd

lot. I podoma 'dco supon-e che a sio normalisa. I podoma donca sctive che :
VimVim = 5],/' 5”;/,”1'

Dal moment che se i aplicoma l'operator L., a l'autofonsion ¥, i otnoma niautra autofonsion éd

L%, con autovalor » + 7, antlora a venta che a sia :

+

J» 1notoma che:

Pér trové ¢

LY, )(L.¥,, ~ ~ L
A )i (5w )
=¥, (L.=iL,) (L, +/L,)¥ (-2 -nL)¥,, =

o

I Z\Pj,m
ma i l'oma vist che 1.2 v, = hzj(/ + 1)‘1’”% ; ]Z{ V,,=m¥,, mentre V6 -¥ =1 edonca

2

=0 j () =W =W =W (1) = = |20 (= m)(j+ m+1)

‘[/',m

N . + PN - . . .
e son an dis che ¢ m peul esse determina, a meno d'un fator éd fase arbitraei, e i 'oma

m

f;,m=h\/(j—w)(j+m+l)

c alistessa manera, partendda L_ Y, =¢, ¥

J 1 as oten, an manera coruspondenta :

Jm=

f;,m=h\/(j+m)(j—m+l)

Moment angolar orbital

Parland dél moment orbital i dovroma le notassion che a ven.o dovra an general ant la literatura
sientifica. Donca i arscrivoma j'equassion a j'autovalor si dzora ciamand / 16n che ptrima i ciamavo .

As pija /[ coma nimer quantich dél moment angolar ¢ as dis che m a '€ &l nimer quantich magnétich. 1
podoma scrive j'eqassion a j'autovalor, dovrand la notassion ¥/,

LY, =r/(/+1)¥,,

LA:z q’/’m Zhwq,/’m

. . .. 172 . . R
An coste equassion a son bin defini j'autovalor éd I.” e L, , eil'omavist che » ¢ / aso doi numer

quantich taj che pér ogni valor che a peul pijé / a-ison 2/+ 7 valor éd .
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. L. T2 . . . . . .
Donca j'autovalor éd L~ a som degenera 2/ +1 vire. Le cdse a van coma se, dait un valor éd /, él

i (1+1)

moment total a sara ‘L‘ = , mentre l'autovalor mh al'é la projession L. dé sto moment total,

coma mostra an figura 17.

Figura 17 - Autovalor L.,

I 'oma na quantisassion spassial, andova a son possibij mach ij valor éd ¢ andova ‘L‘COSQ =mh e

m

donca mach cand cosf = ﬁ . Con j'operator éd monta e cala as passa daun » al'autr.
I/ +1

Autofonsion dél moment angolar

. . - . . . PR . . . 2 . .
Pér continué I€ studi an sj' autofonsion a I'é pi convenient scrive j'operator L.e L7, ch'i 'oma vist
prima an coordina cartesian-e, dovrand le coordina polar ésfériche e svilupé ij cont an costa manera. I partoma

comensand a serché j'autofonsion éd L.
Equassion a j'autovalor éd Lz

I T'oma vist che, an coordina cartesian-e, la component L. dél moment angolar a val :

. 0 0
Lo=xp,= b Z—Z*{Xa—ﬂaJ

e, com il'oma vist, I'equassion a j'autovalor a I'é:

L.y(x, 5,3)=mhy(x, 9,7)

Com arferiment pér nostre coordina sfériche 1 pijoma figura 18.

b o
4 Pirég)

Figura 18 - Coordina sfériche d'arferiment
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e donca i dovroma la trasformassion

x =rcos@sin@
y =rsingsin@
g =rcost

Se i foma coste sostitussion ant j'espression dl'operator L% e, sensa arporté ij cont, i otnoma che an coordina

sfériche sto operator a I'é¢ arpresenta da:

Lo=—inl
< a¢

. . ., 0 .
e l'equassion a j'autovalor a arzulta esse —7 ha—l// =hmy che alha coma solussion:

w=Clr,0)"?

Edco da si as peul védde che 7 a venta ch'a sia un numer antregh, dal moment che ¢ a1'é l'angol éd
rotassion antorna a l'ass 7, e donca ¥ a venta che a sia I' istéssa a ogni gir complet. Ma i I'avio gia conossu 7 da
n'autra mira, coma numer quantich magnétich. Se i sostituima sta solussion ant l'equassion a jautovalor i
trovoma:

—ihiC(r,e)/‘”“" =L_C(r,0)"?
op K

—imh [iC(r,H)ej’”‘/’} = L%'.C(”e)em(p
mhC(r,0) &P = L. C(r,0) " edasi

L.=mh con m antrégh

Equassion a j'autovalor éd L2

PN o . . 2 s o .
Sempe dovrand le coordina sfériche, i podoma arscrive L e, sensa arporté ij cont, i otnoma che an
coordina sfériche sto operator a 1'é arpresenta da:

2
12=-n° ! i(Siné’i]+ LG

sind 00 20" sin20 00%

e ancora i podoma sctive an costa forma j'operator éd monta e cala coma:

L, =ihe™? ii - cot¢9i
- 00 op

Ant j'equassion a j'autovalor ch'i 'oma vist, j'operator diferensiaj a anterésso nen la coordina r, che

a sara present ant l'autofonsion y/(7, ¢, 6) coma fonsion moltiplicativa arbitraria : v/, , (r,4,0)=R(r)Y.(6,9)

Se i arscrivoma l'equassion aj'autovalor pér I dovrand costa fonsion i l'oma
4

—ih%Yé(9,¢)=hmYé(9,¢)

dont la solussion a 1'¢ Y/, (6,0)= ks 0(0).
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Son an mostra che 'dco la fonsion Y,i (9,(0) a 1'é él prodot éd doe fonsion moltiplica fra 'd lor, e che i
podoma ciam® coma Y,,/Z (9,(0) = @iﬂ (0)D,,(p)

I l'oma vist che » a venta ch'a sia un numer antregh, e si i véddoma che a venta ch'a sia
/ ! 1 . : .
Y, (9,(0 + 27[) =Y, («9,(/)) , pérche la fonsion a venta che a sia continia e a un sol valor, e donca a venta che a

pija l'istéss valor a ogni gir, césa garanyia da » amtrégh, e son a dis che 'deo / a venta che a sia antregh, e donca
ij valor semi-antrégh a son nen consenti an sto cas (moment angolar orbital).

I scrivoma l'equassion a j'autovalor pér L°) savend, com i I'oma vist prima, che j'autovalor dél
moment orbital a son conossu, e dovrand la solussion trova si dzora :

2
—h{ 710%(5319&) + La—} ¢ 0(0)=h>1(/+1)"? ©(0)
Sin

Da costa equassion i podoma trové la fonsion @(9) , che a la fin dij cont, che si i stoma nen a fé a

l—m
arzulta esse @’ (0)=C ! d (l — cos® 0)/ , € da si passé a l'autofonsion.
” (sinﬁ)m d(cos 9)

Armoniche sfériche

Coste autofonsion Y,fl (0,¢) a son ciama armoniche sfériche, che as treuvo 'dco an d'autti problema.

A-i é 'dco n'autra manera d'oten-e coste equassion, partend da l'armonica sférica con numer
magnétich minim, vis-a-di da la situassion andova » =—/. Donca Y, (0,0)= e’ ,(6) ¢""'? .1 savoma che pér
costa autofonsion a deuvo valej le relassion

LY, =-nlY!, - —z’iY_// =-1Y/,
op

Lvl=0 o ine?| s o0l Ny =0 5 |20 L0y g
o0 op 00 tanf 0@

e da la sconda equassion as arcava che :

tan@wz /@(9)
do

, . _ 0 0 .
Se i foma la posission z =sin @, e donca — = cos@—, l'espression si dzora a dventa

g

it cost@)(z)ZZG(H) - d@(%):/@)(%) - @({)ZC{I e donca @(H)ZC(sinH)/
cost dz dz 2

andova C a I'é na costant che a ven a taj pér la normalisassion.

L'autofonsion relativa al minim numer quantich magnétich a arzulta donca:
AV
Y/, (0,90)=C(sin0) e e

La costant C a I'é determina da le condission éd normalisassion. A la fin dij cont, che 'dcd ambelessi
i stoma nen a fé, i trovoma che costa armonica sférica a val:

1 [(27+1)!

Y,// (0,¢) = 2/—/' T (siné’)/ E_j/go
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Pér trové j'armoniche sfériche relative a d'autri numer quantich magnétich a basta apliché l'operator
L., le vire ch'a basto. An general i l'avroma:

1

:h\//(/+1)—m(m+l)

pérché i l'oma vist prima che L, Y, = Y, , 1 eche f;,m :h\/(j - m)(j +m+ l)

]

Ylil+1 (‘9,(P) L+ Y”/z (9,(p)

I 'oma dit che la forma completa éd coste fonsion e ij calcoj pér trovela a son bin complica, ma an
nostr buta 0ié nen necessari svilupéje, na vira ch'i 'oma vist la manera éd procede pér trovéje. Na formula
general pér coste armoniche sfériche, cand 7 =0, al'é daita da:

mentre per ij valor negativéd m il'oma che a val la relassion;

v!, (0.0)=(-1)'[Y", (0.0)]

Ed coste fonsion i n"arportoma, coma esempi, quaidun-a con numer quantich bass.

3 3 ;
Yy = |—cos@ ; YL =F |—sinfc?
47 - 8
5 2 > _ |15 . + 2 15 5,402
Y? =, |—(3cos’@ -1 s YL =F |—sinfOcosbe? ; Yi, = |[—sin“ @7
\/167z( ) 1T s R EYY

Coste fonsion a son oetogonaj fra 'd loe e a son normalisa. Coste condission a son arprestntu da:

1 se /=4 AN m=pu

V4 2 / ) : —
I€=OI¢)0|:YM (9’(0)] Y/}‘/ ((9,(0)51n6’d(9d¢—{0 se [#A vV m#EU

Se i vardoma la prima éd coste autofonsion, vis-a-di YOO , 1 notoma che costa a dipend nen da 6 e a
dipend nen da ¢ . Costa autofonsion a corispond a 1€ stat andova a-i é nen d'autut moment angolar rispct a

l'otigim. Na particola na sto stat a peul avej qualonque posission angolar rispét a l'origin con l'istessa probabilita,

. . . / . .
Considerand, anvece, j'autovalor, na fondion Y, a I'ha un moment angolar an diression g che a val

L. =mh . Costa armonica sfériiiica a 'ga un moment angolar al quadra dait da 7=/ (/ + 1) n?

IToma che /2 |w| e son pérche i l'oma che 17 = Li + LZJ + L_Z{ ¢ donca a venta che a sia L* > Li. e

se i butoma la cosa an termo d'autovalor, a venta che / (/ + 1)h2 > > h? , Dal moment che as trata éd numer

antrégh, son a 1'é possibil mach se / 2 |w| e 'ugualiansa a val mach se / =m=0.

Indeterminassion
I 'oma vist che se a-i é un moment angolarla component ant la diression serntia coma z a 1'é sempe
minor dél moment total. Son a smija na contradission, dal moment che i podoma serne qualonque diression

coma ass g, e i podoma serne propi la diression dél vetor dél moment total, A sta mira moment total e soa
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component g a dovtio coincide, mentre j'arzulta ch'i l'oma trova prima a diso che €l moment total a venta che a

sia pi gross dél moment arlongh la diression z.

La Mecanica Quantistica an dis, an realita, che a esist nen un vetor dél moment angolar total, e donca

che gnun ass a peul aliniésse a un vetor che a esist nen.

Ed co ambeless' a-i ¢ un prinsipi d'indeterminassion che a smija a col ed Heisemberg. Ambelela i 'oma
vist che posission e moment linear a odio nen esse determina con precision a l'istéss temp. ambelessi i I'oma, che
se la component dél moment angolar ant na doita diression, che si i suponoma g, al'é determina e a I'ha un dait
valor, antlora a resto indetermina le doe component x e y.Il'oma gia vist che joperator dle component a

conuto nen fra 'd lor.

Se a sara necessari, e cand a lo sara, i tornroma su sto sogét.
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Potensial sentral - J'atomo idrogenoid

I comensoma a consideré €l moviment éd na particola ant un potensial a simetria semtral, pér peui

apliché lon ch'as treuva a l'atomp d'idrogenooisola, che an natura a I'é l'aplicassion la pi direta.

Cand €l potensial sentral a dipend mach dal madul dla distansa dal senter éd simetria, antlora

l'equassion dé Schrodinger pér na particola sogera a sto potensial, a peul esse arzolvua- Cost a I'é nostr cas.

Potensial sentral

An sto cas i 'oma un potensial [7(#) con simetria sentral rispét a l'origin, e 1'Haniltonian-a éd na
particola an moviment, sogeta a sto poremsial a sara

=2
H=L"11()

2pu

andova p a I'é él moment linear dla particola e x a I'é soa "massa ridota" che a saria da dovré an costa

espressiom, se i pensoma a na particola éd massa 7 e che €l potensial a sia genera da n'autra particola, ant €l
mM

-, A I'é facil noté che se
m+ M

senter éd simetria, éd massa M.. An sto cas i l'avroma che =
M>>m antlora p=m ecostal'é an prayiba, él cas ch'a n'anteressa..

An efét, se 1 voroma dé n'ampostassion rigorosa dél problema coma sistema éd doe patricole che a

interagisso fra 'd lot, l'un-a an posission 7; con massa 7 ¢ con moment linear p;, e l'autra an posission 7 con

massa 72 € con moment linear p» , travers un potensial V(|r1 - 72|) i dovtio scrive:
=2 =2
2/771 27772

My Py~ 7 Po

/771"!‘7772

A sta mira i podoma antroduve le neuve variabij 7 =7 —7 e p= , che a son le

L : : . e At T 5 S
variabij dél moviment relativ, e 'dco le meuve variabij R=—11—"22 ¢ P= p + p, che a son le variabij

my + my
dél moviment dék barissénter. Con coste posission i podoma sctive I'Hamiltonian-a coma adission dl'energia

cinética dél moviment dél barissenter, éd cola dél moviment relativ, e dl'energia potensial.

132 ]32
H=——+2—+17(r) andova M=m +m, e u=
2M  2pu my + 7y

70 7y

B2

Sta Hamiltonian-a a peul esse pensa coma I'Hamiltonian-a Hpy = éd na particola libera con la

?2

massa total M dél sistema, gionta a 'Hamiltonian-a H, = By +17(r) &d na particola con massa 4 che as
u

bogia ant un potensial sentral (7).

L'Hamiltonian.a a 1'¢ donca daita da doi termo andipendent, e donca la solussion dél problena a

j'autovalor a sara daita dal prodot dj'autofonsion W'p, (R) dla Hamiltonian-a dél barissenter con j'autofonsion

Ve (r) dla Hamiltonian-a dél moviment relativ.

L'equuassion dé Schrédinger indipendenta dal temp pér I'Hmiltonian-a classica éd pattensa a 1'é :
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2u

{—ﬁﬁz + V(r)}{f(y) =E¥(7)

I comensoma a svilupé costa equassion, ma a sta mira a conven passé an coordina polar €sfériche, com
i l'oma fait parland éd moment angolar (i savoma da la Fisica Classica che moviment ant un potensial sentral e
moment angolar a son cose bim colega, com i véddroma). Se i vardoma lon ch'a val l'operator éd Laplace si
dzora cand a ven buta an coordina polar ésfériche, second le trasformassion ch'i l'oma indica amt €l capitol dél

moment angolar, i trovoma:

2
V2 =izi rzi +i2% Sinﬁi sir1t9i +8_2
r=0r\_ Or) r°sin“@ 00 00 ) op

. . . 2 . . .
e se i confrontoma costa espressiom con cola éd l'operator L. che, con il'oma vist, a 1'é :

2
12 =—h L i siné’i +La—
sind 00 00 | sin® 0 06>

e 10(,0), I’ o
aarzulta che V= T rP = |+ >— ¢ l'operator hamiltonian a arzulta
reor\ 0r) r°h

2 =2
H=- hzirzﬁ + L2+V(r)
2ur” or or 2ur

2
che a peul esse vist coma adission éd tre operator, butand : T'(r) =— L 5 9 r* 9 s f(r)= !
2ur- or\_ Or

H =]:(r) +f(r)f,2 + V(r)
I podoma védde che [H,I:Z]zO vis-a-di [f(r),]?}+|:f(r)£2,1:2J+[V(r),I:2J=O ,ean
efét i 'oma che [f(r),f,z} =0 pérche ij doi operator a dipemdo da variabij diferente, e pér l'istessa rason i

Toma [17(r),[7 |=0. Peui i Toma : | f(r)L*, L |=[ £ (),[2 |2 + £ ()| 7,17 |=0 e son pérche ij doi

comutator dlé scond member a valo tuti doi zero, €l prim pérche ij doi operator a dipendo da variabij diferente,

1€ scond pérche ogni operator a comuta con chiel midem.
o - o . 2 o
Se adéss i pensoma a l'operator L. , i l'oma gia vist che st'operator a comuta con L, , e a l'istéssa

manera éd prima i podoma dinostré che a val édco [H s Lﬁ,z:l =0,

. . . . ~ oy o . .
An conclusion i I'oma vist che j'operator H,L”,L., a comuto fra'd lor e donca a I'han autofonsion

an comun.

J'autofonsion éd I e L., che a dipendo nen da la variabil 7, a son j'armoniche sfériche Y,fi ch'i

1

I'oma vist ant &l capitol prima. Antlora a arzulta che ogni fonsion dél tipo W(r,0,9)= R(r)Y,i (6.0) alé¢

'ncora n'autofonsion dél sistema.

I 'oma donca tre equassion a jlautovalor chr i podoma scrive, un-a pér ognidun dj'operator ch'i l'oma

vist adéss, che a son :
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HY(r,0,p)=EY¥(r,0,p) ; L¥(r,0,0)=1(/+1)*¥(r,0,0) ; L ¥(r.0,p)=mh¥(r,0,0)

I butoma la fonsion d'onda ‘¥ (rﬁ,{p) ant l'equassion dé Schrodinger e peui i dividoma ij doi member

oér la fomsion ‘P(r,@,(p) midema e i trovoma:

1
R(r)Y, (0,p)

f(r)R(r) N 1 + 2 () =
R() 2 [(/+1)p° +1/(r)=E

Da costa espressioni arcavoma l'operator hamiltonian che i podoma apliché a la fonsion R(r) e oten-e

1
2ur

|:]:(r)+

S+ V(r)}R(r)Y;(H,(o) =F

l'equassion a j'autovalor dl'energia ;

Falala ] ervevalJwo-sn

Donca l'operator hamiltonian (an parentesi grafe) a dipend dal numer quamtich /, e as peul supon-e

che anche j'autofomsion Ry7) a dipendran da / (pér son il'oma gionta l'indes ;). Ma sto operator a dipend nen
da m e donca pér ogni autovalor E a-i saran 2/ + 7 autofonsion andipendente, tante quanti a son ij valor che,

pér un dait /, a peul pijé 2, autovalor éd fJZ, . Donca ogni autovalor al'é 2/+ 7 vire degenera.

()

r

I consideroma adess na "fonsion d'onda ridota" y,(r), definia da l'espression: R, (r)= e

nostra equassion si dzora sostituend, dividend pér r e portand E a l€ scond member, a dventa :

2 2 2 1
—h—d—2+L/l_)+V(r)—E J//(r)zo
2udr 2ur

Se 'l potensial V(r) a I'¢ fini daspértut, a venta che 'dco la fonsion d'onda R, (7) a sia fimia daspértut.
Son a implica che asia  y, (O) =0-

As dimostra che costa condission as aplica 'dco ai potensiaj che a tendo a l'anfini pér » che a tend a
zero. Llequassion ch'i l'oma scrivi a arpresenta l'equassion a j'autovalor éd na particola an moviment
unidiressional arlongh la coordina r, sota l'assiom d'un potensial efetiv arzultant 17y(7) che a val:

R 1(7+1)

+17(r) con r>0
Vy(r)=y 2ur’ )

0 con r<0

A-i é donca na bariera 'd potensial anfinia pér » = 0 . e donca 7 a varia ant l'interval 0,4o0. &l

moviment a capita mach pér > 0, e la posission y, (O) =0 al'é compatibil con l'esistensa éd costa bariera.
I 'oma vist che le fonsion armoniche sfériche a son un sistema ortonormal, e donca a val la relassiom

1 se /=4 AN m=pu

V4 2 / ) : —
I€=OI¢)0|:YM (9’(0)] Y/}‘/ ((9,(0)51n6’d(9d¢—{0 se [#A vV m#E U

La norma dj'autofonsion éd nostr cas, dovrand l'arzulta si dzora, a 1'é ;
© 2 2 2 0 2 o 2
(‘P,‘P)zj.o 072|R(r)| drjgzongz‘YZ ((9,(0)‘ sin@d@dp = Io 72|R(r)| dr = .[0 |j/(7")| dr
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Edco costa espression a I'ha un caeater unidiressional. Son a dis che tut 10on ch'i 'oma vist prima pér él
moviment unidiressionak as aplica 'dco pér €l moviment radial.

I vardroma méj €l problema parland dl'atomo d'idrogenoo, ma antant i disoma che da 1on ch'i l'oma
vist i podoma di che j'autovalor dl'energia, andova so spétr a 1'é discrét, a son nen degeneru e, pér un dait /, a
peulo esse numera, dal pi cit an su, con un numer antrégh 7, a parte da 0 an su. sto numer a 1'é dit "namer
quantich radial (prinsipal) ", ¢ as giontaa a / che al'é €l "numer quantich azimutal" ¢ al numer » che al'é
¢l "numer quantich magngtich".

J'atomo idrogenoid (e d'idrogenoo)

I comensoma adéss a apliché a situassion reaj ij concét teorich ch'i I'oma vist fin-a si. J'atomo
idrogenoid a son, an realita, éd sistema éd doe particole, dont un-a a I'é un pont material, nos éd l'atomo, con na

massa zp; e con caria elétrica positiva éd Ze , andova mp; al'é la massa dla nos, che ant €l cas dl'idrogenoo a
I'é giusta un proton e a val  1,6726231.. 1077 [Kg] e al'é la nos la pi cita che a-i sia, mentre Z al'é &l numer
atomich antrégh, che pér l'idrogenoo a val 1, e €l valor dla caria elementar a I'¢ ¢ =1,602176... 107" [C].
L'autra particola a 1'¢ n'eletron dont la catia, negativa, a val —e , mentre soa massa a val
m, =9,1093826...- 107" [Kg].

Se i consideromaél pi cit éd costi atomo, vis-a-di l'atomo d'idrogenoo, e i calcoloma €l raport fra massa

dla nos e massa dl'eletron, i trovoma che  p; /me =1836,154...

Son a dis che i podrio consideré, sensa fé d'eror sensibij, la nos férma e l'eletron che a-i vira 'ntorna, e
donca ant un camp elétrich fiss, con soa caria e soa massa. Ma is arferima a figura 19 pér anquadré €l problema

con precision.

= slerran

I / barirrinrer

/ ! mar

Figura 19 - Schematisassion d'atomo idrogendid

El vetor R a andividoa €l senter éd massa, €l vetor r. a andividoa l'eletron, €l vetor rn a andividoa la
nos, mentre €l vetor r a 1'é la posission relativa dl'eletron rispét a la nos. El potensial 1/(r) a dipend mach da r;

O L
drmeyr

andova &, =8,85... 10712 [CZ/] m} al'é la costant dielétrica dél veuid.
L'atomo idrogendid che a ven subit dzorz a l'idrogenoo a '€ &l jon positiv 5 He™ dI' isotopo 3 &éd I'Elio
(motobin rair an sla téra), che alha Z = 2, con namassa M dla nos che a 1'é apopré tre vire cola dl'idrogenoo,

e un sol eletron che a vira antorn a la nos. An coste condission a 1'é ciair che €l valor dla massa ridota # ch'i
l'oma vist prima , a I'é¢ 'ncor pi davzin a la massa dl'eletron.
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Equassion dé Schrodinger dél sistema complét

Considerand l'energia cinética dle doe particolee l'energia potemsial e ij relativ operator, i podoma

scrive l'equassion a j'sutovalor dl'energia, che, an coordina cartesian-e, a arzulta esse:

A v L "

2m, ¢ 2mn

Vi +V(r) |¥=EY

andova la part tra parentesi a 1'é 'operator hamiltonian dél sistema. Costa equassion a peul esse buta an termo éd
R =vetor che a localisa ¢l senter éd massa dél sistema e éd r = distamsa fra nos e eletron.

Se as fan ij cont a la manera classica, a arzulta che l'operator hamiltonian a dvemta :

andova M a I'¢ la massa total dél sistema M =mpy +m, nentre g a l'éna "massa ridota" che a val

_ N7,

e donca l'operator a comprend l'energia cinética éd na massa M coma consentra ant €l
7N + m,

barissenter, e I'energia cinética e potensial éd na massa echivalenta an moviment rispct a la nos,. Se €l potemsial a

I'¢ nen fonsion dél temp, l'equassion dé Schrodinger — H ‘P(ﬁ,?) =E ‘I"(ﬁ,?) a peul esse dividua an doe

equassion separand le variabij. La fonsion d'onda a arzulta ‘P(ﬁ,?)=X(R)‘P(7), e nostra equassion a

j'autovalor as separa an doe equassion dont un-a a 1'é :

h2
—mvé X(R)=Ex X(R)

che a arpresenta un moviment éd traslassion dél sistema. L'autra equassiom a 1'é :

—h—2V§ + V(r) ‘P(r) =E, ‘P(r)
2u

che a I'é nen d'autr che l'equassion dé Schrodinger éd na patticola echivalenta éd massa g che as bogia ant &€l
potensial sentral 17(#)

L'energia total a I'é domca déscruvua da l'adission éd l'energia éd traslassion dl'atomo antrégh, pi
l'energia "interna" éd na particola echivalenta an moviment antorna a la nos. Costa déscrission a 1'é precisa.
Se i pijoma l'atomo d'idrogenoo, che a I'é €l p' cit atomo idrogendid e i vardoma che diferensa a-i é fra

VANKD

la massa dl'eletron e la massa dla particola echivalenta g, il'oma che u= =9,104424179...-107" [Kg]

N + ﬂie
i trovoma che , — u=0, 00495842...-107! [Kg] che a echival al 0.05%. L'potesi che la nos a sia férma con

l'eletron che a vira con soa massa a peul esse rasona, contut che a I'é pi precis dovté 1 coma massa.

Lon ch'an anteressa ambelessi a 1'* €l noviment intern e la relativa energia.

Hamiltonian-a del sistema

L'Hamiltonian-a dél sistema, che a ten cont dél potensial, a I'é, com a 1'é 16gich, cola ch'i 'oma vist pér
él potensial sentral, gava €l fait che adéss 1 podoma spessifiché l'espression dél potensial. L'operator Hamiltonian
a sara:
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2 2
ﬁ:h—vz— Zé’
2u dreyr

andova, com i 'oma vist, Z a I'é¢ &l numer atomich dla nos, che pér l'idrogenoo a val giusta 1.

Dovrand le trasformassion ch'i I'oma vist a so temp, i butoma l'operator Hamiltonian an coordina

polar esfériche e i trovoma

- oo ,0 1 0. ,0 1 & Ze
H=- S| T |t sinf - |+ 0~
2ur” |0r\  Or) sind 06 00 ) sin“6 op dreyr

Separassion dle variabij

Nostra fonsion d'onda da buté ant l'equassion dé Schrédinger pér trové autofonaion e autovalor, a 1'é

sempe dél tipo ‘P(r,0,¢)) , che a peul esse coma prima dividua an doi fator, un angolar e un radial, e la part
angolar a resta coma prima, daita da j'armoniche sfériche che i l'oma trova. I podoma donca scrive che
Y(r,0,p0)= R(r)Y,i(H,(o) , paréj com i l'avio gia ipotisa ptima. Si pero i partoma dal prinsipi, considerand la

fonsion d'onda coma prodot éd tre fator, ognidun dipendent da na sola variabil. I scrivoma, an notassion scursa

‘P(r,@,(/)) =ROD

I scrivoma antlora l'equassion a j'autovalor HY = EY dl'operator Hamiltonian, dont j'autovalor a

son coj dl'energia E . Sostituend i l'oma:

2 2 2
SN0l L oGl i LTl | Rew=EROD
2u,r= | Or\ Or) sin@ 00 00 ) sin“6 op dreyr

I soma torna a j'espression che i l'avio trova pér &l potensial sentral, gava pér l'espression dél potensial,

che ambelessi i pijoma coma col dl'atomo d'idrogenoo (Z = 7), e si i voroma arpete &l discors ant na manera un
2
2ur
00

poch diferenta pér védde se i rivoma a s-ciait'sse j'id¢je ansema. Edco si i moltiplicoma ij doi mémber pér

. I othoma:

2 2 2 2 22
o rZa_R A h~ o Singi o O _ 2 =24, r°F
Rorl or) O®| sind oo 00 ) sin’6 o¢p* 4reyr

Adéss 1 pijoma ij termo che a dipendo da le variabij angolar 6 e ¢ eijclamoma Egy, .1l'oma:

2 2 A2
L h 2 sinHi —h—za—z 0D =Ey,
Od | sind 00 00 ) sin“6 0p

Da costa definission a arzulta che Egy, a dipendriamach da 6 e ¢, ma, an realita, a peul gnanca

dipende da coste variabij, dal moment che a compatiss ant I'equassion éd pattensa andova j'autri termo a dipendo
nach da 7, e domca pér che 'equassion a I'abia sens, a venta che sto termo a sia na costant. nen dipendenta da le

coordina. Se i moltiplicoma ij doi member éd costa equassion pér @@ | iotnoma:

2 2 2
{_ﬁ i(smgi]_ ,@9%}@@:%@@
sin (1)

che a I'¢ un problema a j'autovalor semplifica, relativ a le variabij 6 e @, con Ey, com autovalor.
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Adéss i podoma apliché l'istéss procedimenta cost'tltima espression, prima moltplicand ij doi member

.2
sin“ @

otnend

pér

2 . 2 A2
h sm@i(. 8@]_71_6 ok,

s —
e 06 00 ) @ op*

e peui, com i 'oma fait prima. i pijoma el termo che a dioend mach da ¢, e ilo ciamoma E,,:

2 A2

Moo L
) a¢)2 4

Da costa definission a ven che E,, a dipeend mach da ¢ ma an realita a peul gnanca dipende da

costa variabil, pér j'istesse rason éd prima pér E,,, e donca a venta che a sia costant . A sta mira i

moltiplicoma ij doi member pér @ e iotnoma :
P
-7’ S FP=E,®
4
che a I'¢ un problema a j'autovalor ancor €d pi semplifica, relativ mach a la variabij ¢, con E, com autovalor,

., 0
Lzz—zh—zmh

mai l'oma vist a s0 temp che 1 e doncail'oma che;

2 2
2oLl oo =(shfD=F,®
op i O :

da siipodoma comclide che j'autovalor E, avalo E, = (m h) ,amdova # al'¢ &l numer quantich magnétich
(antrégh) ch'i l'oma vist a sO temp.

El problema a j'autovalor pér la fonsion @@ a1'¢ facil da arzolve, dal moment che a 1'¢ col dl'operator
I? ch'i l'oma gia vist con €l moment angolar, mentre j'autofonsion O@D a son nen d'autr che j'armoniche

stériche OO = Y,i (9, (p) . Sensa arpete ij cont i podoma donca sctiva che:

Egy, =1(/+1)h*
andova / al'é &l numer quantich azimutal ch'i I'oma vist a so temp.
Numer quantich prinsipal

Adéss i podoma torné al problema originari dj'autovalor dl'energia. I partoma da la sconda espression
dél problema ch'i 'oma scrivu ant €l paragrafo prima

2 2 2 2 22
_ho rzﬁ_R +L _h_i smgi __ o ®CD—M=2/1/2E
Rorl or) O®| sinb oo 00 ) sin’6 o¢p*

I 'oma vist che €l termo angolar a I'¢ stait clama Ejy, e che Ey, = (1 + l)hz. Donca fasemd la

sostitussion 1 otnoma
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2
W Of,20R +/(/+1)1°
R or or drmeyr

21 22
_ﬂzzﬂeﬂg

che a I'¢ n'equassion diferensial ordinaria relativa al fator R(7), mach fonsion éd 7, dont i podoma moltipliché i

i otnoma:

doi member pér
P 2u r*

Wwod( ,d . (I+1)R* 2
24

— - R(r)=R(r)E
2pur? dr dr 2 pr” dreyr (r) ()

La solussion ed costa equassion a 1'é pitost complica, e an porta a trové autofonsiom e autovalor
dl'energ'a- An nostr but is podoma contenté éd dovté le solussion gia bele che calcola.

Lon ch'i podoma noté ant l'espression si dzora a 1'é che l'operator hamiltonian (an parentesi grafe) a
dipend dal ntimer quantich /. Edco le solussion R(7) a dipendran da /.

Le solussiom dé sto problema a peulo esse numera da la pi cita an su, dovrand un numer antrégh 7,
che a ven ciamu "numer quantich prinsipal". A arzulta che sto numer a venta ch'a sia pi gross che /, numer
quantich azimutal, che a soa vira, com il'oma vist, a I'é pi gross 0 istéss dél valor assolut éd » , numer quantich

magnétich, vis-a-di:
n>/2 |w|
e donca coma minimz =17 ,eanstocas /=m=0.

Autofonsion e autovalor dl'emergia

J'autofonsion finaj dl'energia a peulo esse scrivie con atferiment ai tre numer quantich coma pr'esempi
!
\Pﬂ/iﬂ (7‘,9,¢) = R”/ (V)YM (9,¢)

andova R,,(r) al¢ la part radial, dont i veddrona quaich espression. pi qnqns, gia calcola pér » e / cit,

fpnsion che a son arporta an tabele aposta. An coste tabele as deuvra na misura €d longhéssa scala con la misura

dél ragg éd Boht, com i l'oma vist ant la prima part. Disoma che la variabil "distansa" al'é p che a val:

dme,

,
p=— andova aq, 5

ag /lg

= ragg éd Bohr

A-i é n'espression general pér coste autofomsio, che a 1'¢ motobin complica e che an nostr but a 1'é
'dco pitost inutil, pérch* se a cand a servéissa n'autofonsion a un qualonque livél, as peul sempe andcla a serché

an sle taule. Si sota i arportoma &l fator radial dj'autofonsion pér ij numer quantich pi bass.

Lon ch'a I'é pi anteressant an nostr but a son j'autovalor dl'energia che as arcavo da coste autofonsion.

Soa espression genérica a 1'é :
72
Eﬂz—ﬁ con 7121,2,3,4,"'
2uagn

A podria smijé drolo che costi autovalor a dipendo mach dal nimer quantich # e nen -edco da j'autri
doi, ma se i pensoma che la sernoa dla diression dl'ass g a l'era arbitraria, as peul capi che I'energia dla particola
(eletron) a dipenda nen sa costa sernaa, e donca da . Bl fait, anvce, che a-i sia nen na dipendensa da / a 1'é nen
banal, ¢ a ven dal particolar problema e da coma a I'é stait buta.Se as considero d'autre situassiom opurs efét
relativistich, sts dipendensa a ven fora.
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I arportoma si sota la part radial dj'autofonsion dél sistema. I notona che 1€ stat éd base a I'é col con
n=1¢e [/=0,visad Ry

7= 1 n= 2 n= 3
/=0 2 2- _ 2
Rig=—=esp(~p) | Ry Z_P%exp(_ﬁj R, 330+ 4p exp[_ P )
Ja 2424 2 81347 3
/=1 p 24p—4p?
R21 - —36Xp(__) R31 = p p Xp(_ﬁj
2+/6a; 814/64]
/=2 4 p?
p p
T
814304; 3

A 1'¢ ciair che l'autofonsiom completa d'un dait éstat a sara ¥, =R, Y,i amdova Y,fi a son

j'armoniche sfériche ch'i 'oma vist ptima.

Autovalor

I 'oma pen-a vist che j'unich valor d'energia che n'eletron a peul avej ant n'atomo d'idrogeno a son
j'autovalor discrét ch'i 'oma trova prima, che a dipendo mach dal numer quantich prinsipal.

I arportoma an figura 20 1é spétr dij valor dle energie che i l'avio dovra ant la prima part patland
dl'atomo éd Bohr. Ambelea, con d'autre ipotesi, i I'avio trova ij livéj d'energia che a giustificavo le spétr
d'emission e assurbiment dij foton, che a son j'istéssi livéj d'energla che i l'oma trova adéss. An figura j'emergic a
son daite an eletronvolt (eV), I notoma che 7 el = 1,67 - 107 ].

E, (elF) Jonisassion
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n=3;1=1;m=-1.0.1
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~

T Prima serte (Lyman)
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Figura 20 - Spétr dij livéj d'energia pér ['eletron anlia ant I'atomo d'idrogeno

Antant i notoma che ij livéj a son d'energia negativa, pérche i 'oma defini che €l potensial, che a 1'é
atrativ, a sia zero a grossa distansa da l'atomo. L'energia djé stat anlia a I'ha un massim a zero, e se l'eletron a peul
arséive energia pi uta, as libera dal proton che a fa da nos, e l'atomo as jonisa. El livél fondamental, o livél base o
livél éd tera, aval E, =—713,6 ¢l

Cost a I'¢ sens'autr €l livel al zero assolut, ma édco a la solita temperatura ambient €l livél a 1'¢ 'ncora

sempe col, dal moment che pér rivé al livél E, a-i va motobin pi d'enetgia che nen mach cola térmica.

Se I'atomo d'idrogeno a ven ecita, magara con na spluva ant 'ambient che a lo conten, so eletron a
pija energla a basta pér passé a un djé stat anlia pi aut (se a atseiv energia supetior a 73,6 ¢1/, antlora l'atomo as
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jonisa). l'atomo a tira a torné an so stat fondamental mandand via costa energia coma un foton, dont la frequensa
a1'é cola dél saut d'energia dividu pér 4.

As peul védde dal disegn an figura 20 che ste frequense as divido an grup éd frequense davzin-e an
fonsion dél livél d'ativ, cosa che a 1'é daita da la particolar distribussion dij livéj.

La prima série (Lyman) a va vers €l livél 1 e a I'é cola con pi auta energia, e donca con frequensa pi
auta, che a casca ant l'ultra-violet. La sconda série (Balmer) a va vers €l livél 2 e a emet lus ant €l camp visibil. La
tersa série (Pasche) a va vers €l livél 3 e soa lus eméttua a 1'é infra-rossa. Coste a son le emission le pi significative,
e peui a son possibij tute j'autre transission pi cite.

Autofonsion
I doma n'uciada a la forma ant 1€ spassi che a pijo le diferente autofonsion dl'idrogeno, dal moment

che son a I'ha motobin d'amportansa pér le anliure chimiche.

Da lon ch'i 'oma vist a ven che a-i é n'autofonsion pér ogni trien-a éd numer quantich #, 4 w (pér adéss

i consideroma nen 1€ spin), che a son numer antrégh che a seguo la régola:
n>/z |m|

Lé stat fondamental al'ha » =7 e donca / e 7 a venta che a sio zero. A-i é ninica autofonsion che i

podoma etichétté ,,,. Dalon ch'i 'oma vist i 'oma:

1
Y100 (’) = ﬁ
0

andova g, a 1'¢ él ragg éd Bohr (vardé la prima part), che a val a, =5,292 - 107 m:

g—’/ﬂu

4rweyh?
dT T o
Y
La densita éd probabilita éd trové l'eletron a 1'é sempe daita dal modul al quadra dla fonsion d'onda, a
I'¢ normalisa e a 1'ha simetria sférica (a dipend nen da la particolar diression considera). As trata donca éd na
"nivola" antorna a la nos, che a I'ha la probabilita la pi auta a la distansa dél ragg éd Bohr. A sta nivola a-j diso

"orbital ". St'orbital a 1'é ciama "orbital 75 ". I notoma che a son ciama "s" turi j'orbitaj dont €l numer quantich

azimutal al'é /=0, e tuti j'orbitaj s al'han simetria sféruca.

Con 7 =2 il'oma che / apeul esse /=0 opura /= 1. Ant &l prim cas a venta che w asia m =0,

mentre ant 1€ scond cas 7~ apeulesse mw=-1,m =0, m=1.

Donca se # =2, / =0, m =0, i 'oma torna n'orbital éd tipo s, che a I'é¢ "orbital 2s". St'orbital a I'ha
torna na simetria sférica, ma &l profil arlongh €l ragg dla densita 'd probabilita éd trové l'eletron a I'ha n'andura
pitost particolar, che i 'oma ilustra an figura 21, ansema a l'istéssa andura dj'orbitaj 7s e 35, An efét as peul
védde che tuti j'otbitaj s a 'han na simetria sférica, e che drinta a sta sfera (gava 7s) a-i son sutrfasse che a 'han

probabilita zero éd trové l'eletron. Se anvece / =7, antlora i soma ant &l cas dj'orbitaj tipo p, e an particolar costi
a son "orbitaj 2p". Si a-i son tre possibij orbitaj dé sto tipo che a cotispondo ai possibij tre valor éd ». La forma
éd costi orbitaj a I'é daita ognidun da doi lobo opost. Fra ij doi a-i é na surfassa nodal (andova la fonsion a val

zero) che a passa travers la nos. Ij tre orbitaj che a corispondo ai tre valor éd 7 a son orienta su tre réte che a

peulo esse pija coma ass coordina. I 'oma donca tre orbitaj diferent che a peulo esse etichétta 2p,., 2Py 2p -

Con 7 =3 le possibilita a comenso a chérse ampréssa. I 'oma sempe che con /=0 a venta 'dco che a
sia 2 =0 el'otbital al'é torna un sol éd tipo s a simettia sférica, dont €l profil atlongh » al'é arporta an figura

21- Con /=1 il'oma torna d'orbitaj éd tipo p a doi lobo opost, e sicoma torna » a peul esse —7, 0, +7 , a-i
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son torna ij tre orbitaj diferent che a peulo esse etichétta 2p, ., 2py > 2p. - Con /=2 la forma dl'orbital a cambia, e
ij lobo a dvento quatr, e 0gni orbital a 'ha doi pian nodaj che a passo travers la nos. A-i son donca sinch orbitaj
éd tipo 4 a sto livél, che i podoma etichétté con ij reativ numer quantich , vis-a-di 2d_,, 2d_,, 2d,, 2d, , 2d, .

vl

0,5

1s

2s

O] .

0 10 20
Fignra 21 - Profil radial dla densita 'd probabilita

An teoria a-i é nen un limit al valor dél numer 7, con energia negativa, dal moment che jj livéj a dvento
sempe pi s-ciass. Ant 1€ stat fondamental, macassia tuti j'atomo conossu a rivo, al massim, a ocupé €l livél » =7.
Bl ntumer # a stabiliss la dimension dl'atomo e a I'é col che a stabiliss €l livél energétich. El nimer / a stabiliss la
forma dl'orbital, e a corispond édco al numer dij pian nodaj che, pér ogni orbital, a passo da la nos. El numer
massim a da él numer dij sot-seuj dél livél che a son pérmétta. E numer » a 1'é col dl'orbital e a indica
l'orientament éd l'orbital midem. I véddroma che ant ogni orbital a peulo sté doi eletron con numer quantich dé

spin opost.

I stoma nen ambelessi a syudié le carateridtiche dj'orbitaj, andova a ven a taj consideré che
combinassion linear d'autofonsion a son ancora d'autofonsion. I passoma pitdst a consideré n'autr element
carateristich dla Mecaniva quant'stica che a venta consideré a parte da esperimrntdiferent da coi suponu da la

Fisica Classica.

Le spin
I l'oma truva na bon-a giustificassion a jé spetr d'emission e d'assurbiment dlidtlgeno fait an

condission normaj, ma le cose a cambio se as aplica un camp magnétich a 1'drogeno.

An efét, sensa €l camp magnétich, le transission dal livel #» =2 al livél » =7 a produvo la linia a
frequensa pi bassa dla série éd Lyman (prima serie). An efét a livél » =2 a-i son ij quatr éstat degenera ¥(2,0,0),
Y2,1,0), W2,1,1), ¥(2,1,-1), tuti con l'istéss autovalor dl'energia.

Con un camp magnétich aplica a I'drdgeno a capita che costa linia dlé spétr as divid an tre.. Son i lo
p mag p g p p
podoma spieghé con €l fait che a l'eletron an moviment a 1'é socia un moment magnétich che a interagiss con &l
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camp maagnétich estern (e si a intra an geugh €l numer quantich » che an stocas, cand /=7, a peul pijé ij tre
valor -7, 0, 7. Se pero €l camp maghétich a I'é motobin fort, ahtlora as produvo sinch righe al post dle tre éd
prima. Pér osservé son a-i va né spetroscopi a auta risolussion, e costa a I'é dita la "strutura fin-a" dlé spétr. An
figura 22 i ilustroma la situassion.

=
n=2 m=1{
m=-1
n=1
Senza campmagnéich Camp magnéichdebol Camp magnéichforr
Sperr d emiddiom Strutira fin-a

Fignra 22 - Strutura fin-a

Con ij concét ch'i 'ona vist fina adéss, costa strutura fin.a dlé spétr dl'idrogeno as tiva nen a giustifiché.
A venta antroduve un neuv concéy. As trata €d col ch'a I'é dtait ciam o "spin", che a I'ha gnun-e cotispondense
con la Fisica Classica, cotispondense che a pérméttio d'esprime le grandésse an termo éd coordina e moment e
peui dovré ij corispondent operator.

Ambelessi a 1'é necessari antroduve neuv postula. I suponoma che le cose a vado coma se l'eletton a
vireissa antorna a un so ass, ¢ donca a svilupeissa un moment angolar dé spin § dont l'operator S al'ha soe

component S,.,5,,5. ¢ un so quadra §%. Cost a I'¢ un prim postula. Costi operator as comporto a l'istessa

manera dj'operator dél moment angolar ch'i I'oma vist prima. Donca a valo le relassion :

[EZ,E{}EZ 5.—5.5%=0 evia fort

I
2

[5,,8,]=5.5,-5,5, =in5, eviafor

Coma scond postula i disoma che a-i son mach doe autofonsion éd costi operator, dite a ¢ [, dont
j'autovalor a son:

520{:5(5—%1)?1261 con §=

§2,[)’=S(S+1)h2,b’ con s=

N = N =

= 3
e da si a ven che ‘5‘=\/; , € peui:

fzazmyha con m, =
A:zﬂ=mjhﬂ con m, =——

notand che o e B ason fonsion astrate definie ant né spassi astrat.
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I 'oma vist na giustificassion pér la strutura fin-a dlé spétr d'enission che a anteressa j'eletron, ma i

podoma generalisé a j'autre particole, disend che:

e Elvalor dél moment angolae dé spin a 1'¢ stabili dal nimer quantich dé spin.
e  Sto numer quantich a I'é n'iunich numer positiv, antrégh 6 semi-antrégh, carateristich dla particola
e Edco le nos dj'atomo a I'han né spin carateristich.
e Le particole con numer dé spin antrégh a son dite "boson" mentre cole con spin semi-antrégh a son dite
"fermion". . I véddroma la diferensa con él prinsipi d'esclusion éd Pauli.
Da tut son a ven che la diression dél moment angolar dé spin a I'é quantisa. An figura 23 i arportoma

na schematisassion dé sti concét.

B | =

£

I
|4

|
| —

Figura 23 - Concét de spin

Coma ters postula i disoma che n'eletron con so spin as comporta coma un cit magnete, dont &l
moment éd dipolo a I'é anlia al moment angolar dé spin. I stoma nen, ambelessi, a andé pi ant I'ancreus. I 'oma
gia acena al fait che as peul consideré él moment dé spin coma consegoensa dla rotassion dl'eletron antorna a so
ass, ma costa a I'é giusta na manera anmaginaria éd patlé dél problema. Na cosa real a 1'é che tute le particole

caria che a 1'abio né spin, a I'han édco un moment magnétich daspér lor.

An definitiva i I'ona che ant I'atomo d'idrogeno (e an general ant j'atomo idrogenoid) l'eletron a 'ha un

moment angolar orbital e un moment angolar dé spin che a son :

Fl=\i(r+0)n 5 o=mh s s =mh

k¢ k¢ s

Sti doi moment angolar as combin-o tra 'd lor e a dan un moment angolar eletronich total. /;
J=1+7
e pér analogia con 16n ch'i 'oma vist prima i suponoma che a sio valide le relassion ;
=G+ D)h 5 jo=mh ocon m==j,— 4l j = 42,0
I sercoma ij valor chr a peul avej ‘]‘ an fonsion dij valor possibij éd W e |f| I podoma comensé a

consideré le component 4 e ;.

Ij valor possibij /4 pérundiit / ason /,=—/h , (=/+1)h , -, +/h mentre pér s, il'oma che

1 1
s.=——h , +—h.
X 2 2

La component j, dél moment angolar total a sara l'adission dle component £ e s, tnisrend cont éd

tute le combinassion poissibij. Se, pt'esempi, €l numer quantich / aval /=7, e él nuemer quantich s aval s
. . . - 3 1

= 1/2, amtlora, aplicand lon ch'i 'oma vist si dzora, j; a peul avej ij valor /, = —Eh ; _Eh (conmj=-=-1);

1
2

1 . . 1 3 .
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As treuva l'istéss arzulta se as fa /+ s e /-s. An general, pér ogni valor éd / l'interferensa con I€ spin

a provoca doi valor possibij pér j, moment total.

Sensa andé pi ant l'ancreus i disoma che, coma régola general, cand a-i son doi moment angolar, con
mumer quantich j; e /2, che a interagisso l'un con l'autr, €l moment angolar total a l'avra modul 4/ / ( J+ l) h,
mentre | a peul pijé ij valor [= ji+ 7,5+ jp—1;50;

Gordan".

J1— j2|. Costa a ven ciama "série éd Clebisch-

Donca ant l'idrogeno, e an general pér j'atomo idrogenoid, n'eletron p (chealha /=7) ada origin a
doi stat éd moviment con diferent moment angolar total. Sti stat a 'han édco diferenta energia, e son a ven da
l'interassion spin-orbita dait da l'interferensa dij moment magnétich socia ai moment orbital e dé spim..

Coste interassion, pér esse studia an manera precisa, a clamo na tratassion éd mecanica quantistica
relativistica, che a va fora da nostr but.

Pér adéss is fermoma ambelessi con l'analisi rigorosa (pér lon ch'an servia), mentre da si anans i faroma
quaich aprossimassion,macassia pi che acetobil. I vardoma ancora un sistema pi compléss, ma sempe con na sola
particola an moviment.

Jon molecolar d'idrogeno

As trata éd doi proton che a "condivido" n'eletron, che a forma n'anliura "covalenta", che a ten

ansema él jom (che a I'ha notassion H ).

La spiegassion €d costa anliura as peul dé mostrand che €l sistema dij doi proton che a condivido
l'eletron a I'ha energia pi bassa che l'istéss sistema cand ij proton a son separa. La técnica aprossima éd trové 1&
stat €éd minima energia a I'é n'esempi sempi d'aplicassiom dél " prinsipr variassional "

Costa molécola, contut ch'a sia la pi sempia dle molécole bi-atdmoche, a I'ha n'hamiltonian.a che a
porta a n'equassion dé Schrodinger che a da éd béj problema a esse arzolviia an manera precisa, ma a-i son
manere aprossima €d traté €l problema, che a dan arzulta motobin davzin a lon ch'a diso le misure spetimentaj.

Operator hamiltonian dla molécola

I comensoma a consideré nostr sistema éd doi proton e n'cletron arfetl a na trien-a cartesian-a coma
cola arpresenta an figura 24a. Ij doi proton 4 e B a son localisa dai ragg R. e R, , mentre l'eletron a I'é
localisa dal ragg R. . A conven pero, per pode¢j trascuré €l possibil moviment éd traslassion, coma particola
libera, dla molécola complrta, arferisse al senter éd massa SM , indica coma O an figura 24b, che ant €l prim

arferiment a l'era localisa dal ragg rsy, coma arporta an figura 24° e b .

El senter éd massa O =SM as treuva, an pratica, al denter dél segment che a uniss ij senter dle doe
nos (proton) daita la grossa diferensa éd massa fra eletron e proton , An efét, se M a1'é la nassa d'un protor e m
a1'é la massa dl'eletron i I'avroma che :

_  R,M+R,M+R,m» R,+R,
reng = ~
SN oM+ m 2

An figura i 'oma clama £, e 15 ij vetor éd posission dij proton rispét al senter O e re = r &l vetor
éd posission dl'eletrom. I sisoma 'ncora R &l vetor che a va da 4 a B . An cost arferiment l'operator
hamiltonian dla molécola completa a 1'é :

Hzi\T*'feJrferV
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Figura 24 - Arferiment pér jon molecolar d'idrogeno.

andova €l termo Ty a 1'é I'operator dl'energia cinnética dél moviment relativ dij doi proton, che a I'é¢ determina

2
= MM M S
da Ty = —h—VZR andova g =———=— a I'é¢ la massa ridota dél sistema dij doi proton. T, a 1'¢
2 M+M 2
' ' N . . .. : ' 12 SN - hz 2 ' :
l'operator dl'energia cinnética dél moviment dl'eletron, che a I'é determina da T, = —Z—V, . I T'oma peui che
m

Ty a 1'é lenergla cinética dél moviment éd traslassion dla molécola antrega, coma se tuta la massa a fussa

2
. . =S h
consentra ant €l barissenter, che a val Tg), = ————
tot

me andova M,, =2M + 7. Ala fin i 'oma l'energia
potensial total 17 daita da l'adission dle le interassion coulombian-e fra le particole caria, che a 1'é dait da

2 2 2
[4 4 [4

V=~ - + _
47r£0|7 - Fb| 47:50‘R‘

47r£0|7—7ﬂ

Com a I'¢ facil védde, as trata éd n'operator hamiltonian motobin complica, che a da éd bej problema a
trové na solussion precisa, contut che costa a sia la molécola la pi sempia. A I'é necessari éd trové na manera pér

semplifiché ij cont con d'aprossimassion che perd a dago d'arzulta bin davzin a j'evidense sperimentaj.

Aprossimassion éd Born-Oppenheimer
Na prima cosa che i podoma noté, e che il'avio gia vist a proposit dl'atomo d'idrogeno, él termo che a
déscriv €l moviment éd traslassion a I'é I'unich che a conten la variabil rfSMe donca a peul esse separo da j'autri,
Sto moviment éd traslassion a 1'é nen d'anterésse ant 1€ stuei djé stat interm dla molécola e donca a peul esse
trascura. L'operator hamiltonian dl'energia total interna dla molécola a dventa ;
2
f=-1 g

2 2 2 2
/R e e ¢
r R ™ =

2m 2u 47r€O|r—ra

+ =
47 g, ‘R‘

e soe autofonsion a saran dél tipo W(r., 1p, 1) andova le variabij dé spin a son nen considera, par¢j coma j'efét
relativistich, daita la bin cita influensa ant ij cas considera ambelessi. I 'oma donca da traté l'equassion dé

Schrodinger :

HY (7,.7,.7,) = EY(F,.7%,.7,)

Costa equassion a peul ancora esse arzolvaa an manera precisa, ma i l'oma gia dit che ambelessi i

dovroma na manera aprossimo, che peui a sara necessaria pér j'autre nolécole.

Parland dl'atomo d'idrogeno i l'oma gia acena al fait che, daita la grossa diferensa éd massa fra eletron e
proton, costultim a podia esse considera coma ferm, e son a portava a semplifiché la tratassion. Ambelessi le cose

a son un poch diferentee le vardoma un poch pi ant I'ancreus.
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Le forse che a agisso su nostre patticole a son cole d'atrassion 6 d'arbut coulombian-e, ¢ a son tute
dl'istéss 6rdin éd grandéssa, dal moment che le carie an geugh a I'han l'istéss valor assolut Le masse dle particole
sogete a coste forse, pero, a son motobin diferente (i 'oma vist che un proton a I'ha na massa éd pi che 1836 vire
pi grossa €d cola 'd n'letron). Son a veul di che j'acelerassion che che a agisso an sj'eletron a son motobin pi aute
éd cole che a agisso an sij proton. Coma consegoensa le velocita dj'eletron a saran motobin pi aute éd cole djj
proton. An coste condission, ij proton a son vist da j'eletron coma se a fusso ferm, contut che a seguo jé
spostament an manera "adiabatica" . An efét ant €l temp che un proton a fa né spostament apressiabil, n'éeletron

a fa motobin ed gir antorna al proton midem. .

Da na part son a dis che i podoma studié €l moviment dj'eletron (un sol an sto cas) coma se le mos a
fusso férme, mentre da l'autra part i podoma pensé che i proton a sento l'assion media dl'eletron che a cambia
ampressa soc posission, mentre l'inersia dij proton a fa da "volam". Dovrand costa media, a conta pi nen la
posission istantania dl'eletron, e as peul scrive n'equassiom dé Schrédinger pér ij proton, sensa la variabil éd
posission dl'eletron. An costa aprossimassiom donca as separo ij doi problema dl'eletron e dij proton.

A-i é donca un potensial che a dipend mach da la distansa fra ij doi proton. A deuv antlora éssie na
distansa andova sto potensial a I'ha un minim (désno la molécola as disfetia e a podtia nen esiste). Oltra a la
vibrassion dij proton antorna a la distansa d'echilibri, la molécola a peul avej édco na traslassion (ch'i 'oma vist

prima) e na rotassion.
Sensa fé tuti ij passagi, con rasonament an sj'érdin éd grandéssa, as riva a conclude che se i ciamoma
&, I'érdin éd grandéssa dl'energia dl'eletron dlé stat fondamental e donca édco dij saut quantisa dl'energia, se

peui i clamoma ¢&,;, 1'6rdin éd grandéssa dl'energia (quantisa) socia a la vibrassion dij doi proton (an sto cas) e 'd

vib
soe variassion, e a la fin se i clamoma ¢, 1'6rdin éd grandéssa dl'energia (quantisa) socia a la rotassion dla

molécola completa e 'd soe variassion, i podoma scrive che :
Er 22 Eyip > Epy

Second ij cont éd Born e Oppenheimer, pér na molécola biatomica an general se » a I'é la massa

dl'eletron e M cola dle nos, definend &l parameter x =4 /% , 1 podoma scrive che :

4 ~ 2 ~
X Ey RXEyp R Epy

An termo &d temp, e sempe an prima aprossimassion, as treuva che mentre la molécola a fo na
rotassion, le nos a fan na senten.a éd vibrassion antorna a soa posission d'echilibti e j'eletron a I'ha foit na desen.a
éd milié éd gir complét antorna a le nos.

Aplicassion al jon molecolar d'idrogeno

Mersi a l'aprossimassion ch'i l'ona vist, i dividoma &l problema an doi: €l problema dél sistema
eletronich, e col dij doi proton sogét a un potensial che a 1'0é scherma da la "nivola" dl'eletron. I comensoma dal
prim dij doi.

An figura 25 i arportoma, con notassion pi conveniente e sémpie, la figura 24b.. I suponoma la
molccola arferia a so barissenter O, che an pratica a coincid con &l barissenter dij doi proton p; e p2, piassa a

meta €d soa distansa. IUj doi proton a son suponu an posission fissa.

for

Figura 25 - Scjema dél problema eletronich
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I ciamoma r &l veror éd posission dl'eletron, peui i clamoma R; €l vetor éd posission dél prim proton
e Rz €l vetor éd posissiom dl€ scond proton, an manera che R = ‘Rz - R1‘ a I'é la distansa dij doi proton. Ij

vetor 17 e rz ason coj ed posission dl'eletron rispét, ant 1'6rdin, ai proton p; e pz. I dovoma serché j'autostat
¢ j'autovalor dl'operator hamiltonian dl'eletron.

' . .
L'Hamiltonian-a

Dal moment che la massa dij proton a 1'é motobin pi grossa éd cola dl'eletron, i consideroma, com i I'
oma gia giustifica prima, che ij doi proton a sio pont fiss ant l€ spassi. An costa aprossimassion a basta consideré

I'hamiltonian-a H, dl'eletron. An sto cas €l potensial dl'eletron a I'ha doi termo d'atrassion, che i schematisoma
coma un vers €l proton dé snistra e 'autr vers col éd drita, Donca :
~ o, 1 1

H,=——V" - - - —
2m dreyn  Amey n

andova r; al'é la posission (distansa) dl'eletron rispct al proton p; dé snistra e 72 a I'é la posission (distansa)
dl'eletron rispét al proton p, &d drita. An costa manera se 7 al'é la posission dl'eletron, se Ry a1'é la posission

dél proton dé snistra, e se Rz al'é la posission dél proton éd drita, antlora :

Energia con ij proton bin lontan fra 'd lor

An sto cas (dissociassion completa, R motobin gross) la situassion éd minima energia a 1'é cola d'avej
l'eletron antorna a un dij doi proton, a formé n'atomo d'idrogeno ant 1€ stat fondamental (donca con numer
quantich » = 7'), mentre l'autr proton a I'¢ lontan 1on ch'a basta pér nen fé sente so efét. Natural che da la mira
dl'energia a 1'é franch istéss se l'eletron as buta antorna al proton dé snisatra opura éd drita; an tuti doi ij cas a
perd 13,6 eV pér andé ant 1€ stat fondamental. Giusta perod pér fissé j'idéje, i podoma consideré, adéss, che
l'eletron a forma n'atomo d'idrogeno con €l proton dé snistra, mentre 'l proton éd drita as treuva lontan a basta.

La fonsion d'onda che a peul déscrive sto stat a 1'é¢ nen d'autr che la fomsion d'onda Wi ch'i l'oma
trova pér l'atomo d'idrogeno, giusta tnisend cont che la i I'avio considera €l proton ant l'origin , e donca la
distansa a l'eta giusta daita da la posission dl'eletron, mentre ambelessi a venta spessifiché che as trata dla distansa

dal proton, e donca :

Fi00 (‘7 - E1D =¥ (7)

e par¢j i 'oma 'dcod semplifica la notassion. A 1'é ciair che tut son a peul édco esse dit e i 10aveisso suponu che

l'elerton a fussa stait antorna al proton éd drita. Coma conclusion i 'avtio trova ;

P00 (‘7 - Rz‘) =¥p (7")

La situassion ch'i I'oma ilustra a 1'é cola andova ant 'hamiltonian-a dl'eletron che a vira antorna a un

proton, l'efét dél potensial prodovu da l'aitr proton, daita la grossa distansa, a 1'é d"autut trascurabil.

Proton pi davzin
I vardoma &l cas andova la distansa fra ij proton (sempe considera coma fissa, e che a I'é un parameter
an sto problema) a comensa a arduvse, fin-a a la mira che l'eletron a comensa a arsente dél potensial dait da l'autr

proton, contut che a resta anlia antorna a so proton. Sempe pensand a l'eletron antorna al proton dé snistra, ant
2

I'hamiltonian-a ch'i l'oma scrivy, €l termo B a 1'é sempe cit e a cambia bin poch (ma a I'é pi nen
TEYT
072

trascurabil), con €l moviment dl'eletron antorna al proton dé snistra, a la mira che i podoma consideré la distansa
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r; coma costanta e ugual a la distansa R fra ij doi proton, che a corispond a-peu-pré a la distana média fra

cletron e proton éd drita.

Con costa aprossimassion, a I'hamiltonian-a dl'atomo d'idrogeno éd prima as gionta €l termo costant

2
[4

————— . Fl gionté un termo costant a 'hamiltonian-a a cAmbia nen j'autofonsion, mentre sto termo as gionta
4rey R

a j'autovalo. Dal moment che as trata d'un termo negativ, j'autovalor dl'energia a calo. A I'é coma se 'eletron a

atireissa ij doi proton. Si'efét pero a I'é contrasta da I'arbut fra ij doi proton che a I'han la caria dl'istéss srgn. An

prima aprossimassion sti doi efét as compemso, contut che, na sconda aprossimassion a daga na legera atrassion,

Proton che a condivido l'eletron

Le doe fonsion d'onda ¥s e ¥p, che a déscrivo l'eletron antorna al proton dé snistra e antorna a col
éd drita, a son istesse e a I'han j'istéss autovalor. Na qualonque combinassion linear ¥ &d coste autofonsion a I'é

ancora na autofonsion, con jé stéss valor dl'energia.

Costa a I'¢ l'aprossimsssion la pi sempia pér déscruve jOorbitaj molecolar éd H, , vis-a-di jé stat
dICosta fonsion a peul arpresenté jé stat andova l'eletron a I'¢ condividu dai doi proton ant na manera che a
dipend da la sernia dij doi coeficent @ e & , che i suponoma reaj.. A venta perd noté che ij doi coeficsnt a e¢ b
a son nen andipendent, dal moment che a venta 'dcd che a sia sodisfaita la condission éd normalisassion dla ¥': i
dovoma avéj "unich eletron antorna a ik goi proton. Dal moment che le fonsiom d'onda ¥ e ¥p a so

normalisa e donca €l modul éd sa quadrua val 1, i I'avroma che.
(P|¥)=a +b* +2ab ¥ V) =1

Sodisfaita sta condission, dal moment che le costant a son doe, a resta 'ncora na condission da podé;

amposté an manera libera,i podoma amposté. pe'esempi, €l raport b/a .

El prim cas d'anteresse che i consideroma a I'é col andova « = -b . Sto cas a I'é dit "antisimétrich "
rispét éd mesaria fra ij doi proton . An sto cas, le doe fonsiob d'onda a son idéntiche, ma con segn contrari. Son

al'é un cas possibil camd le fonsion d'onda a son an "oposission éd fase".

Lé scond cas d'anteresse a 1'é, natural, col amdova @ = 4. Sto cas a I'é dit "sinétrich " rispét al pian éd

mesaria, e le doe fonsion d'onda a son istesse e con l'istéss segn.

Fasend cont pi precis, ma an sto cas €dco pér rasom éd simettia, e suponend sempe ij doi orbitaj
atomich a livél fondamental, e donca con jé stéssi numer quantich, as arcavo doi orbitaj molecolar possibij

W, (F)=c,[Ys(F)+¥p(F)] 5 W, (F)=c,[¥s(F)-¥p(7)]

andova, second le convension ch'as deuvro, la litta g a indica l'orbiyal pati, e la litta @ a indica l'orbital dispati.

A coste equassion as peulo apliché le condission éd normalisassion, pér determiné €l valor dle costant-
An figura 26 i 'oma arporta n'arferiment indicativ, relativ al livél fondamental(autofonsion dél livél 1s ), andova
ant la part A) il'oma arpresenta l'autofonsion dl'eletron 1s antorna a un proton cand l'autr proton a I'é¢ lontan,
mentre la probabilita éd trové l'eletron (nen arporta an figura) a I'ha n'anduraa dl'istéss tipo. Ant la part B) i
vardoma l'autofonsion ¥, (sempe pér na daita distansa R fra ij proton) e la densita &d probabilita | ¥, |2
pér la posission dl'eletron. An sto cas Is probabilita éd trové l'eletron fra ij proton a I'é auta, e an costa posission
l'eletron a fa da scherm a la caria positiva dij proton e a je tita vers chiel, e son a capita 'dco ant la situassion
média dle possibij posission (il'oma vist che mentre €l proton a fa né spostament pen-a apressiabil, l'eletron a fa

na senten-a "d'orbite") . Antla part C) éd figura a I'é arpresenta l'autofonsion ¥, e 'dcd ambelessi la la densita

éd probabilita | ¥, |2 pér la posission dl'eletron. As nota sabit che an sél pian éd mesatia , normal a la riga drita
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che a uniss ij doi proton, a-i é gnun-e probabilita éd trové l'eletron. An costa situassion l'eletron a 'ha nen la
possibilita éd fé da scherm eficent fra ij doi proton.

N
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Fignra 26 - Autofonsion pér lé stat fondamental pér él jon molecolar d'idrogeno.

I l'oma vist che la distansa fra ij proton R a I'é un parameter an coste autofonsion. I I'oma 'dco vist
che cand la distansa R fra ij proton a I'é grossa, am prima aprossimassion l'energ'a dél sistena a 1'é cola
dl'eletron antorma a un proton, che ant 1€ stat fondamental 7s che si i considerona, a val 13,6 ¢V Is arferima

adéss a distanse R che, secon 1on ch'i 'oma vist prima, a condento la comdivisiun dl'eletron.

Mentre ant I€ stat ¥, la novila &€d probabilita dla presens dl'eletron a tira ij doi proton a avzinésse, ant

1é stat ¥, nen mach l'eletron a scherma nen l'arbut coulombian, ma a giuta a separé ij proton.

Coma consegoensa i 'avroma che pér un dait R, l'energia minima socia a 1€ stat fondamental pér
l'autofonsion dispati ¥, , enetgia che si i ciamoma E,R), a l'é sempe pi auta -ed cola relativa a l'istéss éstat
dl'atomo d'idrogeno isola (sistema atomo-proton dissocia), energia che si i clamoma E;, . An manera smijanta
l'energia minima socia a I€ stat fondamental pér l'autofonsion pari ¥, , energia che si i clamoma E,R), al'¢
sempe pi bassa éd £, ma an sto cas mach fin-a a na daita mira. An efét , man man che R as arduv, l'eletron a ven

"confina " anr ne spassi pi ciy e a aumenta soa energia cinética, mentre l'arbut coulombian dij doi proton a I'é pi

nen scherma a basta.

Acénn a I'aprossimassion variassional dlé stat fondamental
An figura 27 i arportoma €l grafich éd coste fonsion. La figura a I'é giusta indicativa e ij valor arporta a
son coj sperimentaj. Costi valor a cobio bin con €l calcol teorich precis ( che a peul pi nen esse fait pér sistema pi

compléss), mentre a-i son un poch éd diferensefra ij cont precis e I'aprossimassion che i lioma traya ambelessi.

I 'oma vist che pér oten-e l'autofonsion dl'orbital molecolar ant 1€ stat fondamental, i 'oma dovra na
combinassion linear W =a¥;+5¥, dj'orbitaj atdmich a Ié stat fondamental- Sta manera éd procede a I'¢é
dita "sprossimassion LCAO", (dal moment che ant l'albionich barbarich che as costuma al di d'ancheuj a som-
a giusta Linear Combination (of) Atomic Orbitals. L'energia dlé stat fondamental calcola an costa aprossimassion

a restba un poch pi auta éd cola misura da na mira sperimental,

L'energia a dipend, ant le semplificassion ch'i 'oma suponu, dal raport /b e da la distansa R fra jj
doi proton. I sercoma la combinassion ed costi parameter che a 'orta a un minim dl'energia El !metod
variassional " a 1'é col andova as serca la situassion caraterisa dal fait che infinitésime variassion dij parameter

a/b e R adan nen variassion dl'energia..

Pér trové costa situassion e valuté €l valor dl'energia. la manera éd procede a I'é parte dal serché €l valor
medi dl'energia coma valor speta dl'hamiltonian., con la fonsion d'onda ch'i 'oma suponti-a
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Figura 27 - Energie dl'eletron ant ¢l jon molecolar d'idrogeno (stat fondamental . doit sperimentaj
(E)=(aWs + 0¥, |H|a Wy +0¥)

Costa espression a peul esse svilupa e semplifico tnisend cont che le fonsion WeWp a son
autofonsion normalisa dl'atomo d'idrogeno, e che nostra fonsion d'omda Y =a¥¢+5s¥, a venta che a
sodisfa a la relassion éd normalisassion <‘P|‘P> =1. Con l'espressiom dl'energia speta che as treuva, as serca el

pont stassionari éd minim, magara an manera numérica, rispét a variassion dél raport /b e dla distansa K.

Arzulta

As treuva che l'energ'a a 1'é minima cand a = b, e pér na distansa R = 1,32 A (= 0,132 nm) ciama
"longhéssa dl'anliura”. Tl valor dl'energia dait da sto procediment a I'¢ -15,37 eV, vis-a-di 4,77 eV pi bass
dl'energia dl'eletron ant 1€ stat fondamental dl'atomo d'idrogeno con 1€ scond proton lontan. Sta diferensa a 1'é
donca l'energia éd dissociassiondél jon molecolar d'idrogeno amt l-e stat fondamental.

Stiaprossimassion a spiega bin €l mecanism dl'anliura fra j'atomo an molécole biatomiche con doi
atomo istéss, ma a I'é nen vaire precis, com as peul védde an figura 27, andova a son arporta ij valor che as peulo
misuré da na mira sperimental.

Un procediment rigoros, che an sto cas a peul ancora esse aplica, a porta a d'arzulta motobin pi davzin

ai dait sperimentaj. Ant la taela si soya i arportoma costi arzulta-

metodo distansa fra proton energia livel fondamental energia -ed dissociassion
LCAO 1,324 -15,37 eV 1,77 eV
sperimrntal 106 A -16,25 eV 2,65 eV
analitich 1,18 A -16,39¢eV 2,79 eV
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