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Prefassion e avertense

El but éd costa session a 1'é sempe I'istéss éd col ch'a 'ha porta a campé giu le session
ch'a ven-o prima.. I arpetoma che, beleché ’autor a sia un fisich e a I’abia fait ’arsercador tuta
soa vita €d travaj, vist che a I’é mai stait so mesté €l mostré a I’Universita, tut €l material arporta
ambelessi a venta che a sia pija coma diletantistich.

An efét ste note a son sempe socia al post “web” (an italian a-j diso “sito” e "web" a
sta pér "ragna") amatorial, e propi mach amatorial, http://digilander.libero.it/dotor43 &d

I’autor (vis-a-di: mi).

Si i vardoma, sensa andé trop ant l'ancreus, ij pont éd partensa ¢ le implicassion
prinsipaj dla Fisica Quantistica. An sl'interpretassion éd tuta la teoria ancora adéss as discut, e
noi is pijoma bin varda d'intré ant la discussion. Com a 1'é capita pér la Relativita, édcod pér la
Mecanica Quantistica (e ambelessi fin-a 'd pi) a 1'é necessari un cambi 'd mentalita rispét a la
"tranquila sicuréssa" dla Fisica classica, ma noi i voroma nen intré an costion filosofiche. Pitos
an anterésso coj arzultd che a pérmétto d'antérpreté la Fisica dj'atomo, dle molécole dij cristaj e
dle radiassion che a son necessarie ant 1€ studi dl'eletronica.

Ant él cors dla tratassion, an particolar an prinsipi, i arciamroma cose che i l'oma
désgia dit ant le session prima, quaicds i arpetroma e pér quaicds is contentroma 'd dé
jlatferiment. Pi che intré ant &l formalism che a ven éd solit dovra ant la mecanica quantistica, i

vardoma dé s-ciairi ij concét.
Edco pér costa part i foma donca 'l solit travaj.

I arcordoma giusta che fin-a tre "pare" dla Mecanica Quantistica a disio che se quaidun
a l'era nen bolversa da la teoria quantistica 1'era pérche a l'avia nen capila )N. Bohr), che pi la
teoria quantistica a arzolvia 'd problema pi a smiijava na roba da mat (A. Einstein), e che gnun a
capia la teoria quantisrica (R.P. Feyman). An efét vaire cose a l'han nen na giustificassion
teorica, ma mach sperimental, e vaire ipotesi a son aceta mach pérche a corispondo a lon che as
peul misuré- I podoma consolesse.
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Indes general dle part

Part un - Origin - Prinsipi 'd base - An costa patt i vardoma le rason che a 'han porta a fornulé la
Mecanica Quantistica e j'esperiment fait pér giustifiché j'ipotesi che man man a vnisio proponte.. Tut
son pérche la Mecaniva Classica a rivava nen a déscrive lom ch'a capitava s livél microscopich.. Dop
éd son 1 vardoma la Matematica dovra da la M.QQ. e i comensoma a antroduve €l formalism che a ven
dovra. A la fin i vardoma ij prinsipi e ij postula, sempe basa sj'esperiment, che a fan da base a 1€ svilup
dla teoria quantistica.

Part doi - Particola quantistica- An costa part i comensoma a védde com as peul déscrive €l
moviment €d na particola an vaire situassiom. I vardoma prima €l moviment ant na dimension, I
patloma éd particola libera, e peui dl'equassion de Schrédinger indipendenra dal temp. I vardoma
peui la part'cola che as bogia an diferente situassion éd oitensial, e i parlona dl'efét "tunel!.. I vardoma
l'ossilator armonich. Ipassoma peui a consideré €l moviment an tre dimension e peui i acenoma a
l'ossilator anarmonich. A sta mira i passoma a patlé dél nonent angolar, éd moment angolar orbital e i
comensoma a patlé dé "spin". Donca i tratoma éd potensial sentral, ¢ da si i passoma a j'atomo
idrogenoid e a j'atom di'idrogeno. A kaéela fin i parloma dél jon molecolar d0idrdgeno e dla relativa
anliura-

An costa part i comensoma con €l traté la molécola d'idrogeno e l'anliura che a ten ansema9j doi
atomo. Peui 1 passoma a parlé un ¢och pi ant l'ancreus dl€ spin, coma 1€ spin a cambia le fonsion
d'onda, e com as comporto le particole identiche am base al valor éd so spin, comensand a consoderé
doi boson e doi fermion. Da si a ven peui él prinsipi d'esclusion éd Pauli. Peui i passoma a consideré ij
sistema &d vaire particole e i tratoma dla simetria dle fonsion d'onda-. Apréss i vardoma I'dtomo con
vaire proton ant la nos 3 la formassion dj'orbitaj a tomich. I vardoma da davzin j'otomo ij pi
d'anterésse, l'eletronegativita e ij diferent tipo d'anliura. A sta mira i comensoma a parlé d'eletron
confina e diorbitaj molecolar, pér peui passé a consideré j'eletron ant ij solid, e la strutura a bande, con
él teorema éd Bloch e &l modél éd Kronig-Penney. I saroma €l discors con n'acennéd Mecanica
Statistica Quantistica, limita a lon ch'as arferiss a le distribussion térmiche éd Maxwell-Boltzmann, éd
Bose-Einstein, na pi che tut éd Fermi-Dirac.
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La Fisica a la fin dl'eutsent

Fin-a a la sconda meta dl'eutsent la Fisica Classica a smijava che a fussa tiva a arzolve tud ij problema
conossu e che la soa logica aplicassion e so svilup a podeisso arzolve tuti ij probléma che a sario presentasse ant

él futur.

Ant €l camp dla Mecanica jé studi a I'avio porta a na formulassion analitica potenta e eleganta
(Lagrange, Hamilton, Jacobi), mentre j€ studi an sl’eletricita e an s€l magnetism, a ’avio dait na spiegassion éd tuti

ij fenomeno, e Maxwell a I’avia formula soe quatr equassion che a arsumio an manera satia tute ste teorie.

Monsu Thomson (0, pér chi a-i ten ai titoj Lord Kelvin), vers la fin dél sécol ch'a fa disneuv a disia che
la Fisica a l'era n'ansema bin armonisa, tut ch'a filava seuli coma l'euli, ma a-i ero giusta doe cosétte che 'ncora a
dasio quaich problema. Un-a a l'era I'esperiment éd Michelson e Morely, che a cobiava nen con la teotia ¢ as savia
nen coma mai, e 'autr a-i ero ij tentativ éd giustifiché I'emission d'energia fait da Wien e da Rayleigh e Jeans che,
0 da na mira o da l'autra, a fonsionavo nen.

Donca, propi mentre a smijava che tut a cobicissa an manera precisa, e che ogni fenomeno a troveissa
na soa giustificassion analitica an cost formalism, j’arzulta sperimentaj trova an d’esperiment che man man a
podio esse fait an manera sempe pi precisa, a ’han anvece comensa a dimostré che quaicos a fonsionava nen, se
as restava ant &l camp dla Mecanica éd Newton e ij so svilup. Son a parte dal comportament dla lus e dle
radiassion an general. Coste a j'ero misure a livél macroscopich, ma cand 1'é comensasse a rasoné sla strutura
dj'atomo ij problema a son stait ancora pi evident. Pér arferisse a lon ch'a disia monsu Thomson, a-i ero vau fora
problema con la misura dla velocita dla lus e so sistema d'arferiment (espetiment éd Michelson e Morely), mentre
'dco a cobiavo nen con j'esperiment le giustificassion classiche dl'emission d'energia termica da part dla matéria
(teorie éd Wien e Rayleigh-Jeans).

Paréj com a I’¢ capita pér la Relativita (i 'oma vistlo ant la prima session, ultima part), édcod la Mecanica
Quantistica a ven donca da la necessita €d giustifiché jarzulta sperimentaj, che a son motobin diferent da lon che
i dovtio spetésse da le teorie classiche, cand as comensa a £é d'esperiment an sél mond microscopich, 6 macassia
d'esperiment pi precis e an condission diferente da cole dl'esperiensa éd tud ij di.

La Fisica Classica e le lej éd Newton a resto sempe ij pont éd partensa e a peulo esse aplica con pi che
bon-a precision a tut €l mond macroscopich, ma pér déscrive 1 comportament dél mond microscopich a livél
atomich a deuvo esse integra da d'autri prinsipi, che a corispondo motobin manch a cola che a I'é nostra
intuission, e che donca a ciamo un cambiament éd mentalita, propi com i 'oma désgia vist pér la Relativita. An
sostansa, édco pér la Mecanica Quantistica as peul di che la Mecanica Classica a 1'é n'aprossimassion che a va
motobin bin pér quasi tut lon ch'a serv an pratica, ma pér dait problema spessifich e pér tut lon ch'a 1'¢é
microscopich (a livel d'atomo, molécole, cristaj e via fort), a I'na pont ed pattensa che a peulo esse considera
d'autut sbalia.

Macassia, sensa conosse la Fisica Classica, e an particolar la Mecanica Analitica (Hamilton) a I'é nen
possibil studié la Fisica Quantistica (as peul nen parte da la Fisica Quantistica pér studié Fisica), 6 almanch costa

al'é 'idéja dj'arsercador ij pi avosa.

La natura dla lus

Ai s6 temp, Newton a suponia che la lus a fussa faita da particole, mentre Huygens, che a l'era 'dco
chiel dij temp éd Newton, a pensava che la lus a fussa anvece faita da onde. Newton a pensava a costa teoria
pérche, ant ij so esperiment, a l'avia nen atleva d'efét d'interferensa e difrassion che a son carateristich dla
propagassion pér onde, ma Huygens a disia che son a l'era mach dovu a la mancansa 'd possibilita, pér col temp,
éd fé misure precise a basta, con dé strument sensibij a basta. Le conossense e le possibilita dél moment a lassavo
nen capi cola ch'a podia esse la natura dla lus.

Par¢j coma ij fenomeno relativistich a j'ero nen evident a rason dla motobin auta velocita dla lus e
dle particole sub-atomiche, rispét a le velocita dl'esperiensa e a rason dla mancansa 'd possibilita 'd precise misure
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dél temp, par¢j a l'era nen evident un fendmeno ondulatori con longhésse d'onda motobin pi cite dle pi cite cose
ch'as savijo manegé, e con stument con sensibilita trop bassa.

An efét cand a I'é stait possibil bute ansema 'd misure pi precise, faite peui da Young ant €l 1801 e
da Fresnel coste a butavo an evidensa che la lus as comportava propi coma n'onda ch'as propaga, e che a-i era
interferensa fra doe sors éd lus coerenta, mentre sinquant'ani dop (1850) Foucault a dimostra che la velocita dla
lus a 1'¢ diferenta ant I'aria rispét che ant I'aqua, cosa che a dimostrava la possibilita dla difrassion.

Dop des ani (1860) Maxwell a l'avia trova na formulassion satia dle 1¢j che a goerno eletricita e
magnetism, ¢ da si as arcavava che ij camp elétrich e magnétich, sempe socia fra 'd lor cand a j'ero variabij, a

podio propaghésse coma onde ant 1€ spassi con na velocita daita da » =—— e costa a l'era propi la velocita

V€0 Ho
che a l'era staita misura pér la lus. Subit dop Hertz a dimostrava, da na mira sperimental, che j'onde
eletromagnétiche a esisto dabon, e prima dla fin dél secol ch'a fa disneuv che la lus a fussa n'onda
cletromagnética a l'era aceta da tuti. I véddroma pi anans che propi a la fin dl'eutsent e an prinsipi dél neuvsent
sta convinsion a tornava a andé an crisi, sempe a rason &d precis esperiment an 's 'emission e 'assurbiment dle
radiassion. An prinsipi dél sécol ch'a fa vint a comensava a evidensiésse €l dualism paerticola-radiassion che i
véddroma pi anans.

I 'oma gia acena a l'esperiment éd Young dél 1801 ant la Session 4, Sotsession "Otica geométrica",
Part 4 (Introdussion a 'otica fisica) pag. 195. I voroma arpottélo ambelessi giusta pér avéjlo sotman, vist che a
peul esse arfait, an d'autre manere, pér dé d'autre informassion amportante (e son ilo véddroma dop).

Interferensa fra doe filure - Esperiment éd Young

Is arferima a figura 1, andova i 'oma schematisa e semplifica cost espetiment fait, com ant él 1801, an

manera éd confermé la natura ondulatoria dla lus.

Ant la figura i 'oma n’onda pian-a che a riva pérpendicolar an 's né scherm S, e donca con ij front
d’onda paraléj a 1€ scherm midem. St'énda a peul esse pensa coma prodota da na sors a forma 'd pont, buta
lontan da le scherm e an sl'ass fra le doe filure, an manera 'd pod¢j consideré le surfasse d'6nda pian-e.

Ant 1€ scherm a-i son doe filure paralele F; e I, e a na distansa grossa da le schérm S a-i ¢ né scherm
S> paralel al prim, andova as peul védde la lus che a riva da le filure. Le filure peui a son motobin longhe rispét a
lon ch’a son larghe, an manera che i podoma vardé 1 problema an doe dimension, second la session disegna an
figura. Ancora, ste filure a son motobin sutile.

I suponoma che 'onda pian-a che a riva contra 1€ scherm §; a sia n’onda monocromatica. Da le filure
Fi e I, che i suponoma esse stréite a basta (dimension parafonabij a la longhéssa d'onda A), a seurto doe onde
coerente cilindriche genera da jé stessi front d’onda. Le filure a son a na distansa & fra ‘d lor e 1€ scherm S, al’e
a na distansa D da 1é scherm Sy, con D >> /4

An slé scherm S, riva la lus da le filure e as forma n’imagin daita da bande ciaire antércala a bande
scure. Coste a son dite “frange d’anterferensa’. Pér studié ste frange ‘1 procediment a I¢ ilustra si sota.

I consideroma ‘1 pont genérich P an sl€ scherm S2, che al’¢ a distansa x da ’ass normal a I€ scherm
e che a passa pér €l senter dél segment che a uniss le doe filure. Sto pont a arseiv €l ragg s chearivada F; e 1

ragg # che arivada Fz. Dal moment che D >> 4,1 podoma consideré che 1 pont P a arseiv da la diression 7,
doi ragg , che a parto con l'istéssa fase, dont la diferensa ‘d camin otich al’¢ §. Se ¢ a I’¢ angol fra Iass e la

riga drita 7, antlora i 'avroma che & =d sin .

o
Antora i 'avroma che la diferensa ‘d fase € dle doe onde a sara daita da O = 12 1. Sta diferensa ‘d

fase a sara donca fonsion dl’angol ¢, e sostituend:

d
0=27n—s
N SinQ
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onda pian-a

Figura 1 - Interferensa fra doe filure, sors d'énde eletromagnétiche

Son a porta a n’intensita dla lus ant €l pont P daita da:
0 d .
I=41, mf23=410 o0s” TCKIM(P

andova Iy al’¢ Iintensita che a saria daita da na filura sola (onda sférica).
El cossen al quadra a val 7 cand so argoment a val # 7, con » numer antrégh che a va

2n+1

da 0 anans, e a val 0 cand so argoment a val | ——— [T.

Da si as treuva che lintensita a presenta ‘d massim cand Tl?x!l'ﬂ([)zﬂﬁ e donca

n+ 1
T e donca

sin@=n— . A listessa manera i ’avroma ij minim d’intensita cand T — sn @ =
. A
J‘Zﬂ(P:(2ﬂ+1)—.
2d

An pratica a venta ten-e cont che le filure a I’han sempe na dimension finia e donca
quaich fenomeno ‘d difrassion da na filura a lo produvo.

A parte dal prim massim an sl’ass, j’autri massim a son nen d’ampiéssa costanta, ma a
calo man man che ’angol a chérs.

Cand a 1'é stait fait an prinsipi dl'eutsent, st'esperiment a mostrava mach la natura
ondulatoria dla lus, ma peui a 1'é stait la base pér vaire d'autre dimostrassion, a proposit dél
dualism dont i I'oma acena, com i véddroma pi anans.

Radiassion dél corp neir

Costa a I'é staita la costion éd base che a I'ha buta an evidensa, a la fin del sécol ch'a fa disneuv, la
necessita d'arvédde ij mecanism d'emission e assurbiment dl'energia eletromagnética (calot, lus, etc,). Da si a son
peui deriva tute j'autre consegoense.
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Second la teoria 'd Maxwell (e dl'eletromagnetism an general) ogni caria elétrica an moviment nen
costant a anraja energia eméttend n'onda eletromagnética. Ogni corp a temperatura pi auta dél zero assolut a
conten éd carie an vibrassion e a manda donca d'energia, anraja sot forma d'énde eletromagnétiche, dont la lus a
1'é giusta na cita frassion, ¢ a l'istéss temp a arséiv da fora energia manda da tut 1on che a-i é antorna, fin-a a rivé a
n'echilibri, a na daita temperatura T. An coste condission d'echilibri i podoma defini pér él corp un podéj
d'emission ¢ un podéj d'assorbiment, che a son l'energia che, ant l'unita éd temp e pér unita éd surfassa, €l
corp a emet O a assotb. I podoma 'dco consideré un coeficent d'assorbiment coma raport fra l'energia assorbia

e l'energia arseivia, dal moment che na part dl'energia arseivia a peul, an general, esse arbatua.

La lus ch'i conossoma a ven anraja mach a temperature bin aute (mentre cola che i 'oma antorna e che
an fa védde jogét a 1'¢ lus arbatua), mentre a temperature pi basse l'anrajament a corispond a onde an sle
frequense infra-rosse (calot), macassia i ciamoma, ambelessi, sempe "lus" st'anrajament.

Bl "corp néir" a 1'¢ stait defini e studia da Monsu Kirkhhoff a parte dal 1859. As dis paréj un corp che
a assorba tuta la radiassion che a-j riva dzora, sensa arbatne gnente (son a veul nen di che a emétta nen éd
radiassion, ma giusta che a arbat nen cola che a arséiv). Donca so coeficent d'assorbiment a val 1.

Na manera convenienta 'd consideré na situassion dé sto tipo a I'é cola 'd pensé a un gav sara ant la
matéria, che a peul conten-e opura nen d'autri corp, con parete isolante, €l tut mantnu a na temperatura T, an

echilibri con la radiassion ch'as produv ant &l gav midem.

Ant le parete dél gav a-i é un cit beucc che a lassa seurte na cita porsion éd radiassion (che peui a serv
pér misura) sensa sfaussé la situassion, mentre se un ragg a intra ant €l beucc, dop quaich arbatiment, a ven
assurbi al complét, sensa an pratica gnun-e possibilita che na part a peussa seurte. El beucc as comporta coma un
corp neir a la temperatura T interna.

Ant €l gav éd volum 17 as éstabiliss n'energia total U, che a sara fonsion dla temperatura T. I clamoma
u la densita dl'energia che as éstabiliss ant €l gav. St'energia pér unita éd volum as distribuiss su tute le frequense

second na fonsion éd "densita spetral " u, (V, T) ant €l sens che la quantita d'energia pér unita 'd volum ant

l'interval éd frequensa dvaval #, (V, T)dv . Donca I'é a natural che a sia: %(T) = J.%V (V, T)dv .
0

radiassion incidenta

cit beuce

Figura 2- Arpresrntassion dél corp neir

Sensa fé tropi cont e arferendse a la session sinch part eut éd coste note (pag. 275-276), andova i I'oma

parla d'energia e pression socia a na radiassion, e an particolar i I'oma che la pression p a val: p = 3

I comensoma a di che la densita d'energia # ant €l gav a dipend da la temperatura T, e as distribuiss
an sle diferente frequense ant na manera che a I'é l'ogét dlé studi an sla radiassion dij corp. As trata donca éd
glustifiché da na mira tedrica 1on ch'as peul misuré. I veddroma che da si a 1'é partia la necessita dla Mecanica
Quantistica. An figura 2 i arportoma na schematisassion d'un corp néit.
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Teorema éd Kirkhhoff

Se is butoma da na mira teorica as peul dimostré, coma monsu Kirkhhoff a I'ha dimostra, che 'l pod¢j

emissiv a dipend nen dal tipo €d corp e la fonsion #,, (v, T) a dipend nen dal tipo éd gav considera, da soa forma,
dal material dovra e via fort, ma a I'é na "fonsion universal . I podoma consideré, an efét doi gav coma coj

arpresenta an figura 3.

As trata éd doi gav A e B, che i suponoma diferent fra 'd lot, che a son porta da doi termostato a
l'istéssa temperatura T. I colegoma ij doi gav con un condutor éd lus che a lassa passé mach na frequensa v (filter
éd lus) e 1 gavoma ij termostato.

I suponoma pér assurd che la densita #, d'energia socia a la frequensa v a sia pi grossa ant €l gav A4

che l'istéssa densita ant €l gav B. I suponoma donca ch'a sia  #,,(A4) > u,, (B).

Figura 3 - Dimostrassion dél teorema 'd Kirkbhoff

Travers €l condutor éd lus a-i saria un passagi ant ij doi sens d'energia a la frequensa v ma da A4 vers B
sto passagi a satia pl aut che an sens contrari. Son a portria n'aument éd temperatura ant €l gav B e na
diminussion ant él gav A, con passagi 'd calor da na temperatura pi bassa a un-a pi auta sensa travaj da fora. El
saut éd temperatura a podria peui esse sfruta pér fé un travaj con un calor che a I'é parti a A4 e a torna an

A. Tor ofv a A3 yovipdpr ai mpive/m SAa tepuodiviutya, € Sovya, a A30Te000 TEUTEPATUPA O BEVTA YNE & ol a LY (A)

= uy(B), qualonque a sio ij gav.

Relassion fra radiassion e densita spetral

As peul dimostré che €l podej d'emission dél cit beucc che an nostr gav as comporta da corp néir, a
corispond an manera direta a la densita spetral ant el gav. Se i ciamoma S sto podé¢j d'emission (energia al second
da l'unita 'd surfassa) as peul trové la relassion;

S=—u
4

La radiassion drinta al gav a peul donca esse studia da na mira teorica dovrand le 1¢j dla termodinamica, mersi a
l'universalita dla distribussion spetral. La stéssa distribussion a peul esse misura con l'emission dél corp néir.

A 1'¢ stait propi €l confront fra coste misure e torie classiche che a I'ha porta a la formulassion dle prime 1¢j dla
Mecanica Quantistica.

La lej dé Stefan

Da na mira sperimental, monsu Stefan, a I'ha trova la l¢j che a anlia l'emission d'energia al second
pér unita 'd surfassa W con la temperatura T. Sta 1¢j a dis che :

W=c-T*

.
w’ K*

I I'oma vist che l'energia al second anraja pér unita 'd surfassa a 1'é¢ proporsional a la densita d'energia

. . . -8
andova pér oa I'é stait trova 'l valor 6 =35,67-10

. . N . \ 4
interna u, e donca i podoma 'dco scrive sta 1&j coma: # =a-1T" .
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La lej dé Stefan-Boltzmann
A T¢ l'istéssa 1¢j ed prima che monsu Boltzmann a I'ha daje na giustificassion termodinamica. Son a 1'é
amportant pérche a dis che 'l procediment segoi dal rasonament teorich a I'é giust.

n

I consideroma un "gav néir " coma un &d coj vist prima, che a 1'abia un volum 1/, con n'energia

interna U = «1” e na pression che, com i 'oma vist, a sia p =#/3. I aplicoma 1€ scond prinsipi dla termodinamica,

andova S al'é l'entropia, e i scrivoma:

U+ pdV _ d(uV)+ pdV :i(
T T T

udV+Vdu)+ipdV— ! (ﬂ+p)dV+KﬂdT
T T T dr

as =

I consideroma antlora le detiva parsiaj dl'entropia rispét al volum e rispét a la temperatura ¢ i 'oma:

u
oS utp "T3 4u B Vu

o T T 3T 8T TdrI

e dal moment che dS a1'é un diferensial precis, a venta ch'a sia:

0 (a&) 0 [65] : . 40 (%) 0 [V ,)
— === ==| ws-a-d ——||=——|—#
or\ol”) ol \oT 30r\17) oV\T

andova i l'oma indica con #' la deriva éd # rispéta T. Da si as arcava l'equassion diferensial

La solussion éd costa equassion, butand coma condission al contorn che #(0) =0 , a peul esse scriviia

ant la forma:

4
u=al

La léj ed Wien
Sempe partend da considerassion termodinamiche a 1'é staita dimostra da monsu Wien la forma dla

relassion che a anlia la densita d'energia ant un gav éd coj ch'i l'oma vist con le variabij v e T. As treuva na

n (v, T)=v’ f[%]

La dimostrassion €d costa l¢j a I'é€ motobin complica ma a 1'é pitost fora da nostr but. Noiautri is
limitoma a pijéla pér bon-a, e i notoma che a 1'¢ dimostasse vera ant j€ svilup ch'a son vanu dop. Costa
dimostassion a buta nen an discussion cola ch'a peul esse la fonsion f , ma mach la "forma" dla dipendensa dla
densita spetral da fequensa e temperatra.

La lej dlé spostament éd Wien

I podoma scrive la fonsion #, (V, T) an termo éd longhéssa d'onda A anvece che an terrmo éd

dipendensa dél tipo:

frequensa V, tnisend cont dla relassion A = —. I l'avroma:

%:Iﬂvdvzojiﬂv(ﬂj ( j ( jdkszukdk andova 1, A, T)= x u,(v, T)

dan



Da si as deriva n'autra espression dla 1¢j éd Wien andova a-i ¢ na fonsion g che a dipend mach dal

A%
prodot AT, andova prima a-i era la fonsion fche a dipendia mach da ? . La lej éd Wien a dventa

i, (0 T) =5 40T

Second la l¢j dlé spostament éd Wien, la frequensa (opura la longhéssa d'onda) che a corispond a la

massima emission a dipend an manera linear da la tenperatura T. An efét €l massim an fonsion dla frequensa as

treuva ant la condission:

M:O vis - a-di opura
av av
—d%kd(it T):0 vis-a-di —%g(kT)"'%g’(}”T):O

e donca, se i disoma A, la longhéssa d'onda che a corispond al massim d'emission, a venta ch'a sia :

5600, T)=(,T)g(,T)

Se i foma la conversion éd variabil x =A T, e i conossoma la fonsion g, i otnoma n'espression che a
pérmétt éd trové un xp=A4,, T che a corispond al massim rispét a x, e che a I'é na costant, cosa che as peul édco

védde da l'espression si dzora Tornand a le variabij é partensa i 'oma donca che
1
A=x,— opura v=w,T
0 0
T
andova il'oma ciama my la costant che as troveria travajand con le frequense.

ermission

2000°K

\ o
\ 1750°K

\ 1500°K
——

\ﬂ

/

Figura 4 - - Emission an fonsion dla longhéssa d'énda a diferente temperature

Ant 16n ch'i 'oma vist fin-a si a-i son nen contradission fra la teoria classica e j'arzulta sperimentaj.
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I notoma giusta che an coste detivassion i 'oma nen fait d'ipotesi an sél coma a 1'é faita nostra fonsion

f| = | che, com i véddroma, a 1'é propi la rason dla crisi dla Fisica classica.

Fin-a si le cose a fonsion-o, sempe considerand le l¢j dla Fisica Classica, e i rivoma a la fin dl'eutsent. I
l'oma gia vist com a 1'é vnuita fora la necessita d'elaboré la Realtivita, e si i vardoma com a 1'é vauita fora la

necessita dla Mecanica Quantistica.

La figura 4 a mostra, an manera d'autut indicativa, ij dait sperimentaj che a confermo la Lej dlé

spostament éd Wien.

18



Le novita deél prim neuvsent

I podoma consideré che 'l prinsipi dla Mecanica Quantistica a coincid con j'esperiment éd monsu
Planck, ant j'ultim ani dl'eutsent e ij prim dél neuvsent, propi coma a 1'é capita pér la teoria dla Relativita ch'i
l'oma vist ampressa a la fin dla prima session, e 'dco ambelessi le solussion proponue pér arzolve ij problema
buta da j'esperiment, e che a son dimostrasse bon-e a déscrive ij dait sperimentaj a 'han bin poch d'intuitiv, e a
ciamo un cambi &d mentalita, contut che ij pont éd partensa a sio sempe coj dla Mecanica Analitica. e an

particolar, la formulassion éd Hamilton..

Misure dla radiassion dél corp neéir

I 'oma vist fin-a si jé studi an sla radiassion dél corp neir. Al moment éd giustifiché an manera
precisa l'anrajament patr¢j com a podia esse misura, la teoria classica a 'ha comensa a pi nen andé bin.

Formole eéd Wien e éd Rayleigh-Jeans

Un tentativ d'antivédde cola ch'a dovia esse la distribussion an frequensa dla radiassion néira a I'é stait
fait da monsu Wien, che a I'ha prova con na formola pitost empirica, giustifica da I'esse d'acordi con le l¢j bin
giustifica e viste prima e partend da ipotesi pitost ardie. Tnisend cont dla dipendensa general trova prima propi
da chiél, monsu Wien a I'ha proponu che as podeissa scrive che:

bv
u, (v, T)= 87?% vie T
A

glusta ciama "formola éd Wien'", andova a ¢ b a son costant. I I'oma la dipendensa antivista da le variabij ve

T

3

ma mentre sta 1¢j a cobia bin con j'arzulta sperimentaj a le frequense aute, a riva propi nen a giustifiché

j'arzulta dle misure a frequense basse.

Partend da considerassion an sél camp eletro-magnétich, e dal fait che a I'é¢ stait dimostra che la
radiassion a dipend nen dal particolar gav, e che donca as peul giusta consideré d'ossilator, a I'é staita proponua la
"formola éd Rayleigh-Jeans".

As considera giusta n'ossilator ant un gav con parete arbatente ant un gas pérfét néutr che a interagiss
con l'ossilator pér urt, an manera che as riva a n'echilibri con n'energia média fonsion dla temperatura E(T) = £T.
Da sto pont éd partensa as riva, con un rasonament classich che i stoma nen a arporté ambelessi, a la formola
ch'i'oma dit e che a I'é:

§mk(T
QY

u,(v, T)=v’

andova k = 1,381 - 102 JK-! al'é la costant éd Boltzmann

Sta fonsion, pero a 1'é monotén-a ch'a chérs, e donca, se a 1'é bon-a a déscrive bin la situassion a

frequense basse, a tira a I'anfini con le frequense ch'a chérso.

Formola ed Planck

Studiand la manera ed giustifiché la formola éd Wien e sercand éd modifichéla an manera che a
andeissa bin a le frequense basse, andova as comensava a rivé a £é 'd misure, monsu Planck a scriv, dop vaire
tentativ, soa formula éd la distribussion, che a echival a la formola éd Rayleigh-Jeans a basse frequense e a cola éd

Wien a aute frequense ma, pi che tut, a cobia con ij dait sperimentaj.
An definitiva Planck a l'ha ipotisa che n'ossilator a podeéissa nen pijé tuti ij valor d'energia con

IR : — 0 .. R E=hv .
continuitd, ma mach na sucession discréta 'd valor, multipl antregh €éd na quantita minima , Clama "quant
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" d'energia, andova h a I'é na costant universal, che a 1'é staita dita "costant éd Planck ". Lon ch'a cambia a 1'é
donca l'espression dl'energia média dl'ossilator. La formola a I'é:

Snhv’ 1
uv(V, T) = T ]

c

La costant haval 5 =6,626-10">* Joule-sec.,

As peul noté che a frequense basse sta formola a tira a esse cola éd Rayleigh e Jeans, mentre a
frequense aute a tira a esse cola éd Wien. La costant £ a I'¢ la solita costant éd Boltzman. La figura 5 a ilustra la

situassion da na mira qualitativa.

u .
u,, Planck e misure

Raileigh - Jeans
\

< - - - — o

N =

|
Figura 5 - Confront fra le formole ¢ ij dait sperimentay

Implicassion dla formola 'd Planck

Dal moment che a I'é stait dimostra prima che la densita d'energia a dipend nen dal particolar gav, i
podoma buteésse an condission sempie pér calcolé sta densita, e donca 'dcd l'anrajament, partend dal consideré
che l'energia dla radiassion a sia prodota da un sistema d'ossilator armonich. L'energia ant l'unita 'd volum e an

sle frequense da v a v+dv a sara daita donca da l'energia media dj'ossilator che a son an coste condission. El
numer dj'ossilator a 1'é dait da le manere normaj d'ossilassion éd n'énda stassionaria ant €l gav, vis-a-di che i

butoma che a 6gni manera normal d'ossilassion dl'énda a corispond a n'ossilator.

I suponoma un gav cibich con lat I e i butoma che a-i sia periodissita an sle parete. Ogni manera
normal d'ossilassion a I'é déscrivua da n' énda pian-a dél tipo s , donca 'l vetor éd propagassion a sara dél tipo
k, L=2mn, andwva n =123, -

As treuva 'l numer d'ossilator 4N con frequensa fra v e v+dV, che a corispondo a meud normaj

d'ossilassion con vetor d'6nda fra £ e £+dk , ant €l gav éd volum [ =17. Sto numer, dont i stoma nen a ¢ tuti ij

passagi, a val :

1 (2nY
dN:—Z—n v2dv
¢

Se, adéss, i ciamoma & l'energia media socia a costi ossilator, e i calcoloma la densita d'energia a la

frequensa antorna a vil'oma:
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AN _  8mv’ _
#,y=——=—35—F
IV dv ¢

Second la fisica classica, as peul dimostré che pér n'ossilator armonich, dont l'energia a peul varié con
continuita, la media dl'energia a val € =£&T , ¢ as riva a trové la formula éd Rayleigh-Jeans che, i l'oma vist, a

fonsion-a nen pér vaire rason.

A sta mira monsu Planck a I'ha nota che l'istéss rasonament a peul porté a soa formola, bastamach che
as buta 'l postula che l'energia d'ogni ossilator a sia discreta e a peussa mach pijé ij valor :

E=nhv

An costa manera a I'é stait arzolvu un pont éd crisi dla Fisica Classica, ma son a I'ha buta an crisi le
concession classiche mideme. Da costa mira anans a venta aceté che l'energia a l'abia sta limitassion.
L'importansa dé sto comportament a dventa grossa an tuti ij fendmeno microscopich, mentre che pér ij
fenomeno macroscopich i podoma noté che la costant a 1'é motobin cita, e donca sto comportament "quantisa"
quasi sempe as riva nen a noté.

Pen-a sta giustificassion tedrica a 1'é staita presenta, da vaire arsercador a 1'é giusta staita considera
n'artifissi matematich che pér boneur a rivava a simulé, ma nen a spieghé, i dait sperimentaj, e son pérche a

smijava (e a smija 'ncor adss) che a-i fusso gnun-e bon-e rason pér che l'energia a dovéissa esse quantisa.

Ij pont éd crisi, macassia, a vnisio nen mach da I'emission dél corp néir, che macassia a implicava nen
misure microscopiche, ma 'dcod da d'autre misure a livél macroscopich, e peui édco a livél microscopich, livél che

an prinsipi dél neuvsent as comensava a esse conossu e studia.

= "oy .
lj "foton" d' Einstein

Ant €l 1905 Einstein, basandse an sle considerassion éd Planck, e an sél fait che ant €l gav €l camp
eletromagnétich as comporta coma n'ansema d'ossilator, a 1'avia suponi che nen mach l'energia a podia esse

assurbia e eméttiia an 's na daita freqensa v pér valor disctét /v, ma che la radiassion ant na bandada v a v +dv
a I'ha n'energia U che a 1'é dividua an » = U/hv "foton", com as tratéissa 'd corpuscoj andipendent ognidun

d'energia 4v. Sto foton a dovia esse nen divisibil

Fenomeno mach giustificabij con ij "quant™

I arportoma si sota quaich problrma sperimental che a da arzulta diferent da coi antivist da la teoeia
classica e mach arzolvibil con la teotia dij quant.

Calor spessifich a bassa temperatura

I consideroma un solid, fait da atomo che a I'han la possibilita d'ossilé su tre gré 'd liberta. Second lon
ch'i l'oma vist ptima, i podoma di che l'energia média pér atomo & an echilibti con la temperatura T, second la

Fisica classica a val:
e=3kT
e pér na mole 'd costi atomo, se N4 a I'¢ 'l namer d'Avogadro N4 = 6,022 - 107, I'energia total U a I'é:
U=eN  =3k£N_,T=3RT
andova R =4 - N4 aléla costant dij gas, R =§,376 [ Joule/(mole K°)] opura R =17,988 [ Cal/(mole K°)]

A sta mira i trovoma 'l calor spessific a volum costant giusta fasend:

6 = ag—(TT) =3-R=5964 [Cal/ (mole-K°)]
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e costa a va sota 'l nom éd "Léj éd Dulong e Petit".

Comportament sperimental a bassa temperatura

Sta l¢j a 1'¢é bin verifica a le temperature dl'esperiensa comun-a, ma a fonsion-a pi nen cand la
temperatura a cala motobin vers €l 0° assolut. Na cosa che a smija a son a capita 'dcod a temperatura auta, ma an
col cas a-i é n' autra spiegassion ant &l fait che cand le ossilassion a son grosse, a val pi nen l'aprossimassion

armonica. La figura 6 a da, an manera andicativa, 10n ch'a suced anvece a bassa temperatura

As peul védde che ij valor che as peulo misuré a bassa temperatura as arduvo fin-a a rivé a zero. Monsu
Einstein, ant €l 1907 a I'ha dimostra che ¢ a tend a zero cand T a tend a zero, contut che peui l'andura

andividoa a sia nen cola sperimental, ma a l'aprossima mach.

Son a capita sempe se as sostituiss l'espression dl'energia média classica con cola suponua da
Planck, e donca l'energia éd na mole, se as supon che tuti j'atomo a ossilo a l'istéssa frequensa v, a dventa;

_ 3N b
U=3N,g="2aV
e =1
Cy Dulong - Perit
Einstein
T

Figura 6 - Calor spessifich a bassa temperatura -

El fait éd consideré tuti j'atomo con listéssa frequensa a 1'é un poch trop n'aprossimassion, ma
macassia as treuva na solussion a la diferensa con la teoria classica.

Se i suponoma temperature aute, costa formula a dventa cola suposta da Dulong e Petit, mentre a

basse temperature l'espression dél calor spessifich a dventa:

bv
2 o
ouU(T) hv et
vE o N Ty
-1

e pér T ch'a tend a zero, ¢, a va a zero. Na tratassion precisa a 1'é staita faita da Debye, con na curva teorica,
sempe basa an sla quantisassion dl'energia, motobin pi davzin ai dait sperimentaj, ma pér noi a basta pare;j.

Efét fotoelétrich

Con la teoriadij foton enunsia da Finstein, as treuva subit na giustificassion a lon ch'as osserva studiand
"I'efér foroelétrich".

As trata d'eletron eméttu da un metal anlumina da na lus, e st'efét a peul esse evidensia con €l dispositiv

ilustra an figura 7, che a 1'é col dl'esperiment éd Lenard.

Ant n'amola andova a I'é fasse 'l veuid a-i son un fotocatodo fait éd metal che a peul esse 'l metal an

studi, e n'anodo. An sél catodo as peul fé rivé da fora na lus a na daita frequensa v e con da daita intensita. As
supon che frequensa e intensita a peulo esse regola, 0 almanch sernue vira pér vira, par¢j coma '1 material dél

catodo.
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Ij doi elétrodo ant l'amola a son colega a un dobi generator €d tension continua travers un
potensiometro che a pérmet éd regolé la tension fra anodo e catodo, portandla da negativa fin-a a positiva. Un
voltmetro 17 a pérmet €d misuré costa tension. Un micro-amperometro peui a consent éd misuré la corent, se a-i
é, fra anodo e catodo. Se 'l catodo a ven nen anlumina, qualonque a sia la tension fra catodo e anodo, ant 1'amola
a passa nen corent. Se a ven anlumina a passa corent mach se la lus a I'ha na frequensa pi auta d'un valor che a
dipend dal material dél catodo. Pér frequense pi basse a-i é nen corent, a-i n'anfa nén che intensita 'd lus as
deuvra.

-

-“" Lus afreq. v

Fotocatodo Anodo
eletron
LA
)
- + + Y
Vee I
Potensiometro

Figura 7 . Dispositiv pér studié ['efét fotoelétrich

L'energia cinética dj'eletron eméttu a va da 0 a un massim che a dipend nen da l'intensita dla lus, ma
mach da soa frequensa.

Cand a-i ¢ passagi 'd corent, costa a dipend da l'intensita dla lus dovra. As nota che 'l procéss
d'estrassion a 1'¢ istantani.

As peul misuré cola ch'a I'é¢ I'energia cinética dj'eletron cand a seurto dal catodo, dasend a l'anodo na
tension negativa, e a son a servo ij doi generator e 'l potensometro colega com an figura.

Na manera classica éd giustifiché j'arzulta dl'esperiment as treuva nen. I podrio consideré che an sla
sutfassa dél metal a-i sia un potensial éd dobi seul, dait da j'eletron periférich dj'atomo dla surfassa, con sota le
carie positive dle nos, e che j'eletron che a seurto a sio eletron liber ant &l metal, che a ars¢ivo energia a basta pér
supeté 'l dobi seul. A-i sara donca un minim travaj da fé pér porté fora n'eletron, che a ven giusta ciama " travay
d'estrassion", indica con T;.

La Fisica classica a supon che l'eletron a peussa assorbe energia con continuita, e donca se as manda na
radiassion débola distribula an sla surfassa, ogni eletron a arséiv n'energia al second che a sara nen a basta a
supeté la batiera dél dobi seul, e l'eletron a venta che a acumula energia pér un dait numer éd second prima 'd
podéj seurte dal metal. El temp che a-i va pér l'estrassion, e peui l'energia dj'eletron che a seurto a dipendrio da
l'intensita dl'anluminassion. Son as verifica nen.

Se i suponoma che la lus as propaga con foton, i 'avroma che n'eletron a assorb un foton ant un unich
at. Se l'energia dél foton a supera €l valor dél travaj d'estrassion, l'eletron a peul seurte dal metal. L'energia che

l'eletron a I'ha cand a seurt a I'é 1on ch'a resta dl'energia dél foton dop avej gava 'l travaj d'estrassion.

Lon ch'a conta, pér podéj comensé a seurte, a I'é che l'energia dél foton a sia supetior al travaj

d'estrassion, e son a giustifica la frequensa dé scalin v necessatia.
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Se 'l travaj d'estrassion T, al'é pi aut dla quantita d'energia /v dél foton a-i é nen estrassion d'eletron,
a-1 n'anfa nen vaire ch'a sio ij foton, e donca quant fort a sia l'anluminament. Se anvece 'l travaj d'estrassion a I'é

pi bass dla quantita d'energia /v dél foton, bele mach un foton a peul estrae n'eletron.

An fonsion donca dél valor dél travaj d'estrassion T,

o » A-1 sara né scalin limit pér la frequensa v djj

foton che a peulo produve estrassion (efét fotoelétrich ). I I'oma

ZT” e donca ?»Sﬂ

£
Aoh

T . .
T <hv e donca V= ; vis-s-di

es

andova ¢ al'éla velocita dlalus, e 4 alélalonghéssa d'onda dla radiassion.

La lus a porta fora dal metal d'eletron. I suponoma che tuta l'energia dél foton a sia assurbia da
l'eletron. Na part éd costa energia a ven dovra pér fé 'l travaj d'estrassion, e 1on ch'a vansa a dventa energia

cinética dl'eletron midem, che adéss a 1'é liber, e che donca a peul avej n'energia qualonque. Se donca 'l foton a

I'ha n'energia hv>T

es

(i 'oma ciama f la frequensa pér nen fé confusion con » = velocita) l'energia cinética

dl'eletron ch'a seurt (i suponoma che as trata 'd n'eletron davzin a la surfassa) a sara daita da :
1
2 _
7 =hf =T
andova 7. al'éla massa dl'eletron e » soa velocita.

Se as da na diferensa 'd potensial fra anod e catod, as peul misuré se, e quanta corent a passa. I
consideroma che le variabij che i 'oma a disposission a sio: El material dél catod (a-i va né sfors éd fantasia a
pensé ch'i lo peusso cambié facil, ma i suponoma d'arfé le preuve con diferent materiaj). La frequensa dla lus (an

figura 8 i doma na manera 'd fé pér son). La tension aplica a l'anod (da negativa a positiva rispét al catod).

Se la tension anddica I a I'é negativa, j'eletron che a seurto dal catod a son arbuta andarera. L'energia

potensial fra ij doi elétrodo a I'¢ ¢l , andova ¢ al'é la caria dl'eletron. se 'energia dij foton a I'¢ hv >T |
] < . s - 12 < . ] 2 . NUR A . (92
antlora I'energia cinética dj'eleton a I'¢, al massim —z,»° =) f — T . Cand la tension anodica negativa a I'¢ tala

2

che —m, v =¢l”, quaich eletron a riva fin-a a l'anod e a comensa a passé corent. man man che la tension a

dventa manch negativa e peui positiva, la corent a chérs fin-a a na daita mita, e peui a resta costanta.. La corent, a

sta mira, a peul chérse se as aumenta l'intensita dla lus.

prisma
sors éd lus bianca

I 7
A colimator e '

regolator filura mobil
Figura §- Schema d'un generator éd lus a frequense diferente

Tut son, pero, a capita mach a parte da na daita frequensa dla lus, diferenta pér ogni material dovra pér
él catod. Se na frequensa dla lus a provoca emission d'eletron, antlora as peul trové col ch'a 1'¢ 'l travaj
d'estrassion dél metal dél catod, e l'intensita dla lus a giuta mach a av¢j na sensibilita pi auta, pérche a saran éd pi
j'eletron estrat, ma a cambia nen, natural, l'arzulta dla misura.

An efét i conossoma la frequensa dla lus, e donca l'energia dij foton, e i podoma trové la tension I che

a comensa a provoché na corent ant €l sircuit, tension che i ciamoma tension d'arést 17, . Da le doe espression
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ch'i 'oma scrivu si dzora i arcavoma che ¢l”, =h f =T edonca T, =hv—el’ .Elpotensial d'arésat a

dipend nen da l'intensita dla lus.

A listéssa manera, dait un material con un dait valor éd travaj d'estrassion, as peul calcolé la frequensa
minima dla lus che a provoca emission fotoelétrica.

I arpetoma che la costant éd Planck a val 4 =6,626069... 1077 ] - s | echivalent a 4,135628... 107" ¢/,
e che la velocita dla lus ant €l veuid a val ¢, = 299792458 m / s.

Stabilita dj'atomo

An prinsipi dél neuvsent as comensava a fé d'ipotesi su coma a podia esse fait n"atomo. Vaire cose, e
fra coste l'emission radio-ativa, a portavo a conclude che ant I'atomo a dovio essie tant catie positive coma catie
negative. Lassand perde le prime proposte dé strutura dl'atomo, i podoma védde cola éd Thomson, proponu e
studia fra '1 1903 e 1 19006, che a suponia n'atomo con catia positiva déstribuia, che a I'era 'dco quasi tuta la massa

dl'atomo midem, e j'eletron andrinta coma le grumele dj'angurie.

Ma j'espetiment éd Lenard ant €l 1903, pero, a lo portavo a conclude che l'atomo a dovie esse quasi
veuid, con carie e massa consentra, dal moment che j'eletron a passavo pitost facil travers la matéria. An efét,
Nagaoka, ant 'istéss ann a proponia un mod¢l planetari.

Ant €l 1911 Rutherford a I' ha suponu che a-i fussa na nos sentral positiva e che a contnéissa bele che
tuta la matéria dl'atom, e motobin cita, con d'eletron periférich motobin lontan da la nos, an proporsion a soe
dimension. J'eletron, pér nen casché an sla nos a rason dl'atrassion fra carie positive e negative, a l'avtio dovu viré
antorna a la nos pér svilupé na forsa sentrifuga grossa a basta da compensé l'atrassion. Son a l'era suporta da
n'esperiment fait da Geiger e Marsden, darera cons¢j éd Rutherford midem, ant &l 1908, a dasia rason al modél
d'atomo con nos sentral cita e eletron estern che a lassavo 1€ spassi ocupa da l'atomo quasi veuid. An cost
esperiment as misurava com a vnisio devia 'd particole alfa slansa contra na lastrin-a 'd matéria motobin sutila.
J'arzulta a j'ero, an manera motobin precisa, coj che as podijo supon-e con la teotia éd Ruthetford.

Ma 'dco ambelessi la Fisica Classica a podia nen giustifiché lon ch'a smijava rasona second j'esperiment.
An efét j'eletron negativ che a viro antorna a na nos positiva a son sotpost a n'acelerassion sentripeta, che second
l'eletromagnetism classich a dovtio anrajé d'energia, e casché motobin ampréssa an sla nos. Se as fan tuti ij cont
second la Fisica Classica as dimostra subit che 'l ragg éd '0rbita as arduvria motobin ampressa. Anvece l'atomo a
I'é stabil. La radiassion eméttiia a cambietia frequensa ansema a sto ragg, mentre gnanca '1 ragg éd I'atomo trova
ant j'esperiment a peul esse giustifica con la teoria classica.

L'atomo éd Bohr

I l'oma trata €d cost argoment ant la session "Eletricita e Magnetism'" - part set (pag. da 227 anans).
Si i arportoma lon ch'an anteressa adéss e i lo completoma. El modél atdomich éd Béhr a ven, oltra che da jé studi
'd Planck, édco da j'arzulta djé studi an sjé spétr atomich, basa su d'esperiment motobin precis. El modél a ven
fora giusta da la necessita éd giustifiché jé spétr d'emission e d'assurbiment. Su costi a-i ero a disposission ij travaj
éd Balmer (ant €l 1885), éd Rydberg e éd Ritz (ant €l 1905).

An efét, le righe d'emission e d'assurbiment pér l'atomo d'idrogeno a l'han frequense che a son
déscrivue da la l¢j, dita €d Rydberg - Ritz :

(1 1
V=R|—5-—
n m

andova 7, m a son antregh ¢ a1'¢ (m > n). mentre R = 3,39-10"  sec™" a1%¢ dita "costant éd Rydberg".
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Ipotesi éd Bohr pér I'atomo

Sti fait a I'han porta Bohr, ant €l 1913, a formulé soe ipotesi an sla strutura e an sél comportament éd
dl'atomo. Bohr a scheuvr che as peul trové la formola 'd Rydberg se as assum che I moment angolar éd
n'eletron, antorna a la nos, a peussa mach pijé valor dait da la costant éd Planck h moltiplica pér un

numer antregh n e dividia pér 2 7. Valadi, se as supon n'6rbita sircolat:

b
L: =yy—
pr ”2n

andova L 1'¢ 'l moment angolar dl'eletron suponend che a pércora n'orbita sircolar éd ragg », mentre p a 1'é 'l

moment linear (0 quantita 'd moviment, impuls ) e peui i dovroma 'l simbol i =——, e donca pr=nh

El rasonament éd Bohr a l'era che 1) na caria che a vira a dovria emétte 6nde eletromagnétiche con na
daita energia e un dait moment angolat. Suponoma che AE a sia l'energia che a ven eméttua ant un interval A7

second Maxwell costa energia a I'é socia al moment angolar AL second la relassion:

AE =2nv AL

andova v 1'¢ la frequensa dla radiassion. Se la pi cita quantita d'energia che a peul esse eméttia a 1'é un foton
d'energia E = hv, antlora la pi cita quantita 'd moment angolar che a peul esse eméttua as arcava sostituend ant

l'espression si dzora:

AE=hv=2xvAL vis-a-di AL =2i= fi
T

Sto discors a I'ha porta Bohr a conclude che se 1 moment angolat a peul mach cambié pér unita
antreghe éd T antlora é moment angolar total pér n'eletron éd n'atomo d'idrogeno a venta ch'a sia un multipl

antregh éd i Son alé nen propi lon ch'a capita, ma a l'era un pass anans pér capi lon ch'a sucedia.
Sempe second jipotesi éd Bohr, se l'eletron éd n'atomo d'idrogeno a pércor n'orbita sircolar, a venta

che la forsa d'atrassion a sia ugual a la forsa sentrifuga. L'energia potensial U éd n'eletron a distansa » dala nos

7 2
kZe ,andova £ al'éla costant éd Coulomb, che a val &=
r 47[ 80

aval U=—

e a soavira &, al'é la ostant

dielétrica dél veuid, ¢ a I'é la caria dl'eletron, mentre Z a 1'é él numer atomich dla nos, che da si anans i
pensoma nos dl'idrogeno, e che pér l'idrogeno a val 1. L'energia total dl'eletrom a sara l'adission dl'energia
cinética e 'd cola potensial :

2
1 ke
E==m* +U=—mr* - =
2 2 r
andova 7 al'é la massa dl'eletron e » soa velocita.
v v
L'acelerassion sentrifuga a val @ =— e la relativa forsa a val F, = »—. La forsa d'atrassion a val
r r
¥a Vs
F, =——- edoncaal'echilibri a venta che
r
2 2
my~ ke
F+F,=0 = =—
2
r r

Se i moltipoicoma ij doi mémber dl'tltima espression pér /2 as treuva che
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1, 1k

—my” =——
2 2 r
e donca i l'oma che l'enargia cinética a val la meta dél valor assolut dl'energia potensial. Dal moment che ste doe
. , . , . 1 ke
energie a I'han segn diferent, I'energia total a dventa E = i
,

Amt j'ipoTesi éd Bohr, com i l'oma vist, la transission da un livél d'energia inissial E; e un livél final

E, a capita con l'assurbiment 6 I'emission d'un foton dont la frequensa » a val

E, -E;
S
V=r—
b
I 'oma vist, an sto modél, che ij livéj d'energia discrét coma ij moment angolar, a son caraterisa da un

dait raggéd 'orbita suponua sircolar. I podoma scrive l'espression si dzora esplissitand j'energie inissial e final, e i
trovoma

11
V=—

2h reoo 7

7

Costa formula a venta che a sia compatibil con la 1¢j éd Rydberg-Ritz , e donca a venta che ij ragg
dj'orbite stabik a sio proporsionaj a numer antrégh al qyadra.. Per avej na proporsionalita dé sto tipo a basta
ipotisé che, com i l'oma vist an prindipi dj'ipotesi ed Bohr, che a sia

L=pr=mvr=n—=nh
2
Ragg ed Bohr
2
' . . N N . 1. 1 2 1 ke Pt
I T'oma vist che la relassion fra energia cinéyica e energia potensial a I'é zmv = >, mentre i 'oma
r
22
N e . . n o nh .
vist si dzora che mvr =nh . Da cost'ultima espressiom i arcacoma che » =— = 1" =—— e sostituend ¢
mr wr
moltiplicand ij doi member pér 27 il'oma:
n h? 5 n? h*
=ke” = r= 3
mr mke

e is arcordoma che costa formula as atferiss a I'atomo d'idrogeno e donca pér Z = 7 I savoma che &l livél
fondamental a1'é¢ col pér #» = 7, e donca €l ragg dl'orbita dél livél fondamental dl'energia dl'idrogeno a val

2 2

__h _Armegyh
o =dao= 2 2
mke me

Cost a 1'¢ dit "ragg éd Bohr'. Se i consideroma un livél qualonque 7, second sto modél as ved facil
che él ragg dl'orbita a arzulta 7, = 4, n*

I arcordoma che cost a 1'é €l ragg éd Bohr esprimu ant le unita dél sistena S.I. , ma sovens ant €l mond
nicroscopich as deuvro j'unita u.e.s. che a I'é edco dit €l sistema CGSes. I stoma nen a parlc dé sto sistema, ma i

1 N w?
4re, | C?

disoma mach che la costant éd Coulonb che ambelessi (sistena S.I.)i 'oma defini coma £ =

5

ant -el sistema CGSes aval £=17.
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. o . 1 &
A sto ragg éd Bohr a 1'é socia n'energia total dl'eletron , second la 1¢j ch'i 'oma vist E=—— L che
r

1 2 4
adventa £, = —E ke’ m:; =— 8;;7; 5 andova h=27h
)

11 oma ciama costa energla Ey e nen E; pérchiidisoma che, an sto modél, pér n"atomo idrogenoid

Z*E,
2
n

con numer atomich Z a val la relassion (bin facil da dimostré) E, =— e a l'é ciair che pér I'atomo
d'idrogeno i l'oma E; = Ep .

L'atomo a I'é nen bon a cambié soa energia con continuita, ma a peul mach ave¢j un dait numer dé stat
stassionari, O stat quantich. L'energia dl'atomo a 1'¢ donca quantisa ant un numer éd livéj energétich E ;. El
passagi da un livél energétich E; a un livél energétich E£; < E ;al'é socia a 'emission d'un foton hv=FE ;- E,.
A listessa manera l'assurbiment d'un foton d'energia Av a provoca 'l passagi da 1€ stat energétich E; a 1€ stat

energétich E,>FEj se hv=E ;- E;.

E, Jonisassion
0
I
i
N
| \
N \
B * \ \
AN Tersa serie (Paschen)
v, '
N Sconda serie (Balmer)
10 |1 Prima serie (Lyman)
| Livél fondamental
15

Fignra 9- Giustificassion dlé spétr dl'idrogen

L'atomo che as treuva al pi bass dij livéj a peul nen emétte energia, e donca a 1'é stabil. Costa posission
a giustifica la 1¢j empirica trova da Rydberg. Ogni atomo a I'ha un so spetr d'emission, ma pér un dait tipo

d'atomo 1€ spetr a 1'é sempe l'istéss precis.

Se i consideroma l'atomo d'idrogeno, che a I'é 'l pi sempi, i podoma artrové la l¢j éd Rydberg se i

suponoma che l'energia dij livéj possibij a sia daita da

con n=1,2, 3, ...

Pér & livél fondamental E; as treuva E, =—hR =—13,6 ¢l” (siinotoma che a peul vni comod

consideré na costant R =AR =13,6 ¢1” ). Ant I& spétr dl'idrogeno as treuva un prim grup éd righe, che a

ven da transission dai diferent livéj ecita, al livél E;.
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Bl livél che a ven subit dzora a sara 'l livél E> con valor E> = E;/4. Ant & spétr dl'idrogeno as treuva
né scond grup éd righe, che a ven da transission dai diferent livéj ecita pi aut, al livél E».

Bl livél che a ven ancora dzora a sara 'l livél E; con valor E; = E;/9. Ant 1é spétr dl'idrogeno as
treuva un ters grup €d righe, che a ven da transission dai diferent livéj ecita pi aut, al livél ;.

An figura 9 i I'oma arporta sta situassion.

Esperiment éd Franck e Hertz

A conferma dla teoria 'd Béhr a 1'é stait fait (1914), cost esperiment. As trata 'd provoché 'ecitassion
d'atomo fasendje bate contra d'eletron, e peui misuté l'energia pérdua da j'eletron, che a cotispond a cola assurbia
da j'atomo. La figura 10 a mostra €l dispositiv dla misura.
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Figura 10- - Misura 'd Franck e Hertz

Ant I'amola a-i é na sors d'eletron termojonich daita da un filament f foa da na bateria cita, e colega a
la massa dél sistema, andova a-i é colega 'dco 'l polo negativ dla bateria anodica. El filament a fa da catodo. Ant
l'amola as treuva, a na daita distansa dal catodo, un grup € doi elétrodo, dont &l prim ch'as ancontra rivand dal
catodo a I'é na grija, che com a dis €l nom a I'é na grija 'd fij condutor g che a lasso motobin dé spassi liber,
mentre le scond elétrodo a I'é n'anodo 6 placa p faita da na piastrin-a continua. La distansa fra grija e placaalé'd
I'6rdin dél milim.

Ant l'amola, andova a I'é staita gava l'aria as treuva, a bassa pression, €l gas opura 'l vapor dla sostansa
sota preuva. La bateria anodica a 1'é colega a un potensiometro dont as arcavo le doe temsion regolabij pér
l'alimentassion positiva dla gtija e dla placa.

La tension dla grija a ven tnua un poch pi auta éd cola dla placa, e sto scart a ven mantnu costant cand
as varia la tension éd grija. Con un potensial positiv an grija, j'eletron eméttu dal filament a son atira da la grija (e
da la placa). Riva a l'autéssa dla grija, j'eletron che a treuvo ij fij a son catura da la grija midema, ma na pérsentual
bin auta, con l'energia cinética che a 'han pija, a continuo a andé vers la placa, superand sensa problema 'l cit
contra-camp fra grija e placa. Costi ultim eletron a van a produve la corent misura dal micro-amperometer. 1
podoma vardé lon ch'a capita se i partoma da na tension motobin bassa (potensiometro tut a snistra), ¢ i la foma

aumenté pian pianin, misurandla con €l voltmetro deriva fra catodo e gtija.

As misura subit na cita corent. J'eletron che a seurto dal catodo a I'han na daita energia cinética genera
da la temperatura dél catodo midem. Se a-i é nen diferensa 'd potensial fra catodo e grija, j'eletron pen-a seurti a
formo na nivola negativa, mentre 'l catodo midem, avend slansa d'eletron, a dventa positiv, ¢ son a arciama
andaré j'eletron dla nivola. As Estabiliss paréj n'echilibri con na zona negativa éd catia spassial antorna al catodo.
Se peui él catodo midem a I'é un filament alimenta dirét da na bateria, antlora a capita che a sia nen tut a l'istéss
potensial. A-i é la manera 'd ten-e cont €d tuti costi efét, e pér adéss is na preocupoma nen.
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Pen-a as da a la grija un poch €d tension a comensa a passé corent, dal moment che quaidun dj'eletron
termojonich a ven atira dal camp elétrich. Aumentand costa tension la corent a aumenta, pérché a aumenta 'l
numer d'eletron catura dal camp elétrich. Costi a saran tuti j'eletron che a tivo a superé 'l pont andova as anula 'l
camp negativ prodovu da la caria spassial dj'eletron. da col pont a la grija la tension a 1'é cola misura dal

voltmetro.

J'eletron a peulo bate contra le molécole 'd vapor con urt elastich, se soa energia a riva nen a porté
n'eletron dl'atomo a un livél energétich supetior. L'energia cinética pija da l'eletron a cotispond a l'energia
potensial ¢l”, andova ¢ a I'¢ la caria dl'eletron e 17 la diferensa 'd potensial fra 'l pont éd partensa e 'l pont
andova as treuva l'eletron midem. Fin-a a cand a-i son mach d'urt elastich, tuti j'eletron che a passo la caria
spassial (che as arduv con &l chérse dla tension) a tivo al grup grija-placa con energia cinética a basta pér supeté 'l
contra-camp placa-gtija, e, gava coj che bato ant la grija midema, tuti j'autti a contribuisso a la corent misura dal

micro-amperometro.

La corent a chérs con la tension 1 fin-a a cand l'energia ¢l ant 1€ spassi davzin a la gfija a riva al valor
dél saut fra 'l prim e 1& scond livél d'energia dj'atomo 'd gas 6 'd vapor present drinta a l'amola.

A sta mira n'eletron termo-jonich a peul cede soa energia a n'eletron dl'atomo, portandlo al prim livél
superior d'energia. Ma l'eletron termo-jonich, a sta mira, a I'ha perdu tuta soa energia, e donca a I'é bele che ferm;
a tiva donca pi nen a superé 'l contra-camp fra grija e placa, ¢ a ven arciama an sla grija. An corispondensa éd
costa tension, che i disoma 17, antlora as nota che la corent €d placa a diminuiss motobin ampressa, pérche 'l
numer d'eletron che a rivo a costa energia a chérs ampressa. A sta mira i podoma calcolé 'l saut che a-i é fra 1&

stat fondamental E; e 'l prim stat ecita Ez. I 1'avroma che E, — E; =l

Aumentand ancora la tension, j'urt anelastich a comenso a capité sempe pi lontan da la grija, e dop l'urt
j'eletron a fan a temp a avej energia a basta pér rivé a la placa, donca la corent a torna a chérse, fin-a a cand

j'eletron a pijo energia a basta pér torna esse an condission d'ecité né scond atomo davzin a la gtija. Son a capita a
na tension I, cand 2 - (B2 —E/ ) =¢l 2.

La stéssa cosa a capita cand la tension a riva a un valor 5 tal che 3 - (E, —E; ) =¢175. A la fin as oten
lon che i arpresentoma an figura 11, fasend €l grafich dla corent anodica an fonsion dla tension aplica. La figura
as arferiss ai vapor éd mercuri.
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Figura 11 - Arzulta dl'esperiment éd Franck e Hertz

La posission dél prim massim a podria esse sfaussa da quaich eror sistematich, mentre as peul pijésse
pér n'indicassion pi bon-a la diferensa fra 'l prim e l€ scond massim.
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As peul €dco verifiché, con né spetroscopi, che an corispondensa al prim massim, as verifica
E, - E,
h

n'emission éd radiassion, da part dél vapor an esame, éd na radiassion con na frequensa V =

Son a conferma la teoria 'd Bohr, contut che nen tuti ij problema a sio arzolvu. A venta ancora afine e
completé la teotia, ma a ven dimostra coma l'énergla a peussa esse trasferia mach pér quantita discrete.

Efét Compton

Cost a I'é n'autr efét che a ven spiega bin mach da la teoria dij foton. As trata dla variassion éd
frequensa 'd na radiassion cand a ven spatara da un material che a conten eletron poch anlia. I consideroma un
fluss éd ragg X che a tiva su un bloch éd parafin-a. Lon ch'as osserva a 1'é arpresenta an figura 12.
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Figura 12- Efét Compton

La teoria classica a dis che l'onda che a invest n'eleron a lo buta an vibrassion, e sto eletron vibrant a
produv n'énda che donca a dovtia avej l'istéssa frequensa dl'énda incidenta. La spiegassion a ven anvece an

manera sempia da la teoria corpuscolar.

I l'oma vist che un foton as comporta coma na particola 'd massa zero, dal moment che a viagia a la
velocita dla lus, e ant la teoria dla Relativita streita i I'oma vist che se a I'ha n'energia E = /v, antlora a I'ha na
. . . S s T s _E_bv
quantita 'd moviment (che a corispond édco a I'impuls) | p| =—=—.
¢ ¢

I suponoma che 'eletron a sia ferm, e son as peul £é mersi a la grossa diferensa d'energia fra foton éd
raj X e eletron poch anlia ant la parafin-a. Ant l'urt &l foton a ven difondu ant la diression andividoa da l'angol ¢
, mentre I'eletron a ven manda ant la diression . El foton dop I'urt a l'avra n'impuls che i ciamoma p’ mentre
l'eletron a pija n'impuls che i ciamoma P".

I podoma scrive le condission éd conservassion dl'energia e dl'impuls. Prima 'd l'urt l'energia dél foton
alé E =hv =pe, mentre so impuls al'é p =hv / ¢. Per l'eletron i I'oma che I'energia a I'é cola 'd massa E = meé?,
mentre I'impuls a val zero. I podoma esprime la frequensa v an fonsion dla pulsassion @, vis-a-di @=27zv.1

, h
definima peui la costant /i =—.
2n

Energia e impuls dél foton a ven-o antlora scrivie
E=ho ; p=hk ; |k

andova i 'oma che k a 1'é &l "vetor d'onda". Da la relativita i 'oma che l'energia d'arpos Ey éd na patticola a 1'é
-\ - .. . 2 2 2 2
anlia a soa energia E e so impuls p dalarelassion E° — p°¢” = E; e donca
o’
24 2 2 24 2 2 _ 32 2 24 2
m "+ piet=ho ;o om AR =" ;o om =0 ; m =0
¢

che a dis lon ch'iI'avio supost, che la massa d'arpds dél foton a val zero.
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Dop l'urt i I'avroma che 'l foton difondu a I'avra na pulsassion @', con 7 @', e un vetor d'6nda k', che i

12 :

3 3
I'oma da determiné. Da si anans i ciamoma m la massa dl'eletron E soa energia e p so impuls. mentre che pér
él foton i esprimoma energia e impuls an termo éd @', k'

Dop l'urt, I'energia e l'impuls dl'eletron a venta che a sodisfo a la relassion E° = °

4 2172
¢+t | p| .
Pér la conservassion dl'energia a venta ch'a sia sodisfaita la condission Aw + mc” =ho' + E -mentre che

’
pér la conservassion dl'impuls la condission a I'¢ ik =#£'+ 5.1 podoma scrive 'l sistema coma si sota

ho—-ho' =E—m’
hk—hk'=p

A sta mira i podoma porté al quadra le doe equassion, moltipliché la sconda equassion pér ¢ e peui

sotrae la sconda da la prima. An costa operassion a venta ten-e cont che k& ¢ k'a son vetot, e che so dobi prodot
al'é un prodot scalat. I 'oma

( ) ( )_2712600)'=EZ+7%2£4—2E;%;2
2 E) + 2 R - 20088 = p?
e arcordand che ‘/é‘ =0
¢
—2h2(0(0'+2€2h2/é B =FE2 %32 —2Emc? _]32 2
ma O =E -’ e dona
—Emc’

ho-ho' =E—mc’

~hoo + 0k E =n

ma i ["oma scrivii che donca
E=ho-ho' +mnd
¢ donca ancora i podoma serive: —W oo +CWkE =m = mo (h(o—h(o'+mcz) vis-a-di :
2 ® 2 ’ .. .. .
h ( —¢ ——co&qu=—hmv ((0—03) dividoma pér h e i arduwvoma :
¢ ¢

h(x)())'(]—ms\y)=mcz ((D—(D')

.. .. . .. 2 ' .
Adéss i podoma 'ncora divide ij doi member pér 7¢” @®' e i otnima

hz (]—mx\u):m;m'

me oo

h 1 1
che a echival a scrive 3 (] — cos \|/) = — — — e seidovroma le longhésse d'6nda A =
me o’ (Q)

(Q)
la relassion fra le frequense dél foton incident e dél foton difondu

a la fin i otnima
, fi
A —=A=21n—(1-cos y)
mc

La longhéssa d'onda dél foton devia a dipend da l'angol éd deviassion, e j'arzultda dle misure a
corispondo an manera motobin precisa a costa teoria

La natura corpuscolar dla lus buta an evidensa an costa manera, macassia a corispond nen a la natura

corpuscolar suponua da Newton. As buta pitost an evidensa coma 'l foton a sia anlia a la frequensa dla lus, e che
la natura corpuscolar e cola ondulatoria dla lus a son nen dividibij
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Esperiment éd Young

I 'oma vist an prinsipi éd nostra ciaciarda che cost a 1'¢ I'esperiment che a 1'é servi a decide pér la
natura ondulatoria dla lus, an prinsipi dl'eutsent, e an efét I'interferensa ce as nisuea a 1'¢ bin hiustifica da la teoria

ondulatoria.

Se pero i pensoma a la jus faita da foton nen divisibij e andipendent, a ven dificil capi com a peul un
foton che a pasa da na filura, interagl con un foton chhe a passa da l'autra filura, e nen mac lon, dal moment che
se is butoma an condission ga fé passé vers le ffilure mach un foton a la vira, dop €l temp necessari, lle bande

d'interferensa as formo franch istéss.

An figura 13 i arportoma liesperiment, ma sta vira is atressoma pér capi cos a fan ij foton. El ragg che
da la sors a passa ant la prima filura, se costa a I'é stréita a basta, as propaga pér onde sircolat, che a tivo a le doe
filure dl€ scond scherm. Da ste filure le onde as propago torna an manera sircolar, e a van via con fase coerente

vers 1€ scherm buta an sél ters pian.

I 'oma, ambelessi, la possobilita éd saré un-a dle filure, e 1€ schermaegni singol foton che a riva, cosa

che as peul védde con un microscopi.

I l'oma dit che l'esperiment a l'avia dimostra che la lus as propaga pér onde Le righe d'interferensa a
I'han forta intensita andova j'énde a rivo an fase e intensita bassa (0 zero) andova j'énde a rivo an contrafase. Son
an fonsion dla diferensa dij pércors / e /. Se l'esperiment a I'é fait con mach na filura duverta, antlora a-i nen
interferensa. Con un-a dle filureb A opura B sara, as forma giusta na figura éd difrassion daré a la filura duverta.-
Se as deurbo e as saro le filure an manera éd fé passé an alternansa in foton da na paet e un foton da l'autra, as
dormo mach doe figure 'd difrassion daré dle doe filure. Se as buta un rivelator daré éd na filura pér conté ij
foton che a passo, antlora le frange as dormo nen, tant coma saré la fillura. Le frange d'interferensa as formo

mach con le doe filure duferte, contut cje ij foton a rivo mach un a la vira.

Sors luminosa Dobia filura Scherm
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Figura 13- Esperiensa 'd Young

Se pero as analiso ste frange con un microscopi i podoma védde che la lus as distribuiss nen an manera
uniforma con na variassion continua, com a fatia supon-e 'andament dl'intensita dl'6nda, ma pitdst as ossetvo éd
pontin luminos, rair ant le fasse scutre e s-ciass ant le fasse ciaire. An diferente zone dlistéssa fassa ij pontin a
I'han l'istéssa densita, contut che a sio spatara an manera che as diria casual. Ij pontin luminos osserva a son nen
diferent fra 'd lor. Tut son a suportria la teoria corpuscolar dla lus, che perd a giustifica nen ij bindéj

d'interferensa.

Con ij oton che a passo un a la vira, as nota che costi a passo sempe antrég da un-a dle doe filure e mai
da tute dor ansema, ¢ peui che €l passagi da un.a 0 l'autra dle filure a I'é nen prevedibil.

Da considerassion dé sto tipo monssu Born a 1'é riva a na formulassion probabilistica dla Mecanica

Quantistica, ma son i lo véddroma peui.

33



Interpretassion dl'esperiment con la teoria dij foton

I vardoma adéss se a-i é na manera dé spieghé I'esperiment éd Young con la teotia dij foton. Con la
teoria ondulatoria la spiegassion, com il'oma vist, a I'é imedia. Da lon ch'i 'oma dit prima, i podoma pensé che se
mach un-a dle doe filure a I'é duverta a passa na distribussion che i podoma prevédde, éd foton che a seurto da la
filura an tute le diression e a dan na daita distribussion d'intensita an slé scherm, coma indica da un-a dle righe
neire an figura 14. Duvertand le doe filure as oten nen la sempia adission dle distribussion néire (riga rossa), ma

as oten l'interferensa arpresenta da la riga bleuva.

Sors luminosa Dobia filura Scherm
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Figura 14 - Esperiensa 'd Young con un-a o doe filure

As podria pensé che doi foton che a passo da le doe filure a peusso anteragi fra 'd lor prima 'd rivé an
slé scherm, ma gnanca son a va nen bin, dal moment che i l'oma vist che pura se i foma passé un foton a la vira,
e donca cand ogni foton a 'ha nen n'autr foton da anteragije ansema, ij bindéj d'interferensa as formo franch

istéss.

Son a dis che as peul nen consideré ij foton mach coma corpuscoj, ma d'autra mira se i mandoma an
slé scherm mach pochi foton, as forma quaich pontin spatara, ma nen ij bindéj d'interferensa, gnanca motobin

sbiadi, e donca la radiassion a peul nen esse considera mach n'onda.

Ij doi aspét, com i l'oma désgia nota prima, a peulo nen esse dividu. L'idéja da svilupé a I'é che la
radiassion as comporta coma un fluss éd particole che as comporto an manera probabilistica, e 1'énda a goerna

sta probabilita.

An nostr esperiment i podoma di che se a 1'é mach duverta la filura 1, antlora la probabilita éd trové 'l

-2
foton an slé scherm a 1'é daita da ‘E 1‘ . Sto valor a 1'é¢ donca la distribussion dij foton an sle scherm e donca

dl'energia luminosa (cand ij foton a son tanti). Se as deurbo le doe figure, torna la probabilita éd trové él foton an

2
, € costa fonsion a déscriv édco ij bindéj d'interferensa.

slé scherm a sara daita da ‘EI +E,

A 1'¢é ciair che costa interpretassion a ciama un cambi 'd mentalita. An nostra espetiensa comun-a, se
doi foton a peulo nen interferi fra 'd lor, i rivoma nen a trové na spiegassion a proposit éd cosa a cambia, pér un

foton che a passa da na filura, se l'autra filura a 1'é¢ duverta opura sara.

I podoma gnanca fé 'd misure pér savéj da che filura a passa 'l foton, dal moment che, se daré a na

filura i butoma un rivelator éd foton, an pratica i saroma na filura e i cambioma tut l'esperiment.
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Ancora 'd pi tute ste considerassion a valo cand a passé da le filure a son eletron ¢ nen foton. Son i lo
véddroma dop.

Esperiment dé Stern e Gerlach

N'autr esperiment che a mostra j'eét dla quantisassion (cola ch'a I'éciama "quantisassion spassial") a lié
col dé Stern e Gerlach, ilustra an figura 15. A 1'¢ ait dovrand d'atomo d'argent, che a I'¢ un material

patamagnétich, e dona j'atomo a I'han un s6 moment nagnétich M .

Un fluss d'atomo d'argent a seurt slansa da na fornasa e a ven colima da un colimator che a lo arduv a

un fass che a viagia arlongh dl'ass y éd figura. Fl fass a traversa un camp magnétich d'indussion B che, mersi a
la forma dj'espansion polar, a I'ha un gradient an diression g trasversal al moviment dj'atomo. Costi a son donca

sogét a un potensial /' = M-B.

colimador scherm
> A || magnete M Sess. A-A
fornasa | < @
! i X
' ......un.-."l.'.'.'.'.'.'.'.'_‘_‘““
f | RRETNE y %
Atom Ag' A '| |

Figura 15- Esperiment dé Stern ¢ Gerlach
As produv un moviment éd precession éd M anrorna a la diression éd B, mentre as ésvilupa na forsa

<
0z

a dipend da l'orientament dl'atomo com a seurt da la fornasa, che a 1'é casual, e a dovria pijé con continuita tuti ij

media F, daita dal gradient del canp, e donca dél potensial, che a val F, =M _ - ., mentre la component M,

valoe da -M a +M. Son a produvtia na trassa an slé scherm slongaantorna a l'ass 3.

Anvece as treuvo mach doi deposit separa, un che a corispond a l'orientassion éd M paralél a B , e
l'autr che a corispond a l'orientassion antiparalela. Son mostra che. contut che ij mment a sio orienta an manera
casual cand j'a¢tomo a seurto da la sors, ant la misura a l'han mach doi otientament consent. Donca
jlorientament a son quantisa, ant €l sens che mach quaidun a ven trova ant la misura. La misura midema a
influensa l'arsizulta e a stabiliss la diression éd quantisassion.

J'é6nde e€d de Broglie

Ant €l 1924 monsu deBroglie a I'ha ipotisa che, paré¢j coma un foton a I'é descrivu da n'énda, pér certi
aspét, e da na particola pér d'autri, a l'istéssa manera as dovia podéj socé n'6nda a na particola an moviment, éd
massa » al'arpos. An particolar de Broglie a 'ha ipotisa che pér l'eletron, coma pér €l foton, as peussa parlé 'd

n'energia E=/v, e éd n'impuls p = x .-

Da na mira concetual a 1'é nen facil socé n'6nda a n'eletron, ma deBroglie a pensava, pt'esempi, che 'l
comportament éd 'eletron an sl'orbita d'un atomo d'idrogen a podéissa esse déscriva da n'6nda stassionaria an
sl'orbita. An efét, an sto cas, la condission che 1'énda a venta che a rispeta a I'é che an sl'6rbita a-i sia un numer
antregh éd petriodo. Se ra1'é 'l ragg éd 1'6tbita, antlora a deuv esse

nh=2mr

Ma se costa condission a 1'é vera, antlora se i provoma a sctive col ch'a dventa l'impuls dl'eletron, i
otnoma che
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né=2nr vis-a-di  pr=nh

p

e costa a 1'é propi la condission éd quantisassion éd Bohr. Donca l'ipotesi a I'é suporta an quaich manera.

Prima d'andé anans a 1'¢ méj arciamé un poch d'idéje su j'ondee eletromagnétiche ch'i I'oma vist ant la

seddion sinch paer eut éd coste nore.

Arciam an sj'‘onde eletromagnétiche

An cost capitol i vardoma éd trové na manera rason¢ivol éd socé n'onda a na particola ch'a viagia. An
efét i soma abitua a pensé nionda coma n'entita che as éspantia a 'anfinian tute le diression, e a na particola coma
n'entita che as treuva ant un pont con soa massa 7 che a resta consentrd ¢ as éspatara nen ant 1€ spassi. I
antroduvroma €ll pachet d'onde e soa velocita éd grup. Ma partoma da j'onde pian-e.

Onde pian-e

Is arferima a la figura 16, andova i l'oma arpresenta na fonsion ¥(x) che i disoma "fonsion

d'obda", an fonsion dIé spassi (is limitoma ambelessi a na sola dimension) ant un temp qualonque, Sta fonsion a
arpresenta n'onda piaan-a, vis-a-di n'onda dont ij pont con l'istessa fase a stan su pian ortogonaj a l'ass x.

lP(X) Ax

Figura 16 - Onda pian-a

2Tx 2T

e se i pensoma a n'ampiéssa unitaria: \V(X) = cos

Soa equassion a 1'é \V(X) = Acos

St'onda a viagia ant la diression positiva dl'ass x e donca, dop un temp #, a sara spostasse d'un trait

Ax Se u al'élavelocita dI€ spostament i l'oma che Ax = ##,eil'oma 'dco che la velocita # al'é 'dco daita da

la frequensa v moltiplica pér la longhéssa d'onda 4. Donca # = VA

I podoma scrive:

Y’(X,l)zmx i—n(x—Ax) = cos ib—n(x—m‘) = cos %(x—v?w‘) =cos| 2T %—vt

T
Adéss i butoma che £ = Y (nemer d"onda) e @ =27V (pulsassion) . I 'oma donca:

Y’(x,z‘)z cos (/éx - (Dz‘)

L'argoment dél cossen a I'é dit !fase", e i l'ona dit che l'onda pian-a a I'é caraterusa da ian an posission

x a fase costanta, e donca pér un qualonque x ant un dait temp # il'oma
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()]
kx —Wt=cost xzzz‘+mﬂ‘

La surfassa x = cost a fase costanta a viagia, ant la diression éd x ch'a chérs, con na velocita:

dx ®
=—=—
Atk
che ant €l veuid a val ¢ velocita dla lus., ma al post dél cossen as peul dovré la fonsion sen r an general (vardé

session sinch patt eut) il'oma
T(x,z‘) = cos (/éx - 0)1‘) + 7 sin (/éx - 0)1‘) mail omache: coso+isina=e" ¢ donca
y/(X} ZL) — €z‘(éx - (D/)

e as peul édco supon-e che &l moviment a sia vers x che a cala, e antlora, arfasend ij cont, l'equassion a dventa:
i\kx + o
SV(X, f) = kv or)

Adission d'onde pian-e
Ambelessi an anteresso d'onde che a I'ubio na longhéssa d'onda A poch diferenta. I suponsma donca

che ogni onda a I'abia na soa puksassion @ ; e un s6 numer d'onda £, con ampissa ;. I l'oma:

T(X, l‘) = z/ Aj 61.(/6]9( _m/[)
I comensoma a adissioné fra 'd lor doe onde ¥, (x,7)= Alx—ons) o ¥, (x,7)= fllrx—@0) pq figura
17 i arportoma la part real dl'equassion ¥ =¥, +'¥,
An efét, se i adissionomaa le part reaj dj'onde i l'oma P(x,t)= cos(k, x — @, t)+ cos (k, x — o, t)

P=4. el ta

nostra onda a dventa:

ma pér le formule éd prostaferresi: €0Sp + cosq =2 cos c

T(X;l‘):2ms (/é1x_(1)1f);(,ézx_m2 f).m‘f(/épX'—(D[ l);(/ézx—cozz‘)

[ S G | B [ o = ()

0, — 0,

El prim fator dop él 2 a I'¢ 'ampiéssa A che a varia con na pulsassion 2 fra-1 e 1,
mentre 1€ scond fator a I'é 'onda con pulsassion média fra le doe éd partensa.

L'ampiéssa
A =2 cos (lé] _ézjx—(wl _(’)zjt
2 2

anlup éd 'onda, as ésposta 'deo chila vers driya con na velocita éd grup v, che a val:

Ao o, — o,
) =— = —
CAR Kk -k,
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‘P(x,z‘)

|
U U h N

Figura 17 - Adission d'onde e velocita éd grup

Onde stassionarie
Se i consideroma doe onde che al'abio £=£k, =—£k, ¢ ©®=®, =, , vis-a-di istessa frequensa e

numer d'onda opost, ¢ j'adissionoma, i otnoma l'equassion d'onda
T(X, ZL) — ei(éx—ml) + ei(—kx—wt) — ei(kx—ml) + e—i(kx+wt) — (el'/x + g—i/x).e—l'wl
e se 1 arcordoma 'espression esponensial dle fonsion trigonométriche, i podoma scrive
S”(x, t) = 205 kx -(mf Ot — 7 sin (Dt)

‘I"(x,z‘)

)
NAVAVAVAV/

Figura 18 . Onda stassioniria

Donca il'ona él prodot éd doe fonsion, dont la prima a dipend mach da x e la sconda a dipend mach
da #, La ptima part a da 'ampiéssa dl'onda an fonsion dla posission, e ant ij pont &x =7/2,37/2,... a val sempe
zero. Ij neu dl'osslsddion a dipendo nen dak temp. La part real dla sconda fonsion a va da -1 a 1 con la
pulsassiom @ . A-i é donca nen niéspostament orisontal dl.onda arlongh I'ass x ma mach na vibrassion an

vertical dij pot che a son nen neu,. Son a I'é arpresentu an figura 18.

Pachet d'onde

La dzorposission d'anfin'e onde ant un camp streit éd frequense con spetr continuo) a da origin a un
pachet d'onde, che a pija la forma aprossima an figura 19, andova a son staite adissiona 30 onde con frequensa da
f-0,038f finaa f+ 0,038 f, fasend an manera che j'onde a fusso tute an fase ant €l pont origin ant €l disegn éd
fifura Con mach coste onde a continuo a essie d'ondulassion lontan da l'origin, cosa che a capita nen con né

spétr continuo.
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‘P(X,l)

AM/\/\/\VAVAVA\ X
i

Figura 19 - Pachet d'onde

Sempe restand ant na sola dimension i podoma donca arpresenté él pachet d'onda ¥(x,#) cona:
¥ (x,t)= I f(/é')ei(klx 9 andova f(&)= A£)e ™) ¢ donva ¥(x,7)= I A(/é')ei(/e’%m’f +a)
andova A(/é’) a I'é definia antorna a in valor £ ant un domini D che a l'ha n'estension A4 . A sta mira i
if

cianona (¢ =4 x —®'7+ o la variabil éd fase. Se él fator éd fase ¢'® a ossila vaire vire ant él domini D ,

antlora l'integralb a dventa trascurabil, mentre €l contribu pi gross a 1'é dait da na fase ¢ qiaai costanta, donca

{ do’ da]
=l x——r+t— =0
K=k d/é d/é K =FkE =k

Costa condission a definiss édco €l pont x andova la fonsion ‘P(x,l) a1'ha so valor massim, che a1'é

cand

¢
Ak

donca dait da:

do do

dk dk

1

x
andova le deriva a son faite rispéta &' calcola ant €l pont £.

Pér valuté la larghéssa Ax dél pachet i consideroma che se ¢ a fa pi che n'ossilassion amt lionterva

D antlora l'integtal a tira a anulésse. Antlora i podoma buté la condission:

Ad = Ak ) <1
dk
. . __do a .
e se esplissitoma A@ e peui i arcordoma che X @ —# — — i otnoma:
dk dk
d do' d
7Y N L NP
dk dk dk
N 1
e dasiasarcavache Ax = |x - x| <—
Ak
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Son a dis che as peul fesse un pachet dionde con n'estension limita Ax, dzorponend onde pian-e con
numer dionda compreis ant un interval Ak, antorna a un valor 4. Pi €l pachet a I'é localisa e pi gross a venta

ch'a sia l'interval A& dij numer d'onda dovra. I notoma che -el pont éd massim x dél pachet as bogia con na

velocita
dx  do
y =—=—
Sodr o de

che a I'¢ dita "velocita éd grup" (con mach doe onde i l'avio trova v, = Aw/Ak)-
Se adéss arpojoma le posission éd monsu deBroglie pér j'onde 'd materia pér l'energia E=/v=hw,e¢

pér n'impuls p = % =hk.

Se ant I'espression éd vg i moltiplicoma numerator ¢ denominator pér 7 il'oma che v, =— ei
dp
podoma verifiché che costa a corispond a la velocita éd na particola tant ant €l cas nen relativistich coma ant €l
cas relativistich. Pér €l cas nen relativistich i l'oma:

dE_d( p°) p
) =—=——| —
Codp dp\2m) m
Pér ¢l cas relativistich i armndom a l'ultima part dla prima session éd coste note e da la i arportoma che

l'energia €d na particola con massa a l'arpos ugual a 79 e con na velocita » aval aval E=m,Y¢" andova

- _ P -
7 mentreil'oma p=m,Yyv .Donca, sensa fé tuti ij passagi:

2 2
dE  pe”  myyve
) =—=———=—2=
2 2
dp E my Y ¢
Contut son, l'arpresentassion dla particola con un pachet d'onde a 1'¢ da pijécon le mole, dal moment

che €l pachet a tira ampressa a disperdse.

I notoma che se i voroma localisé bin &l pachet i I'oma da manca éd tante onde ¢ donca a
aumental'incertéssa an sl'impuls. Con na sola onda pian-a i 'oma un precus impuls ma i savoma gnente an ska

posission dla particola.

Esperiment éd Davisson e Germer
Pér verifiché l'ipotesi éd deBroglie ij monsu Davisson e Germer, ant €l 1927, a I'han fait n'esperiment
éd difrassion, fenomeno che a capita con j'énde eletro-magnétiche e che, se dabon j'eletron a l'han

comportament édco ondulatori, a deuv capité 'dco con j'eletron.

Mandand un fass éd ragg X a un dait angol su na surfassa d'un material cristalin, an sto cas €l nichel,
cost a ven-o devia a dait angoj che a dipendo da la frequensa dla radiassion e, natural, dal reticol cristalin.
Sostituend &l fass éd ragg X con un fass d'eletron, ij doi arsercador a 'han podu stabili che la difrassion a capita a
l'istéssa manera. Da le frange 'd difrassion a I'han podu calcolé la longhéssa d'6nda éd "/'dnda " dj'eletron, e a 'han

podu trové propi A = —, andova p a I'¢ ' moment dj'eletron calcola an base a la tension d'acelerassion, e donca
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conossu. Son a dimostrava l'esistensa pér dabon dj' 6nde 'd deBroglie. (Noi i l'oma désgia acena che 'dco
l'esperiment éd Young, fait con eletron, a conferma costa ipotesi).

I stoma nen, ambelessi a intré ant ij particolar dla misura.

Esperiment éd Young con j'eletron

I I'oma désgia acena prima che l'esperiment éd Young a fonsion-a 'dco se a I'é fait con d'eletron. Si i
vardoma cos a capita se i consideroma n'6nda dél tipo 'd cola ch'i 'oma vist, ancora sensa pensé a j'eletron che a

la produvo. An serv giusta savej che se j'eletron a son acelera da un potensial 17 a 'avran un moment

p=~N2mel”

L'6nda 'd deBroglie a riva coma n'énda pian-a an sle doe filure, che a dvento sors d'énde coerente
silindriche, e su coste i foma j'istésse considerassion ch'i 'oma fait an sj'onde luminose. An efét i consideroma,
che an slé scherm, ant ogni pont, a rivo doi ragg, un pér filura, e i adissionoma j'ampiésse pér conosse l'ampiéssa
dla radiassion che a riva an slé scherm. Sensa arportéla ambelessi, is arferima sempe a figura 1.

Da la prima filura I; al pont P a l'autéssa x an slé scherm S, a-i é la distansa s, ¢ se N al'é na
costant, 'ampiéssa dl'énda che a tiva da sta filura a val:

[ ps—Et
Vi (X; f)ZNej(/g"“”) :Nel(p n j

An sl'istéss pont P I'ampiéssa che a riva da la filura Iz a val (i l'oma indica con r la distansa e nen con ¢
pér nen confondla con el temp):

( pr—Et
Vi, (X;f)ZNe[(kr"“”):Nel(p n }

I podoma gionté le doe ampiésse pér avej l'ampiéssa an sé€l pont P an costion. Svilupand ij cont (cosa
che si i foma nen) i l'oma:

i 2lmed = E1
\II(X,Z‘):\I/FI(X,l‘)'i'\lfp;(X,l‘):ZNe( g )-ms p22/

. ST S+ . . PRI
andova i l'oma indica /, , = e A/ =r—ys.1 osservoma peui che se la distansa D a 1'é bin pi grossa dla

med

distansa d fra le filure, i podoma sctive, con bon-a aprossimassion, che A/ =8 =d-sin @ (i soma sempe arfeti a

figura 1). L'intensita éd n'6nda a I'é proporsional al quadra dl'ampiéssa, e se 'ampiéssa a I'é complessa, coma an

sto cas, l'intensita a 1'é proporsional al quadra dél modulo. Se donca I al'é l'intensita, i podoma sctive che

Locyy*

e pér nostre onde i l'avroma

2| pd sin@

I
(x) o« cos o

I l'oma dovra la notassion  * per indiché la fonsion complessa coniuga dla fonsion y . Se la cosa, pér

quaich letor, a fussa nen ciaira, i armandom al capitol ch'a ven ("nossion matenatiche da ten-e present") pét

ba ciaciarada an orioOsit.

Adéss i podoma arpijé 'l discors dj'eletron. L'intensita d'un fluss as aplica 'dco a un fluss d'eletron, e
nen mach a d'énde. An efét l'intensita a I'é 'energia che a passa travers l'unita 'd surfassa ant l'unita éd temp.

Adéss i podoma ciamé N(x) &l numer d'eletron che a tivo ant l'unita 'd temp an 's l'unita 'd surfassa e arcordésse
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2

che ogni eletron a l'ha n'energia socia che a val E =;; . L'intensita socia a j'eletron a 1€ donca
m

2

I(x)zN(x)Zp—m

o pdsing

\ .. . . ~ ’ *
Second la teoria éd deBroglie i dovrio spetésse che N (X)OC\V\V oC cos se as conto

j'eletron che a rivo ant le diferente posission x an slé scherm, as peul védde che la teoria éd deBroglie a 1'¢

conferma.

A sta mira i 'oma vist che pér giustifiché j'esperiment a venta consideré che I'energia a ven assurbia e
emettua pér quantita discréte, che j'eletron antorna a I'atomo a I'han stat d'energia discreta con precis livej, ¢ a
peulo nen passé da né stat a l'autr se nen eméttend o arséivend ant un sol at l'energia necessaria al saut. El
moment angolar dj'eletron antorna a n'atomo a I'é quantisa, con precis valor possibij. I 'oma vist che la lus as
propaga pér foton che as comporto coma particole, dont l'energia a 1'é anlia a soa frequensa da la costant éd
Planck. A la fin i I'oma vist che 'dco le particole as comporto coma ij foton, con na frequensa socia che a dipend

da soa energia, con relassion istésse a cole dij foton.

Interpretassion eéd Born

I suponoma che an total a-i sio IN,, eletron che a passo le filure ogni second. Is ciamoma che

probabilita a I'ha un éd costi eletron éd rivé an 's na surfassa A4 dlé scherm ant l'anviron dél pont x. Se i

N(x)AA

suponoma che ogni eletron a viagia an manera indipendenta, sta probabilita a 1'é daita da: Ma

tot

n'eletron che a viagia a na velocita », pér rivé an sla surfassa A4 a venta che, ant un temp che ava da #a # + At

as troveissa ant un cit volum anans a la surfassa dait da A" =AA - vA?.

Donca i podoma di che la probabilita che n'eletron a riva an 's la surfassa A4 ant un temp Az a I'é istéssa a la
probabilita che a un dait temp 7# l'eletron as treuva ant €l volumet A1/

I ciamoma Py~ la probabilita che l'eletron, al temp 7 a sia ant €l volum Al e i podoma sctive:

_ N(x)AA 1

N At =——N(x)AV" ¢ donca P[,OC\V(X,f)\II*(X,f)AV

P,
v N

tot tot

As peul sempe trové na solussion tala che P, = \II(X, f)w*(x, z‘)AV , mersi a la linearita dl'equassion

dl'énda. Donca i podoma di, second l'interpretassion éd Born, che:

Se la fonsion d'6nda socia con l'eletron aI'é y (x; 3, 3, #), la probabilita P~ éd trové l'eletron and un cit

volumet Al antorna al pont (x; y, 3) a 1'é daita da

P(x, v, 2)=v"(x,y, z, t)y(x, y, z, t)AV

Se peui n'eletron a-i é, antlora la probabilita che da quaich patt as treuva a val 1. Donca as peul scrive

'dco na condission éd normalisassion che a arzulta:

[wle, 2,2 1)l gz 1) ddydz =1

El fait che sta probabilita a dipenda dal quadra dla fonsion d'énda a I'¢ 'dco giustifica dal fait che sta
probabilita a venta ch'a sia un numer real. As peul noté na corispondensa fra probabilita e intensita dél camp
elétrich. La distribussion dle probabilita a 1'é responsabil dle frange 'd difrassion con j'eletron, pat¢j coma
l'intensita dél camp a provoca la difrassion con la lus. L'intensita dél camp a 1'é propotrsional al quadra dél camp
elétrich, parej coma la probabilita a I'é¢ proporsional al quadra dla fonsion d'énda.
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Interpretassion éd Copenagen

I 'oma vist l'interpretassion probabilistica second Born, e si i giontoma un concét dove a Heisemberg,
che a dis che la fonsion d'onda a porta tuta l'informassion an slé stat éd moviment éd na particola, e che

n'osservassion n sto moviment a fo "colassé " sto stat ant n'outr ésrar.

A sto proposit i podoma torna consideré l'rsperiment dlé doe filure. Se 1 moviment dla particola a 1'é

descrivii da la fonsion d'onda ¥, antlora i I'oma che la densita éd probabilita P(x) éd trovélaan x a sara daota
2 *
da P(X) = |SU| =YY% . Disoma peui che na particola che a passa da ja filura A a1'¢ desrivua da la fonsion

d'onda ¥, e che la particola che a passa da la filura B a1'¢ desrivua da la fonsion d'onda ¥,

Dal moment che la particola a passa 0 d na part 6 d l'autra sensa dividse, a venta che a sia

()=, () + ().

Se i saroma la filura B, con A duverta, la fonsion ¥ a colassa ant la fonsion %, e la densita 'd
probabilita a dventa P, (X) = |SVA|2 =¥, ¥

Se i saroma la filura A , con B duverta, la fonsion ¥ a colassa ant la fonsion W5 e la densita 'd
probabilita a dventa P, (X) = |SVB|2 =¥, ¥

Se i saroma an alternansala filura 4 , con B duverta, e la filura B com .4 duvertapér neta e meta dél

teme la fonsion ¥ a colassa ant la fonsion Wy e ant la onsion W ; an alternansa e ant la fonsion e la densita 'd
EETURN 2 2 * *
probabilita a dventa PA(X)+PB(X)=|5”A| +|YJB| =¥, ¥, +¥, ¥,

Se le filure A e B a son sempe duverte tute doe, antlora la fonsion d'onda a val

Y’(x) =¥, (x) + ¥, (5) ela densita 'd pronanilita a sara

P(x)=[P (<) =, + B[ =l + 2] + ¥, %, + 7, ¥,
andova a-i son doi termo d'interferensa.

Se le filure A e B a son tute doe duverte, ma i butoma un rivelator daré a la filura _4, la fonsion

d'onda ¥, aven modiica an manera casual da la misura e ij termo d'interferensa a sparisso. A-i é un colass éd

costa fonsion vers stat nen conossu. La misura midema a distruv l'esperiment.

Tit don a fa part éd cola che a 1'¢ dita "interpretassion éd Copenagen ",. St'interpretassion a 1'é 'ncora
an discussion, ma a fonsion-a pér lon ch'an setv.

A proposit ed trajetoria
I arpijoma quaicos che i 'oma acena prima, e i continuoma a consideré I'esperiment dle doe filure, fait
con d'eletron. I I'oma gia vist pér ij foton un comportament pitost drolo, che a I'ha portane a conclude che j'aspét

ondulatori e coj corpuscolar dij foton a son nen separabij.

Ambelessi, petd, da na mira concetual le cose a son pi complica, dal moment che i savoma che l'eletron
a1'é na particola con na massa e na dimension che a son staite an quaich manera misura, mentre 'l comportament

a smija propi istéss a col dij foton.

An efét, pér €l foton, a 1'é pi facil anmaginé un comportament dobi, mentre a ven da ciamésse (la
domanda a 1'¢ drola, lo sai) che fin a fa la massa dl'eletron mentre l'eletron as comporta da énda? As Espatara
coma un front d'énda? (as diria propi che 'd no). I soma abitua a pensé che n'énda a peussa propaghésse un poch
da's pér tut, contut che peui €l foton a riva ant un pont precis, ma che na particola che a va da un post a l'autr a
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deubia passe ant na serie 'd dait pont che, buta un dop l'autr, a faso na linia che i podoma consideré coma
"trajetoria”.

Se is butoma an condission éd podej osservé costa trajetoria, e i rivoma a félo, i podoma da bon stabili
che n'eletron a 1'é passa da la prima opura da la sconda filura, ma a listéss temp a spariss €l fenomeno
dl'interferensa (as diria che l'eletron "a 1'¢ ofendusse"), pérché nostra misura a ven altera an manera completa. Pér
avej l'informassion dél passagi a venta che i anteragisso con l'eletron (che a venta almanch ch'a fasa devié un
foton) e lon a basta a déstruve la misura. I 'oma gnun-e manere éd pod¢j di che l'eletron a I'ha na trajetotia an

cost esperiment.
A venta cambié manera 'd pensé, e son a I'ha fait tribulé ij fisich dél prinsipi dél neuvsent.

I notoma subit che i soma stait obliga a déscrive j'arzulta dla misura dle doe filure con éd fonsion che a
dan la probabilita éd trové l'eletron ant un dait post. Costa probabilita a I'ha un carater diferent da cola che i
dovroma, ptr'esempi, ant la teoria cinética dij gas, andova la necessita éd na déscrission probabilistica a ven da
l'impossibilita éd conosse e ten-e cont dla situassion dinamica e le condission inissiaj éd milanta miliard éd

particole.

Ambelessi i termo dla situassion a son pochi e conossu, ¢ la nostra a 1'é na probabilita teorisa. A ven
dal fait che as dimostra (e i lo foma si dapréss un poch pi anans) coma a sia nen possibil conosse an manera
deterministica precisa la situassion. Donca a 1'é nen ch'i soma nen bona félo , ma a 1'é ch'as peul nen fésse.
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Nossion matematiche da ten-e present

Prima d'intré ant la Mecanica Quantistica a conven pijé an considerassion coj concét che a peulo vni a
taj relativ ai numer compléss, a j€ spassi a un numer qualonque éd dimension, fina a I'anfini. andova a son defini
vetor e fonsio complésse. I parloma éd prodot intern e d'operator. An sto capitol i vardoma ij concét prinsipaj e
le definission, e i androma pi ant I'ancreus se e cand a saro necessari. I giontoma donca quaicos éd pi spessifich
rispét a lon ch'i 'oma désgia vist ant la session dedica a j' Utiss matematich pér la Fisica Sperimental, dont i
arpetoma 'dco quaicos.

I numer compléss
I I'oma gia parla 'd costi numer ant la session dj' Utiss matematich. I I'oma vist che un numer compléss
¢ al'él'adission d'un nume real e un numer anmaginari e a peul esse anmagina coma arpresenta da un pont an

s'un pian, dont la coordina x a indica la part real 4, mentre la coordina y a indica la part anmaginaria b. La part
anmaginaria a 1'é cola moltiplica pér l'unita anmaginaria /=+/—1. I l'oma vist ant la session cita 'l significa éd

costa unita. Ant lon ch'i disoma si is atferima a la figura 20.

I arportoma le proprieta dl'uniti imaginaria, che a derivo da soa definission. I1'oma che:

PE Y Y T O S S S P

Un numer compléss a sara donca scrit coma ¢=a+7b. As dis compless coniuga c* d'un numer
compléss ¢ , €l numer ch'as oten cambiand €l segn dla part imaginaria. Vis a di che all i b a I'¢ compléss
coniuga dél numer all ib.

Un numer compléss, anmagina coma un pont an sel pian ch'i 'oma dit, a 1'é caraterisa da soa distansa
dal pont origin dél pian. Se as considera 'l numer compléss com un vetor an doe dimension, dont le component a
son soa part real e soa part imaginaria, as dis "modul " dél numer compléss || la longhéssa dé sto vetor.

Donca i I'avroma

2

|c|: a’ +b?

a8s imaoinari

th--F-====---3 == Numer compléss

ass real

- _ Compléss coniuga
—1

Figura 20 - Arpresentassion dij namer conpléss

ma se 1 moltiplicoma fra 'd lor un numer compléss e so coniuga i l'avroma

c‘c*=(a+ib)(a—i/7)=[a2 —(ib)2]=(az +b2)=|c|2 e donca |c|=\/m
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Se i clamoma «a l'angol che 'l vetor-numer compléss a fa con l'ass dij numer reaj i I'oma 'dco le
relassion che a ven-o motobin a taj:

a=|f|cosa ; /7=|f|sina ; £=|£|(cosa+z'sina)

ma il'oma vist an parland éd série ant la session dj' Utiss matematich, che se i svilupoma an série 'd potense la

fonsion cosa e la fonsion sina, e i adissionoma le série dop avej moltiplica la sconda pér 7, 1 otnima 1€ svilup an

série 'd potense dla fonsion ¢’ . Vis-a-di che i I'oma:
cosa +isina=e¢'“ e donca i l'oma ¢ :|6‘|€Za

ese a al'élapartreal e b la part imaginaria i I'avroma che a val la relssion tana =—
a

Qualonque numer éd modulo unitari (|¢| = 7) a I'é arpresenta da ¢'“, cand & a varia da 0 a 2

Antlora, pér a=0—¢'% =1,pér a=n/2—>¢'% =i, pét a=m—e'%=-1,pét a=37/2—>¢%=-i

J'operssion che as fan con ij numer compléss a son arpresenta si sota.

(a+ib)+(c+id)=(a+c)+i(b+d)
r-(a+ib):ra+irb
(a+ib)-(c+id)=(ac—bd)+ilad +bc)
(a+ib) a b

=—+i—
r r

-
a+ib a+ib)lc—id) ac+bd . bc—ad
(a+ib) _(a+ib)(c—id) _ o
(c+id) (c+id)-(c—id) A +d* P +d?

I notoma 'dco che 'l compléss coniuga dél prodot éd doi numer compléss a echival al prodot dij
compléss coniuga. Vis-a-di, se A4 e B a son doi numer compléss i 'oma: (A-B)*= A4*-B*. An efétil'oma:

(a+ib)'(c+id)=(ac—bd)+i(ad+bc) dont &l compléss coniuga a 1'é (ac—bd)—i(ad+bc)
(a—ib)-(c—id)z(ac—bd)+i(—ad—bc)=(ac—bd)—i(ad+bc)

La notassion esponensial

I 'oma vist che un numer compléss a peul esse arpresenta da n'esponensial compléss, ¢ a val la

relassion, motobin amportanta, ¢'* =cosa + isina mentre che pér esponensial negativ ¢ ' =cosa —isina, e

son pérche i l'oma che cs (—a) = cos @, mentre sin (—at) = —sin a.
Da son a arzulta che se un numer compléss ¢ a val ¢ = |c|ela = |:|(cosa +isina), so compléss coniuga

N —7 .. . , N * .
asara ¢ =|€|€ e =|:|(cosa—zs1na). Se i provoma a calcolé 'l modul |€|:\,€ ¢ il'avroma:

el @ el =|e e <|e[Je® =[e[ VT =

J'operassion faite an sto format a son pitdst imedia e, se ¢ a '¢ c=re’%c dal'é d=s'? i podoma

scrivije:

L S O Y N CEV) IS R )

c
¢ rd% d s

I 'oma vist che ¢'* =cosa +isina e che ¢'% =cosa —isina. Da coste doe espression i podoma

scrive che ¢’% +¢'% =2cosa mentre ¢/% —¢ % =2/sina. Da sonil'oma che:
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1{: » 14 .
cosa=—(em +e Z0[) ; sina=—(em —e Za)
2 27

Da 'ndova a ven costa notassion
Giusta pér arciamé 1on ch'i l'oma gia dit ant la session "utiss matematich" part set, a proposit éd série,

i consideroma 1€ svilup an série 'd potense dle fonsion X ; cosx ; sinx:

Ch'a sia g =x + /-y nostra variabil complessa:

2 3 4 n
z z z z . e e
ez=1+z+5+—+—+--~+—+--~ ;e inotomache e "7 =¢ "

3l 4 nl

Ma se adéss i scrivoma 1€ svilup dla fonsion € 7 iloma:

2 2 3 3 4 4 5 5
AP SRR S
2l 3l 4l 5!

. [
6‘1]:1+1"_)/+

Arcordand che le potense pari dla 7 a valo —7, nostra série 'd partensa a arzulta faita da doe série 'd
termo che a son antércala e che i podoma cheuje an manera separa. I otnoma 16n ch'i arportoma si sota

‘ 2 4 6 3 5 7
0 Y A N IR N A A i

2! 4] 6! 3! 51 7!

Antlora a arzulta, arcordand j'arzulta djé svilup dle fonsion éd cossen e sen, che :

et = Jeos () + i-sin ()]

dal moment che le doe série indica a son nen d'autr che jé svilup an série 'd potense éd cos y ¢ éd sin y.

Complessa coniuga d'un numer e 'd na fonsion

I l'oma gia dit cos a I'é €l compléss coniuga d'un nmer compléss e il'ona 'dco gia dovralo. Anbelessi i
vardoma giusta quaich proprieta dl'operassiom che a fa passé da ¢ a ¢* e che a 1'é na fonsion ant €l camp C dij
numer compléss. I l'oma che:

e (¢*)*=r¢ ecostaal'é banal dal moment che as cambia doe vire l'istéss segn.

* *

. , . N . N * * * k .
e la fonsion a I'é bi-univoca e a valo le proprieta (61 + 52) =¢ +ey ([1 62) =¢y ¢y, as trara donca éd
n'isomorfism.-

* . .
, N , . Ve c+c a+ib+a—ib 2a
e la part real d'un numer compléss ¢ =a +7b al'é daita da 4 = = 5 :?:a mentre soa

—¢ _a+ib—a+ib _2ib _
2 2

ib

. coa L o1s: . ¢
part imaginaria al'é daitada 7/ =
*

1
e sec#(0 antlora (—j =—

¢ ¢
e ilomache c=¢ se, e mach se, ¢ al'é real, vis-a-di ¢ € R
o sec=—c antlora ¢ al'é n'imaginari pur, vis-a-di ¢ €/R
Parland éd notassion esponensial i l'oma vist d'edempied fonsion complésse. A 1'é ciair che se ant na
fonsion as treuva l'unita imaginaria i , as trata éd na fonsion compléssa.
La fonsion compléssa coniuga éd na fonsion as oten sempe a l'istessa manera éd com as fa él compléss

coniuga d'un numer compléss, cambiand el segn a j'unita anmaginarie.
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A 1'¢é adiritura banal che la compléeea coniiuga éd na fonsiom real a coincid con la fonsion midema.

Pr'esempi, se i consideroma la fonsion ¥ = ST = '[COS ()/)+ Z-sin ()/)], soa fosion
compléssa coniugd a sara P~ = TN = [cos (y) —-sin ()/)]
Se i calcoloma &l prodot W*-¥ i lavroma che W*-W=¢"""7.""V=2% opura 'dco
L [cos(y)—z'~sin(y)]-[cos(y)+ z'-sin(y)]= 2 (c052 y +icos ysiny —icos ysin y+ sinzj/)= 2
L'istéss a val pér un vetor a # component: s compléss coniuga a 1'é €l vetor che a I'ha coma dgni soa
component la compléssa coniuga dla corispondenta component del vetor €d partensa.

Fonsion inteise cona vetor

N'id¢ja che a ven a taj an Mecanica Quantistica a 1'é che na fonsion a peul esse trata com un vetor che a
1'abia un numer anfini éd dimension.

As costuma, ant 1€ spassi a doe 0 tre dimension, arpresenté un vetor con na flecia, che a I'ha doe o tre
projession an sj'ass, che a son soe component. I podoma arpresenté nostr vetor con un diagrama su doi ass dont
j'assisse a porto l'indes dla component, e j'ordina €l relativ valor. Na manera par¢j d'arpresenté ij vetor a ven a taj,
an particolar, cand as trata éd vetor an 7 dinension, com i arpresentoma an figura 21.

Man man che i aumentoma &l n+mer dle dimension, €l profil éd nostr digrama a smija sempe €d pi a
l'arpresentassion éd na fonsion An efét, a l'istessa manera i podoma pensé €l diagrama éd na fonsion f{x) coma
col ilustru an figura 22 cona col d'un vetor ant né spassi a infinie dimension, che an manera continua a quato tut
¢l camp éd definission dla fonsion midema, che a peul ess 'dco anfini. La coordina x a fa da indes dla dimension
e €l cotispondent valor f{x) a I'é €l valor dla relativa "component"” dél vetor

Valor Valor

X Xy indes 1 2 n indes
Figura 21 - Arpresentassion éd vetor a 3 ran n dimension

fx) = valordla component x

lx = valor dlindes '|

Figura 22 - Fonsion coma vetor

Sta manera éd pensé la fonsion a pérmet d'estende a le fonsion quaich proprieta dij vetor, I podoma,

'

pt'esempi, parlé éd fonsion ortogonaj fra 'd lor e "ndérma " éd na fonsion, concét che a sostituiss la longhessa

d'un vetor, na son i lo véddroma pi tard.

Se as trata ed na fonsion continua definia bele nach su n'interva da xa a xb as trara macass'a
n'anfinita conyinua éd coordima. ¢a fondiom a peul edco da —o0a  +o0-
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A venta arcordésse che, contut che le dimension a sio anfinie, ant l-e spassi a anfinie dimennsion ch'i
l'oma diyla fonsion a arpresenta sempe un pont. Son i lo véddroma méj dop.

NEé spassi vetorial, €d coj che an anteresso ambelessi, a 1'é n'entita motobin pi general éd lon chii 'oma
vist ant la session dj'utiss matamatich éd coste note.

I partoma disend che né spassi vetorial genérich 1] rispét al camp éscalar dij reaj R, o dij compléss C
(ciamand sto camp K &d solit as comprendo ste doe possibilita) a 1'é n'ansema d'ogét 6 element che a son ciama
"vetor", andova a son definie doe operassion ant la manera si daptéss. J'ogét matematich a peulo esse reaj o
compléss, e 1 stoma nen a spessifichéje ambelessi, bastamach che a sodisfo le condission si sota. I ciamoma

donca K ¢él camp djé scalar , Donca ant l'ansema 17 a son definie j'operassion:

e Adission + tala che I'adission éd doi element éd I al'é n'element éd 1.
e Moltiplicassion pér né scalar * talachese £€K e »el” antlora (/é *v) el”

Oltra a son a venta che la strutura (V , +) a sia un grup abelian, vis-a-di che a venta che - 7) - a-i sia
l'element neutr Oy~ rispét a I'adission, e donca che pér ogni element » éd 17 asiache Oy +v =v.-2)- pér

ogni element » éd 17 a esista I'element invers 7 rispét a l'adission tal che »+ 7 =0, - 3) - a val la proprieta
associativa pér l'adission, e donca se #,»,w €/ antlora (% + v) +w=u+ (v + w) - 4) - a val la proprieto

comutativa pér l'adission, e doncase #,v€l” antlora #+v=v+u.

e A valla proprieta distributiva fra * e +,doncase v,wel” e k€K antlora k*(p+w)=/é*v+/é*w
e'dcose vel” e hkeK antlora (/9+/éz)*y=b*v+/é*v

e Se 7k alél'element neutr pér la moltiplicassion an K, vis-a-d' che pér ogmi £€ K avalche 1g*k=4k,
antlora a venta 'dco che a vala che pér 6gni vel” avalache 1g*r=v-
I motoma che j'operassion definie a peulo esse diferente da cole che as fan an aritmética, bastamach
che a sodisfo le condission daite.

Vetor ant lé spassi R"

I tornoma un moment ai vetor ch'l 'oma vist amt la session dj'utiss matemarich, ant né spassi R’ ,
andova a 1'é definia na trien-a cartesian-a ortogonal, e i pensoma a vetor nen aplica, arpresenta dal vetor
echipolent aplica a l'oti'gin. I podoma di an sto cas, che nostri vetor a son trien-e ordina éd numer. Costi numer a

arpresento le coordina dél pont andova a finiss la flecia che a patrt da l'origin e che a arpresenta &l vetor.

Son a supon che a-i sio tre diression definie, che a son ij versor 7 j, £ &d j'ass cartesian x;, y, . Se la
trien-a 'd numer al'é g, 4, ¢, antlora €l vetor, che i disoma 7, a peul esse arpresenta coma:

v=ai+bj+ck
A T¢ ciair che g, b, ¢, a son le longhesse dle projession ortogonaj dél vetor 7 an sj'ass cartesian e a son

le component dél vetor.e a localiso un pontr ant l-e spassi f'sich a tre dimension che i conossoma per esperiensa
e ch'i soma bon a arpresenté an maners graafica.

I versor a son sempe vetor e donca a peulo esse arpresenta 'dco lor coma trien-e 'd nuner, intéis coma
valor dle component. Donca

i=(1,0,0) ; 7=(0,1,0) ; £=(0,0,1)

I notoma che sti tre versor a son na particolar "base" ant 1€ spassi R’ che a I'¢ dita la "base canonica",
e che a I'¢ suponua coma nase cand costa a 1'é¢ nen spessifica, ma qualonque trien-a éd vetor linearment
andipendent a peul fé da base dlé spassi R? . A I'é ciair che I'ansema dij vetor pér esse spessifica a ciama che a si
spessifica soa bse.
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Na prima estension che i podoma fé a I'é €l supon--e che j' ogét che a formo ij vetor dl'amsema " a sio
pi nen trien-e ma enupoe 'd numer, coma pt'esempi sinchen-e a. b. ¢. d. ¢, 1 soma pi nen bon a imaginé, e donca

a disegné un vetor parej coma na flecia.

Macassia a ven natural pensé che costi numer a sio le misure dle compnent d'un vetor ant né spassia »
dimension R (an sto cas R’ ), component arferie a na sinchen-a éd vetor unitari €,&,,83,€,,&5 (base

canonica) taj che ;
& =(1,0,0,0,0) ; &,=(0,1,0,0,0) ; & =(0,0,1,0,0) ; &, =(0,0,0,1,0) ; & =(0,0,0,0,1)

an manera che tuti ij vetor dl€ spassi a son combinassion linear éd costi vetor. An efét l'element dl'ansema
arpresenta da la sinchen-a (4, 4, ¢ d, ¢) al'é un pont ant l€ spassi a sinch dimension andividoa dal vetor 7 :

Base ant né spassi vetorial

I I'oma parla éd base e éd base canonica, ma a 1'é mej vardé un poch pi da davzim éd lon che as trara e
5

com a peul esse trova na base.

Pér defini na base i podoma di che : Dait né spassi vetorial 17 su un camp scalar K, n'ansena éd vetor

{171,272,...,z7ﬂ}gT/a1'é na base éd 17 se: ) - al'é un sistema éd generaator éd 17, e 2) - ivetor 7,,7,,...,7, a

son linearment andipendent.

Un sistema éd generator a 1'é n'ansema éd vetor che a aparten-o a 17, taj che tud ij vetor w €l a
peulo esse esprimu con na combinassion linear dij vetor midem. An d'autti termo, ant né spassi a # dimensiom
aison #n gré éd liberta, e dgni pont a peul esse pensa coma dait da né spostament ant na prima "diression", segoi
da né spostanent ant na scknda "diression , e via fort. Un sistena €éd generator 7,,7,,...,7, al'é tal chese w el
al'é¢ un qulonque vetor dlé spassi 17, antlora, ant él corp K a esisto sempe £ scalar a;,a,,...,a; tajcheas

peussa scrive
w:dlyl +612”2 +--~+ﬂ,é”/<

andova i notoma che £ a peul esse £=>#.Se £>n antlora nen tuti ij vetor dél sistema ed generator a son

linearment indipendent. Se, pt'esempi i pensoma a 1& spassi R’, e i consideroma n'ansema éd quat vetor. ¢ i

suponoma che costi vetor a sio nen tuti an sl'istéss pian.

Son a dis ch'i 'oma pi che na manera d'esprime tuti ij vatordle spassi coma combinassion linear dij

vetor generator,

Se pero i ciamoma che ij vetor generator a sio linearment andipendent fra 'd lor, e che a sio tanti quant
a son ij gté 'd liberta dl€ spassi vetorial consideraantlora i l'oma n vetor che a formo na "base" ant 1€ spassi
vetorial, e tuti ij vetor a peulo esse esprimu coma combinassion linear dij vetor dla base.

Coma abresé éd lon ch'i 'ona dit i arcordoma

e Nhansema é 7 vetor nen nuj &,&,&,..£, as dis linearment indipendent se a-i son nen solussion a

7
l'equassion Z a; &; =0, gava la solussion banal a; =0.
i=1

e Asdis che né spassi al'é a #» dimension se an col éspassi as peulo trové al massim # vetor che a sio linearment
andipendent.

e Dait nostr éspassi 1"(R), ogni ansema éd # vetor linearment andipendent a I'é dit na base an I”(R), e
qualonque vetor a peul esse esprimu an cola base, moltiplicand ij vetor éd base pér ij giust coeficent (raport
fra la projession dél vetor an sij vetor dla base e ij vetor dla base midem), che as diso le component dél vetor
an cola base. El vetor nul a peul nen esse ant 'ansema dij vetor che a formo na base, com as mostra facil.
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e Ia base canonica antt mé spassi vetorial Rn a I'éfaira dai vetor unitai €,&,,&,..&, , che a I'han tute le

component a zero meno cola che a corispond a l'indes dél vetoe ch a val un. El vantagi éd costa base a 1'é
che la enupla che a arpresenta €l vetor a 1'é faita da le component an cola base-
I notoma 'ncora che se i vetor éd na base a ven-o scanbia fra 'd lor, as oten sempe na base, na

diferenta, Donca na daita base a 1'é un "amsema ordind" éd vetot.

An nostr but e pér €l moment a-i é nen da manca d'andé pi ant l'ancreus- I lo faroma magara peui, se e
cand a-i na sara da manca.

Estension ai numer compléss

Se i pensoma che ij vetor €d nostr éspassi vetorial a peusso esse emuple éd numer compléss (che a
comprendo &dco ij mumer reaj) e che €l corp djé scalar K a sia fait daj numer compléss (che a comprendo 'dco jj
numer reaj), i podoma verifiché facil che le doe operassion d'adission éd doi vetor e éd moltiplicassion d'un vetor
pér né scalar a resto definie a l'istessa manera éd com i l'oma vist si dzora, e donca i I'oma sempe né spassi
vetorial K” su un corp djé scalar K, e donca tute le considerassiom ch'i 'oma fait considerand mach éd numer
reaj, a continuo a valgj.

A venta pero fé atension al fait che un numere compléss a deriva da na cobia éd numer reaj, e son a
peul deneré un poch éd confusion, e antlora vardoma € s-ciairisse j'id¢je.

Se i considerona ij nuner compléss coma defini da na cobia éd numer reaj (a, b) e i definima
j'operassion d'adission e éd moltiplicassion coma si sota:

(a,b) + (c,d) = (ﬂ +c,b+ d) ; (ﬂ,b)(f,d) = (ac —bd,ad + bf)

antlora i podoma di che as trata éd né spassi che a corispond a né spassi real, copia éd R?, che doncasu K a
I'ha dimension 2..

Ma i podoma édcod di che macassia ij numer compléss a son un camp che su chiel nidem a l'ha pér
forsa dimensiom 1 .

Amt -el prim cas i podoma pensé al numer compléss coma a 1'é defini da la figura 20, coma un pont
localisa da doe coordina ant €l camp dij namer reaj, dont la sconda a arpresenta la part imaginaria e i dovoma
pemsé a na base faita da doi vetor che a peulo esse (1, 0) e (0, 1) . dont la combinassiom linear foita con scalar
che a aparten-o a K, a consent éd produve la cobia che a arpresenta qualonque numer compléss.

Ant I€ scond cas a venta che a basta un solvetor coma base, e 1 podoma serne €l vetor (1, 1). La costion
a dventa banal, pérche €l canp djé scalar adéss a I'¢ €, equalonque element, moltiplica pér la base, a arproduv
qualonque element.

El prodoét intern

An sto capitol i definoma €l prodot intern pér vetor (ch'a sio reaj opura compléss) e pér fonsion (che a

peulo esse o reaj 0 complesse).

Un normal prodot intern fra doi vetor reaj a peul esse fait pér component, giusta moltiplicand fra 'd
lor le component con l'istéss indes e adissionand costi prodot. I podoma fé n'esempi sempi éd doi vetor an doe

dimension 7 =ia+ jb ¢ w=ic+ jd Ll prodot intern p=7-#, che a I'é pi nen un vetor ma né scalar, a sara
J J > 5

donca p=v-w=ac+bd

I l'oma 'dco vist, ant €l cas éd vetor reaj an doe 0 tre dimension, che l'istéss prodot a I'é dait dal prodot
dij doi moduj moltiplica pér €l cossen dl'angol fra ij doi vetor. Le doe espression a deuvo esse echivalente.
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I suponoma che €l vetor 7 a fasa n'angol a conl'ass x e €l vetor » a fasan'angol f sempe con
lass x. Le component éd 7 a saran a=|i|cosa e b=[i|sina mentre cole &éd » a saran c=li|cosf ¢

d =|ip|sinB, Seifona el prodot per component i I'oma:
7+ =[] cosa - |ii| cos B + |sina - |i|sin B = [j]|#|(cos e - cos B + sina - sin B) =5[] cos(er — B)

Se i suponoma éd vetor defini ant né spassi real a # dimension, e donca con vetor a #» component €l

prodot intern éd doi vetor 7 e »  a resta defini da:

7n
Vew= E v; w;
i=1

andova 7 al'él'indes dle component.

La "longhéssa" |7 | d'un vetor 7 (an qualonque dimension) a I'¢ sempe daita da

Ant €l camp compléss, pero, costa definission a va pi nen bin, dal moment che na "longhéssa" as
supon che a sia un numer positiv (un "modul"), mentre €l quadra d'un numer imaginari 1'é negativ. A-i é donca
da manca éd na neuva definission che a continua a 'ndé bim ant €l camp real e che a vada 'dcod bin an canp
compléss. . Pér oten-e son a basta che €l prim vetor a sia sostitui da sO compléss coniuga, mentre l€ scond vetor a

resta col ch'a l'era.

. — %k . — . . ;e , . N . — .
I dovroma le notassion 7~ opura la notassion (77| pér indiché él compléss coniuga dél vetor 7 , cilo
disoma "vetor bra", mentre él vetor normal a peul dovré la notassion |i) e as dis "vetor ket". El prodot intern

d'un vetor bra pér un vetor ket a peul dovré la notassion scursa (7]#) . Donca i l'oma:

7

—% —| = *
v -u/=<y|u/>= v; w;

/=

4
: . N — — % - &
A listessa manera €l modul [7|d'un vetor a dventa |z»|= NS 1/<Z/ |0> = Z v; v; € an sta manera a
=
1'é sicur che €l radicand a 1'é sempe positiv tant con vetor reaj coma con vetor compléss,. An efét I'operassion éd
coniugassion complessa a I'ha gnun efét an sij vetor reaj mentre pét ij termo imaginari i 'oma sempe n'unita
imaginaria / moltiplica pér -7, 0 al contrari, operassion che a da sempe +7 coma arzulta.

A l'istéssa manera a ven defini €l prodot untern éd doe fonsion, che com i l'oma vist, a peulo esse
inteise coma vetor ant né spassi a infinie dimension. La somatoria as trasforma ant n'integral. Daite antlora le
fonsion f e g 1definima:

fe=(slg)=] /" (x)a(x)dx

andova l'integral a I'é esteis a n'interval d'interesse da @ a & , interval che a peul esse 'deod anfini. I arcordoma
che, al moment, i stoma considerand fonsion continue, almanch ant l'interval considera. L'iintegral a venta che a
ant l'interval (a, b). Lé

ceny

daga un namer fini, e donca le fonsion a venta che a sio dél tipo "quadra-integrabij
spassi dle fonsion quadra integrabij ant l'interval (a, b) a 1¢ dit "spassi I?(a, b) "

A sta mirai notoma che pér €l prodot intern defini par¢j a val pi nen la proprieta comutativa, e se as

éscambio fra 'd lor ij doi fator as oten €l compléss coniuga dl'arzulta. Pr'esempi:
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f=ax+ibx;g=ox+ idx

[ =2(a-ib)(c +id) = x?(ac + bd) + ix?(ad - cb)

2= xX2(c-id)(a +ib) = x?(ac + bd) + ix?(-ad + cb) = x2(ac + bd) - ix2(ad - cb)
"Norma", distansa e angoj

An general, la "norma" an 's né spassi vetorial 17 real 6 compléss sul camp scalar K a 1'é na fonsion,

che indicoma con él simbol ” . || che a l'ha le proprieta che i mostrona si sota:
o [7]z0 viev
e |-[=0 se emachse x=0

lai|=a|i| Vaek
|7 +|<|7|+]#| v&wer

El prodot intern ch'i 'oma vist a induv ant 1& spasso vetorial na norma che ant él cas éd vetor ant 1é

spassi real a doe 0 tre dimension a corisépnd a la longhéssa dél vetor (fra origin e pomta), mentre an tuti j'autri
cas a ven sempe ciama (oltra che norma) sempe "longhéssa". Parland dé spassi éd fonsion éd salit as deuvra &€l
termo "norma".

Né spassi vetorial con na norma definia as dis "spassi norma". Sto spassi a 1'¢é 'dco né "spassi
metrich", vis-a-di né spassi andova as peul defini na "distansa" fra doi pont andividoa da doi vetor..

Se 17 al'é né spassi vetorial andova a 1'é definia na norma. amtlora a 1'é¢ 'dco definia na fonsiom
"distansa" fra doi vetor d(ﬁ,ﬁ/) con ¥,w€l” coma d(i,l?/) =||ﬁ - E/" e le proprieta éd costa fonsion a
derivo subit da cole dla norma.

A T¢ ciair cheél vetor diferensa dij doi vetor as oten pér diferensa dle component, e la radis quadra

dl'adission dél quadra éd coste diferensee a 1'é la distansa(o l'estension dlideja éd distansa) fra ij doi pont
andividoa dai doi vetor. An 2 6 an tre dimension son as verifica facil

I I'oma vist coma na fonsion f a peussa esse considera un vetor ant né spassi an anfinie dimension. An

sto spassi i 'oma vist coma i podoma estende €l prodot intern &d doe fonsion, e i podoma defini na norma | f||

indota da sto prodot imtern, am costa manera

A=A 77 =T = | 7o) (e

tti J'x

Drfinia pat¢j, costa norma a sodisfa tute le condission ch'i 'oma scrivu si dzora. I 'oma gia nota
coma, ant né spassi con n'anfini cont'nuo éd dimension, la fonsion a 1'é macassia arpresenta d un pont, che i
disoma @, e la norma a 1'é¢ nOestension dél concét éd distansa fra sto pont e l'origin O -

Tant com i l'oma fait prima, pér vetor a # dimension, i podoma 'dco defini la "distansa" fra doe
fonsion. I suponoma d'avé¢j, oltra a la fonsion f vista si dzora, che a individoa €l pnt @, édco la fonsion g che
a individoa n'autr pont P . Pér estension éd lon ch'i 'oma vist prima, la distansa a sara cola fraij pont P e Qe
a sara domca daita da

£ () = 2 () = [ ()~ ()] [/ ) - () ]

La norma, e la distansa a son numer reaj positiv, e na fonsion a 1'¢ "normalisabil' se a 1'¢ " quadra-
Integrabil' ant €l sens dla definission daita. L& spassi éd le fonsion con coste carateristiche a 1'é né "spassi
métrich" e né "spassi norma".

I 'oma vist, an doe O tre dimension, che €l prodot éscalar éd doi vetor a corispond al prodot dij
moduj moltiplicd pér €l cossen éd 1'angol fait dai doi vetor. Donca pér doi vetor, che a sio diferent da zero, €l
prodot éscalar a peul valéj zero se, e mach se. €l cossen dl'angol « che ij doi vetor a formo, a val zero e donca se
ij dot vetor a son ortogonaj.
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Pr'esempi, an doe o tre dimension i l'oma che &l prodot intern dij vetor 7, al'é:
T v-w v-w
vew= |ﬁ||w|cosa' eantlora cosa=—— edonca «=arcos——

7 aiz

andova a al'é n'abgol dijj solit che i conossoma da la geomettia.

A parte da ol an manera nen intuitiva, e a smija che a-i sia nen éd sust a parlé d'angoj. Macassia a 1'¢é
amportant manten-e quat dimension an su, fin-a a rivé a l'infinita contdnua dle fonsion continue, i dovoma
estende €l concét d'angol e €l concétd'ortogomalita fra vetor a # dimension nen nuj e fra fonsion nen nule, anlia
a l'anulésse dél prodot intern.

Donca i disoma "ortogonaj " doi vetor diferent da zero o doe fonsion diferente da zero an meud

udentich, dont €l prodot scalar a val zero.

Fonsion e vetor normalisa e ortogonaj
Is arferima a la norma indota dal orodot intern, com i I'oma vist si dzora. I comensoma a consideré un
vetor 7 = {01 25 ,---,yﬂ}ant né spassi real 0 compléss a 7 dinension. Normalisé un vetor a veul di déje norma

ugual a 1 sensa cambié doa fdiressiom". An pratica as trara éd trové so vwesor, tal che, moltiplica pér la norma

dél vetor &d partena (che a corispond a soa "longhéssa"= a arproduv €l vetor éd partensa.

4
D v;v; , e peui a basta divide &l vetor pér
i=1

I comensoma antlora a calcolé la norma dél vetor ||E|| =

soa norma, che a 1'é né scalar, e a resta so versor 7 =7—, dont él modul a val 7.

|

La cosa as estens, com i l'oma fait prima, a le fonsion continue intéise coma vetor. Na fonsion f al'é

dita "normalisa " se, e mach se, soa morma a val 7 e donca se <f|f> = <f| f) =1.

Partend da na fonsion f{x) , i calcolona soa normacom i l'oma indica si dzora, e i podoma scrive;

A=A =T = [T 7#(x) s ()

tuti j'x

L'interval ed definission a I'é col d'anterésse e a peul esse 'dco da —0 a2 + 0. As trara peui éd divide
1

la fonsion ér soa norma, ¢ la costantreal positiva A4 = ——— a 1'é la costant éd normalisassion- Pércheé son a

|7

I'obia un sens a venta che la norma a sia un numer fini e che dobca la fonsion a sia "quadra-untegrabil ". 1

'oma antlora che la fonsion normalisa #(x) = ¢ f{x) andova ¢ al'¢ na costant, a I'é:
1

N [ P
T L

I ciamoma peui "ortogonaj' doe fonsion (6 doi vetor) f e g che a sio nen nuj, se e mach se so

prodot interm a val zero, vis-a-di se < ¥ | g} =0. St'agetiv a ven da jé spassi a doe 0 a tre dimension, andova

costa a I'é la condission pérche doi vetor a formo n'angol éd m/2., com i 'oma vist.

N'ansema éd vetor che a sio ortogonaj a doi a doi, e che a sio normalisa a formo n'ansema éd vetor
ciama "ortonormay".

Donca i l'avroma che n'ansema éd vetor o fonsion f7, /2, /3, ... al'é n'ansema ortinirmal se:
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0=(Alr)={rla)=(Als) =(HlA)= (L] )= (H] )=
1=(AlA)=(L| L) =(Fs]/5) =

N'ansema éd vetor unitari e ortogonaj fra 'd lor {El TS Eﬂ} a1'é donca n'ansema "ortonormal ",

i

che a sodisfa a la relassion: <E ¢ /-> =0, ; andova 6, ; al¢la delta éd Kronecker definia coma

1 se /=

o0 se i# )

Se ant né spassi vetorial compléss che i suponoma a tre dimension i sernoma na base v, v, v; € an
costa base i foma €l prodot scalar dij doi vetor: v=a, v, + a, v, + a; v; ¢ w=0,v,+ [, v,+ [, v; il'oma:

7))

3 3
<5|”7>=<5|,3151+ﬂ252+:3353>=ﬂ1<5|51>+ﬂ2<5|52>+ﬂ3<5|53>2220‘;ﬁ/<5i
i=1 j=1

, . = 3
ma se la base a 1'é ortonormal, antlora €l tut as arduv a <1/ |y/> = E i la; B
i=

Spassi éd Banach

Fim-a di i 'oma parla prima éd né spassi vetorial genérich 17 su d'un camp éscalar K, peui i 'oma vist
je spassi métrich e spassi norma, con prodo intern, e spassi éd fomsion con n'anfinita continua éd dimension.
Ambelessi i giontoma €l concét éd " completéssa".

Ne spassi metrich, andova a-i é él concét éd distansa, as dis che a 1'¢ complét se ab stospassi
qualonque sucession éd Cauchy a tend a n'element che a aparten a le spassi midem.

As dis "sucession éd Cauvhy ant un dait éspassi, na qualonque sucession dont j'element sucessiv, che
i disoma ... @1, @y ap+1, ... as avzin-o an manera andefinia e donca as peul sempe trové un N tal che, pér

a < & andova & al'é un numer cit com as veul- La sucession a venta che a tenda a

o
n,m>Niloma che |a,—a,

un numer fini.

Nen tute le sucession convergente a van bin an tuti jé spassi. Pr'esempi, ant 1€ spassi dont l'element a
R o . 1 1 1 1 . . S
son ij mumer rassionaj, la sucession 1—-—+4 ———+——... al'¢é faita da numer rassionaj. ma a tend a /z 2, che

3

al'é un numer désrassional, e donca l-spassi a 1'é nen complét.

¢ spassi €d Banach a I'é donca né spassi métrich, norma e complét. ¢ pero nen necssari che
N iéd B h a 1'é d i métrich, norm mplét. A 1' T i ch
distansa e norma a derivo, com i l'oma vist prima, da un prodot intern, ma a peulo derivé da d'autre fondion, che
si an anteresso nen. . Ant €l cas ch'l I'ma vist (norma e distansa indote dal prodot intern) 1€ spassi a dventa né
spassi éd Hilbert".

Spassi ed Hilbert

A la fin 1 podoma defini né spassi H éd Hilbert coma né spassi vetorial 17 (real 0 compléss) su
d'un canp éscalar K (real 6 compléss) che a sia né spassi métrich e norma, complét e dont métrica e norma a son

indote dal prodot éscalar defini ant 1€ spassi midem.

A-i son vaire spassi vetoriaj che a peulo esse defini coma spassi €d Hilbert, e an particolar la Mecanica
Quantistica a dovra tre diferent spassi éd Hilbert, che a son:

e Spassi éd vetor com un numer # fini éd component
e Spassi éd vetor che a I'han n'infinita numerabil éd component
e  Spassi éd fonsion a quadra-integrabij
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La notassion éd Dirac

I I'oma gia acena éd lon ch'as trata, ¢ ambelessi i la vardoma da na mira un poch pi generalisa, ma is
arferima giusta a spassia # dimension.. L'estension a spassi a infinie dimension a vnira an manera natural. Daita

na base, un vetor a 1'¢ defini al complét dai valor éd soe component (, , ..., #,) an cola base. Consideroma

antlora na base ortonormal {51 TS Eﬂ} ,il'avroma che él vetors al'é:

e donca a ogni #-upla éd numer a 1'é an cotispondensa bi-univoca con un vetor. Cand la base a 1'é ortonormal, €l
prodot intern a 1'é arpresentd coma prodot ed doe matriss linear, dont un-a a I'é na matriss riga e l'autra na

mattiss colona

4l
n
@) =i o )| =D,
=1
) 7

n

As generalisa €l simbol |%> , ¢ a ven clama "vetor ket ", un vetor dont le component a son cole dél

vetor ed partensa (an pratica a I'é un vetor normal). A 1'é un vetor colona.

As generalisa €l simbol <ﬁ , ¢ a ven ciama "vetor bra", un vetor dont le component a son le complésse

coniuga éd cole dél vetor ed partensa (an pratica a I'é €l vetor compléss coniuga). A 1'é un vetor riga.

Ant él prodot intern as deuvra €l simbol semplifica < | > anvece dij doi simboj < | | >uni con €l pont

dél prodot intern.

Vetor gionta - dualita

Le doe arpresentassion "bra" e "ket " a son duaj 'un-a 'd l'autra. As peul passé da l'un-a a l'autra con
na trasposission riga-colona o al contrari, e con na coniugassion dj'element. St'operassion, che a fa passé da ket a
bra e al contrari, a ven ciama "giontassion", e a ven indica con €l simbol " t". I l'oma che :

Gl =ln) s =61 s @ =

Se na régola a val per ij vetor "ket", antlora na régola dual a val édco pér ij "bra". I podoma pr'esempi

scrive che:
7 avy
— V2 avy * ok ok k % % * /o
a|v>=a Sl=1 . antlora |\ vy av,--av,)=a <1/|
v, av,

e donca a valo 'dco j'espression:

(a|5>)T=a*<Z| e peui a|5>=|ai> e donca (a|z7>)T=<az7|=a*<z7|
A sta mira i podoma di che n'equassion del tipo: a|ﬁ>:ﬂ|ﬁ/>+ }/|ZZ> a implica 'dco l'equassion

a"(7|= B |+ (il
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Proprieta
Se i dovroma costa arpresentassion pér ij vetor dla base ortonormal ch'i 'oma dit (che a cotispondtio,
pr'esempi, ai versor dj'ass cartesian an tre dimension), i l'oma

0

z

> = ‘;> =| 1 |« posissionch'afa/

7 7

e il'avroma, pér un ket |Z> = Zvj

? . — * [
z> , mentre pér un bra <”|ZZV;' <z ‘

;=1 i=1

Pér doi vetor qualonque 7 e j éd na base ortonormal a arzulta donca che <;‘j_> =0,

Se un vetor a I'é arpresenta da |i > = Z”z‘ z'> antlora as peul subit védde che na component ; qualonque

i
a I'é daita dal prodot intern dél vetor j dla base con €l vetor # midem. Vis-a-di :

O =S )= S, =0, < smons )= Sl

7 7

Dal dualism ch'i I'oma vist prima a ven-o 'dco le relassion:

=207 G =207) = 5 @1=2E{]

i i i

, costa

— — — * f
e i notoma che se i pijoma l'espression gionta dl'espression |z7> = Z‘z><z ‘5> , vis-a-di <z7| = Z<z ‘5> <z'
i i
val <E| = z<i ‘z ><z ‘ com il'oma vist. I derivoma che pér scrive l'espression gionta éd n'espression daita a venta
i

invertl ij bra e ij ket, edco ant ij ptodot intern.

Fonsion d'onda

I 'oma gia acena che la fonsion d'onda a I'é n'element sentral dla Mecanica Quantistica. I 'oma vist
che, ant l'interpretassiom éd Born, la fonsion d'onda ha I'ha un significa probabilistich, e son a implica che sta
fonsion a 1'0bia carateristiche particolar. I véddroma dap coma costa fonsion a I'é arpresentativa dlé stat d'un
sistema quantistich, com a peul esse trova ¢ com a vemta dovréla pér trové le "variabij dinamiche", che a
corispondo a le diferente grandésse che a carateriso €l moviment an mecanica classica (posission, velocita,
moment, energia e via fort).

Ambelessi is limitoma a védde cole che a son le carateristiche éd coste fonsion da na mira matematica.
As trata éd na fonsion compléssa dle variabij reaj éd posission e dél temp. Second lon che Born a I'aha ipotisa
(che an pratica a I'é dimostrasse giust), laél modul dla fonsion d'onda al quadra a I'é na densita éd probabilita. . Se

2
donca isuounoma che l//(x,],g,z‘) a sia la fonsion d'onda éd na part'cola, i 'oma che |l//(X,j,f{,t)| aléla

densita éd probabilita ant un dait pont e ant un dait temp- Costa densita, moltiplica pér un volumet dx, dy, dz a
da la probabilita che la particola a sia ant él vomet midem antorna a x, j, 3.

Pér podej avej sto significa. la fondion a venta che a I'abia un modul real e positiv. A venta peui édco
che a sia;
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e aun sol valor (la probabilita a venta ch'a sia bin determina).
e continua e con deriva prima contimua-

<. 1 . . * 2 - T 1 .. T ..
e a quadra integrabil, vis-a-di jy/ ydr = I |l//| dr =n, con d7 che a indica ij diferensiaj dle variabij spassiaj,
andova 7 a 1I'é real e positiv. Pér son a vebta ten.e cont dij limit d'integrassion. Pr'esempe la fonsion

f(x)= ¢ a va bin se a I'é definia fra x=0 e x=27 mentre a va nen bin se a I'¢ definia fra
X=—00 e X =40
La condission d'esse a quadra-integrabil a pérmet éd "normalisé " la fonsion d'onfa. I 'oma vist prima
coma as normalia na fonsion, e ambeless' i notoma chela normalisassion a dipend nen dal temp, an manera che
na fonsion normalisa a resta normalisa ant €l temp.

La norma éd na fonsion d'onda (che i suponoma a na sola variabil) nen normalisa e che adéss i
ciamoma f{x), a val

||f||=\/ [ () (x)a

mti j'x

l'istessa fonsion d'onda normalisa i la ciamoma w e a val

S /)
T [T 7=

mti j'x

se 1 pensoma che |l//| a sia na densita éd probabilitd €d trové la particola ant un dintorn éd x , antlora costa

densita a val (asprimua con la fonsion g éd partensa):

P = S(x) /(%) _ | (
J J f*<x>f<x>de [ e ] 07

hH
tuti j'x uts ' x

v Je) F@)

tuti j'x

ma costa densita, integra su tut 1€ spassi, a venta che a daga la probabilita 1 pérche la particola a venta ch'a sia da
quaich part amt 1€ spasso, e an efét, con la fonsion normalisa i 'oma:

R e ey e rol A

tuti j'x

I podoma di che ste fonsion a son element dI€ spassi € Hilbert.

Fonsion d'onda nen normalisabij

Nen tute le fonsion d'onda a son normalisabij ant la manera ch'i 'oma vist. An efét i I'oma che le
fonsion normalisobij a son cole che pér 7 —> 0, a tendo a zero ampressa a basta.. Se, pt'esempe, i sercoma la

posission éd na particola dont 1é stat a 1'é déscriv: da ma fonsion d'onda che a sudisfa la cond'ssion
—\[2 N s 1 .. ~

_[ |l// (r)| dr =1, aveul d' che la particola a I'ha na probabilita trascurabil d'esse lontan-a da un dait pont 7, ma se

ikF

anvece 1 consideroma la fonsion d'onda éd na particola libera, che i véddroma esse  =¢"~" | i notoma che so

modul al quadra a 1'é na costant, propi pérche la particola a 1'é libera e a peul esse da's oér tut con listéssa

probabilita, e l'integral si dzora a va a I'anfini. An sto cas la fonsion |y/(r )| al'é pi nen na densita éd probabilita.
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2
An sti cas, pero, a peul vl a taj na "probabilita relativa" , dal moment che l'integtal IV|W(7)| dr

esteis a un dait volum 17 fini a resta bin defini,. N'espression dél tipo:

Ll
I @

ha da la probabilita ed tryé la particola an 177 rispét a cola éd trovélaan 17 -

Operator

J'operator a son entita matematiche che a trasformo na daita fonsion f éd nné spassi éd fonsion H
ant n'autra fonsion g dlistéss éspassi. Ed solit n'operator a ven indica con na litra con un caplot ansima (acsan
sirconfléss. Donca:

af=g
Pér semplifiché le cose 1 pensoma a un sistema €d na sola particola, che peui a podra esse generalisa
dop. Idisoma che n'operator a 1'é "linear" se a val la relassion

alaf+bg)=aa f+bag

andova « , b ason numer compléss qualonque. A valo peui le proprieta arporta si sota (andova 1 suponoma
che f,g,h,p,q asiofonsion dléspassi H ea , b, ¢ ason numer compléss qualonque):

)

. (&+

)f=as+Br=g+p
e Baf=Bg=q

An sto ultim cas a-1 son doi operatot, un dop l'autr. A venta apliché prima col pi davzin a la fonsion, e

ij doi, éd solot, a peulo nen esse scambia. Son a val édco se j'operator a son pi che doi. Son a I'é facil da védde:

suponoma che [ a sia giusta f = 2x , che & =moltipliche x3 e che ,B = f¢ la radis guadra - Antlora

Ba f=J6x)2,449489..\/x mentreiloma @p f=3/x.

Cand, coma an sto cas fa #a f "as dis che j'operator a comuto nen". son a veul édco d' che a-i
son anvece d'operator che "a comuto", cand i l'oma che fa =af. Ant €l cas particolar andova

Ba =af=1ilonache @ aléélressiprochéd B ,edonca @ =8" ; s=af=a"
p 4 £

I I'oma vist che an general a venta rispetc 1'6rdin dj'operator, e a sto proposit a valo le proprieta:

Comutator e soe proprieta
As definiss "comutator”" &d doi operator. [& , ﬂj , l'operator compost [07,,5] = (&ﬁ - /?07) . As trata
d'un concét motobin amportant ant la formulassion dla Mecanica Quantistica.

As peul noté che ij conutator a 'han l'istéssa strutura dlr Parentesi éd Poisson e €d proptieta comun-e.
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Si dapréss i arportoma quaich proprieta dij comutator, che as dinostro an manera sempia, giusta
aplicand la definission. Si sota i ciamoma 4, B, C. D j'operator e ¢ na costant.

[A4,A4] =0,anefétiloma [A, 4] =AA4-A44=0

[4,B] =-[B,A], anefétiloma [A,B] = AB-BA=—(BA- AB)=-[B, A]
[c,4] =0 andova ¢ a1 na costant. An efét [¢, A] =c.A— Ac=0

[4,BC] =B[A,C]+[A4,B]c

[4B,c] = A[B,C]+[A4,c]B

[ A,[B.C]] + [B.[C.A]] + [C,[4,B]] =0

[4B,cD] = A[B,C]D+ AC[B,D]+[A,C]|BD+C[A4,D]B

Autofonsion e autovalor

Aplicand m'operator @ a na fonsion f, com i l'oma vist, as oten na fonsion g, che, éd solit, a I'é na

fonsion linearment indipendenta da g, vis-a-di che l'espression a f + b g=0 se,e machse,a =b=0.

Ma a peul capité che pér quaich particolar fonsion f; as verifica la situassiom :

afi=af

andova « al'él'operator
f1 al'é na "autofonsion" dl'operator
mentre « al'é un numer compléss che a 1'é €l corispondent "autovalor'.
Son a veul di che se i ciamoma g la fonsion che as oten aplicand l'operator, vis-a-di a fi =g=a f; ,
il'avroma che g e f; a son linearment dipendent (« f; —g=a fi—a f=0).

Ed solit n'operator a l'ha vaire autofonsion, ognidun-a con so autovalor. Se i pensoma a un 7 pér
adéss qualonque, antlora i podroma avej, pér 7 da 7 a #:

ay;=a; y;

Ognidun-a dle autofonsion éd n'operator a I'é linearment andipendenta da j'autre e ognidun-a éd lor a
déscriv né stat dél sistema che a I'é ciama un "autostat " éd l'operator.

A peul capité che a-i sio diverse autofonsion che a 'han l'autovalor istéss, An sto cas as dis che a-i é
"degenerassion!, coma pt'esempi, com i véddroma, cand a-i son diferent éstat che a I'han la nidena energia.

J'autofonsion éd n'operator a peulo 'dco esse anfinie, ¢ an sto cas a peulo formé n'ansema continuo

opura n'ansema discrét-

Gionta éd n'operator

Parland dla notassion éd Dirac i I'oma acena a 'operassion éd giomta, che a fa passé da un vetor braa
un vetor ket, e al contrari. Ambelessi i vardoma cos a 1'é n'operator gionta.

I dovroma la notassion éd Dirac, e i comsideroma le doe fonsion d'onda qualonque @ e ¥ Dait

~ .. N . N ~+ .
n'operator & ,1iciamoma so "operator giomta " I'operator a” tal che a sia:

(@la'|¥)=(aol¥) ; (¥a'|¥)=(a¥|¥)
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Operator Hermitian

N'operator hermitian a 1'é n'operator che a coincid con s6 operator gionta. Se donca a al'é n'operator

hermitian i 'avioma che @ = a" . As trata donca éd n'operator "autogionta "
Antlora, se l'operator @ al* hermitian, i podoma scrive:
(0lal¥)=(a®|¥) ; (¥la|¥)=(a|¥)

e donca son a dis che ant l'integral d'un prodot intern n'operator hermitian a Opera a l'istéssa manera tant a drita

com a snistra.
As peul édco defini coma hermitian n'operator & tal che, pér n'ansema éd fonsion ¥, a sia:

(v |aw)=(w]aw,) =(a¥ |v)

[ a¥,dr=[¥,(a¥,) i

L'ugualiansa <‘I’j‘0?‘l’j> =<le‘ &‘P/> a I'é dita la régola dél "turn over' opura, an manera pi

nostran-a, la "régola dIé scambi'.

L'esse hermitian ¢ manch a dipend tant da l'operator midem, coma da le fonsion e dal camp

d'inyegrassion-
. i ~ . d hd .
Coma esempi i podoma consideré l'operator o = —ifi— = ———. 1 1'oma.
dx idx
o -in-Ly ) = [T (=in) LW s = (~in) [T 0 L g
dx —® dx = dx

e se i foma n'integrassion pér oart i otnoma:

* +o0o d * * +00
—ih ‘CD ‘P‘ - J—@ Ydx ma il'oma che ‘CD ‘P‘ =0 4 donca a resta
—o0 dx —0

dx

—(—zh)jicp* P = z'hjicp* P dx = <—zhiq> “P>
dx dx

I véddroma peui che j0operator d'anteresse an Mecanica Quantistica a son linead e hermitian.

Se a e f ason doioperator linear e hernitan che a comuto, vis-a-di che [&, p ] =0, antlota édco

l'operator a f al'é linear e hermitian.
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Postula e prinsipi

La Mecanica Quantistica a part da postula e prinsipi dont la giustificassion, pi che esse rigorosa an
termo matematich a 1'é daita pitost dal sucéss ant €l déscrive ij fenomeno sperimentaj. J'arzulta dle misure
pratiche e dOesperiment ideaj teorich a cobio bin con la teoria svilupa su costi postula e costi prinsipi.

Postula dla fonsion d'onda

Sto postula a dis che :

o L stat d'nn sistema fisich a ' defini da na fonsion d'onda ¥ dle coordin e del temp. Tute j'informassion an sié stat dél
sistemia a son contuiie am costa fonsion, dita 'ded fonsion dé stat o vetor dé stat.

Com il'oma vist sta fonsion (q’ ) a venta che a sia a un sol valor, continua e quadra-integrabil. Ed

wlw)=1

solit as supon che sta fonsion a sia 'dcd normalisa, an manera che <

Le fonsion d'onda a 1'é n'element éd né spassi éd Hilbert. I I'ona vist che le fonsion a peulo esse

considera coma vetor, e na fonsion d'onda a ven arpresenta da un "£ez " ant la notassion €d Dirac.

I armandoma a lon chOi 'oma dit a proposit dla notassion ed Dirac, e ambelessi i foma n'estension a le
fonsion d'onda. N'ansema éd fonsion ortonormaj a peul esse considera na base ant 1€ spassi vetorial éd Hilbert.

Costi a son ket arpresentacoma |‘Pl> opura, coma vetor ortonormaj dla base, giusta con |z> .

Un ket, moltiplica pér né scalat, a produv n' autr ket con l'istéssa "diression" e con diferenta grandéssa.
Vis-a-di /e|‘I’Z-> = |5‘PZ->.
Cand n'operator a agiss an s'un ket, l'arzulta a I'¢ sempe n'autr ket. Vis-a-di 07|‘P> = |07 ‘P) = |CD> ,

Le fonsion d'onda a son fonsion complesse e donca edcd le spassi éd Hilbert d'interesse a 1'é né spassi
compléss. An sto spassi as antroduvo ij vetor compléss coniuga dij ket, che a son dit ij "bra", che i arpresemtoma

coma a (‘I’Z| opura, se as trataa ed vetor ortonormaj dla base, giusta con <z|

Un vetor bra a I'é €l vetor gionta dél corispondent vetor ket :<(,//| = |‘~I">Jr e |‘I’> = (l//rr

Postula dj‘osservaabij e operator

J'osservabij a son le variabij dinamiche che a peulo esse nisura, e a corispondo a le grandésse dla fisica
classica. Syo postula a dis che a ogni osservabil a I'é socia n'operator linear e hernitian che, aplica a la fonsion
d'onda, Donca, an general, i l'oma che a ogni fonsion dla posission e dél moment dla fisica classica, a corispond
n'operator linear hermitian dla fisica quantistica, vis-a-di:

a la fonsion A(? ,]3) a cotispond n'operator linear hermitian A(F ,—ih V)

Cola che i dovroma ambelessi a I'é ciama ['arpresentassiom dle posission ma as peul édco dovré
n'arpresentassion dij moment, chr siilassoma da part pér nen complichésse la vita,

Ant l'arpresentassion ch'l 'oma sernu la corispondensa fra la grandéssa classica e I'perator quantistich a
I'¢ cola si dpréss. Costa associassion a fa part éd lon ch'a I'é postula-

Corispondensa fra variabij classiche e operator

Lé schema a I'€ variabil classica = operator El pont éd moltiplicassion dapress a l'operator a dis

che l'operator midem a ven moltiplica pér la fonsion d'onda.

o Variabij éd posission : x = x+ ; y= y ; =g
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ho 0 ho ., 0 ho ., 0

o  Variabii éd moment : = =—ih— ; = =—ih— ; =>—=—h—
/ P o ax DT, Ty b BT T T
. . ‘ 2 2 . a (3 2 3
e Posission e moment al quadra : x :>(x)(x)=x ©y py=| —ih— || —ih— |=—h"— .etc..
836 aX X
, . 1 2 2, 2y 1/ > 5 ~_—h2 0° 0° 0°
e Energia cinética : T—Em(ﬂx + +”z)_2_”(]>x + 7 +p{):>T— Y + 8)/2 + 8z2
2
donca T=—h—V2
2m

e FEnergia potensial : A dipend dal problema fisich. Sempe fonsion dla posission , 1/(x, 5, z) a peul esse 'dcod
fonsion dél temp (%, 3, %, 4. Amt l'ossilator (elastissita) I'energia potensial a 1'é fomdiom dél quadra dlé

1 . 1 C ~
spostament [/ = E/é x? e via fort. A peul édca esse na costant I = cost. an tuti ij cas i 'oma V" =17 =17 -

e FEnergia total : Adission dl'energia cinética e dl'energia potensial E,, =17+ T = H , che a I'¢ I'Hamiltonian.

2

I 1'oma che H:Hz—h—vz +
2m

e Moment angolar : 1 arcordoma che & moment angolar classich a ¢ : M=L=FAp=|x 5y z|e

svilupand: f‘:?()/pz_zpj)-i-](sz _sz)-'_’_é(xpj _J}px)Z?Lx +]LJ +kL,
edonca: L=>L=—ih ji—gi + zi—xi + xi—yi =—ih(£x+£ -I—ﬁ)
0z 0y Ox 0z 0y Ox SR

Postula dj‘autovalor

I l'oma vist che jautovalor d'un operator linear hermitian a son sempe numer reaj. Le variabij

dinamiche a l'han un sens fisich se a son numer reaj. Sto postula a dis che:

o Ant un sistema j'unich valor che na variabij dinamica a penl avij a son dait da j'antovalor dl'operator corispondent.
I l'oma vist che n'operator a peul avej vaire autofonsion e donca voire autovalor. J'autofonsion a

arpresento j€ stat possibij pér €l sistema, mentre j'aytovalor a son ij corispondent valor dla variabil dinamica socia

a l'operator.
Pr'esempi ant un dait sistema as podtia avej :
TY =TV, andova i=1,....n ; T, =scalat reaj (autovalor) ; ¥, =autofonsion

Ij valor possibij pér l'energia cinética dél sistema a son ij T;. .Se &l sistema as treuva amt m'autostat
)déscrit da n'autofonsion= ogni misura, am sto cas) dl'energia cinética a da €l corispondent autovalor.

Se anvece €l sistema a I'é¢ déscrivii da na genérica fonsion W', se as fa na midurs as treuva un dij valor

T;. e €l sistema a passa ant 1€ stat dscrivu da la relativa autofonsion ‘¥ .

La misura éd na variabil dinamica ant un sistema a fa sempe passé €l sistema midem ant n'autostat
dl'operator dla variabil ch'as misura.

Postula déel valor medi

I suponoma che «(7) a sia na qualonque variabil dinnica fonsion dla posission éd na particola dont 1

stat a 1'é déscriva da la fonsion d'onda (as treuva ant 1€ stat dinamich) V.
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[l valor medi dla variabil «(7) an slé stat ¥ a1'¢ dait da la média aritmética dle misure éd «(7) foite

suun dumer N gross éd sistema echivalent e indipendent l'un da l'autr, déscriva da la midema fonsion ¥ .

El valor éd a(7) a l'é¢ determina precis na vira che as condss 7, ma un dait valor éd 7 a I'é conossa

mach con na doita probabilita P(7). I podoma defini &l valor medi éd a(7) coma:

(a(F)) = [a(7) P(F)d7 = [a(F)¥(F) dF = [¥(F) ao(F)¥(7)dF
I notoma che a-i é nen da manca che ¥ a sia n'autofonsion. Son a giustifica €l postula che a da pér él

valor medi <a> éd na variabil dinamica « , dontl'operator al'é a, l'espression:

(a)=(ylaly)={vlav)
¢r'esempi €l valor medi dl'energia total d'un sistema déscrivu da la fonsion d'onda W al'é:
n n’
(Hy=(¥|-—V*+1/|¥) = (‘I’|[——V2 + V]‘P)
2m 2m

El valor medi a I'é¢ 'dco dit Valor speta, valor atendibil, valor dé spetansa. I motoma che ogni misura

a da, nacass'a, n'autovalor dl'operatorr

Prinsipi éd Ehrenfest

Se {%‘ , pl-} a son coordina generalisa e moment d'un sistema mecanich, €l prinsipi éd Ehrenfest a dis

che j'equassion dél moviment éd Hamilton a valo coma valor speta an Mecanica Quantistica.

{5 - 043

An particolar i podoma consideré un pont éd massa 7 che as bogia ant na dimension e ant un

Son a echival a sctive:

potensial I”(x) . I1'oma:

d

29=(2) + £n-(-%)

e ivardoma se coste equassion a son sodisfaite da I'equassion pér j'onde éd De Broglie ant na dimension:

iy F Oy

ot 2m Ox*
. d P

I podoma antlora scrive, partend da d—(x) ={-), che:
z m

<]>> = m%<x> = W%J.W* (X,z‘)xl//(x,z‘)dx

<p>—mj{afo+WXal}dx

_ - oy _ ih & _ .
Da l'equassion éd De Broglie i arcavoma che Y ‘/; , e donca i podoma scrive:
0t  2m Ox
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i+ * . s

tuti ij passagi, as treuva che < ])> = Jl// —z-/ra— Wdx e costa espression a peul esse inteisa coma valor speta
x

e integrand pér part, e dop

dél moment cand a sia dait 1€ stat quantich y(x, 7). Son a sodisfa €l prinsipi éd Ehrenfest.

Se adéss i pijoma la deriva rispet al temp dé sto valor speta < p> i dovrio oten-e la sconda equassion éd

. d de «f ., 60
Hamilton. Z<p>:E‘[W (—z-/ra—jl//dx.

X

Se i foma ij cont i podoma védde, con ij cont che i stoma nen a fé ambelessi, che da la deriva si dzora

as oten zero.

El prinsipi éd Ehrenfest a I'é sodisfait mach se él potensial a val zero. Son a dis che I'equassion d'onda

éd De Broglie a venta ch'a sia generalisa an manera d'andé bin con qualonque potensial.
Sta generalisassion a porta a na forma dl'equassion d'onda dé Schrédinger, com i véddroma pi anans si

dapréss.

Postula dla dipendensa dal temp

La dipendensa dal temp dl'equassion dé stat W al'é daita da l'equassion diferensial :

HY = ha_T
ot

che al'é ' equassion dé Schroedinger dipemdemt dal temp.

Pér na particola costa equassion a dventa:
2

n_, oW
~ LNV (x, g,0t) [P =ik
2m (v.00,0) ¥ =7 or

Consegoense éd costi postula (1)

Antant i disoma che costi a son nen tuti ij postula dla Mecanica quantistica, e a so temp 1 veddroma lon

ch'a manca- As trata éd 1on ch'as arferiss a 1é spin , un problema che an Fisica Classica a-i é nen.

Adéss 1 vaedoma lom ch'a ven dai postula ch'i I'oma vist.
Quantita misurabij reaj

I 'oma ciama variabij dinamiche & osservabij, le quantita che a peulo esse misura. I lipma vist che dgni
bariabil dinam9vca a 1'é socia a m'operator. I 'oma vist che le nisure che a peulo esse faite a dan, com arzulta,

j'autovalor €d costi operator. che a venta ch'a sio linear ¢ Hermitiaan. Costi autovalor, com i I'oma vist, a son

sempe numer reaj, ¢ donca a peulo arpresenté grandéssa fisiche.

An efét n'operator @ al'é Hermitian se, com i l'oma vist, a val la relassiom

[V (F)(a¥(7))dr = [(a¥ (7)) ¥(F)d7

e se i aplicoma costa relassion a n'autofonsion F e a n'autovalor a dl'operator &, arcordand che @ f =4 [ :

[ £ (F)ay(7)dr=[a" " (F) f(7)dF
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~ * ’
edasiavenche ¢« =« edonca « al'é real

Autofonsion ortogonaj
Se y; ; W, ason doe autofonsion andipendente dl'operator @ , antlora a son ortogonaj.- An efét

se le doe autofonsion a I'han autovalor diferent 4, ; A, antlora, da la definission d'operator Hermitian as

arcava che

[vr (7F)(ay, (7 ))dr—f(&%(f))*m(?)ﬁ n ay =hy, 3 ay,=Av,
e donca ﬂQJ‘l/q* (7w dr—ﬂqul (F )y, (F)d7 na A#4,
e donca [y (7 ;uz(;)d?:o

Se anvece aai son autofonsion (degenera) con listéss autovalor, antlora coste fobsion a peulo esse
combina linearment an manera da oten.e fonsion ortogonaj che a son ancora d0autofonsion. Ambeless' i stoma

nen a déscrive sto procéss, che i véddrona se e cand a-i na sara da manca.

Equassion dé Schroedinger

Pont éd base dla Mecanica Quantistica, i tornroma vaite vire su costa equassion, che i l'oma gia
ancontra ant €l postula dla dipendensa dal temp.

Se l'energia potensial d'un sistena a dipend nen an manera esplissita dal temp, antlora i livéj d'energia
total possibij pér €l sistema midem a son dait da l'equassion a j'autovalor, édco ciama equassion dé Schroe
dinger indipendenta dal temp :

H¥(q)=E¥(qg)
I vardoma la situassion ant &l cas éd na particola. Per arzolve l'equassion dé Schroedinger

5 0
dipendenta dal temp HW¥Y =/ ha—‘{’ i suponoma che la fonsion d'onda complessiva f{x,),%,2) a peussa esse
!

esprimua ant la forma

(. 2.8) = ¥(x, 0.3)D(7)

vardand se i podoma separé le variabij.- An costa ipotesi i sacrivoma:

ﬁf:z'haif donca ﬁ(\{f@):zhaﬁ(\m) e 'ncora @Hl}f:zh\yaicb
! 2 !

e dividend ij doi member pér WY i

otnoma:

dont ij doi member a son fonsion éd variabij andipendente, €l prim a 1'é fonsion dla posission e 1é scond a 1'¢
fonsion dél temp.

Ij doi member a venta donca che a sio uguaj a l'istessa costant. I 'oma che

iH‘I’=costar1t:z'hiiq) . HY =costant¥ costant:z'hiid)
b4 (ONo) [ONG);

Se i paragonoma la prima ugualiansa con l'equassion dé Schroedingert indipendenta dal temp i podoma

noté che la costant a 1'é¢ nen d'outr che n'autovalor E dl'energia.
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I 'oma donca otu doe equassion dont la prima, equassion dé Schroedingert indipendenta dal temp a

~ 10 dd E
I'é cola gia trova HY =EWY . mentrelascondaalé¢ E=ih——® ; —=—d¢
® ot Y in

Arzolvend costa equassion diferensial rispét a ®(#) i otnoma:

Er _iEr
CD(f)erm =A4e "
La fonsiom d'onda completa a arzulta donca:

iE

- t
S, 3z02) =¥(x, 0,3)(2) = P(x, 9,5) Ae 1
andova A aval 7 pérche f a sia normalisa. I suponoma, an eféf, che la fonsion ¥ al'abia na soa costant éd

. . . N 2 * *
normalisassiom , e 4 a arzulta angloba an costa costant. As nota che | f | =ff =YY

An generak i 'oma:

HY, =EY,
_iEi T
f(x,],{,z‘)zz ¢; ‘"I’Z»(x,)/,z)e h

andoca ¢; a son costant complésse arbitrarie.An efét tute le solussion a peulo esse esprimaecoma adission dje

stat stassionari.
Densita ed corent e equassion ed continuita
I l'oma vist che |‘I’|2 a1'é 1a densita éd probabilita per la posission éd na particola. I consideroma adéss

un volum fini V ant 1€ spassi, e i consideroma la dipendensa dal temp dla grandéssa di L/'T'Z 4°F . 1loma:
!

i wlar=] | v Lws Loty
dr°V v ot ot

, , | L . , . A ., 0 ,
e se i consideroma l'equassion dé Schrodinger dipendenta dal temp ch'i 'oma vist prima HY = zha—‘P , 1

12
HY < HY
arcavoma che Q‘P = e, pér la dualita vista a sO temp, a val €dco la relassion i‘I’ =- HY complessa
ot ih ot ih
nv?

coniuga. L'espression si dzora, considerand édco H = — a dventa:

2m

202 202
L I v I (S5 I
iV 2m 2m

A 1¢ facil védde (a basta fé ij cont) che costa espression a peul esse sctivua coma

bz

A sta mira i ciamoma " densita éd corent (éd probabilita) " ¢ indicoma con j €l vetor:
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7 :%[(V‘P*)w - ‘P*V‘P}

e an definitiva i I'ona che nostra espression éd partensa a dventa:

d 2 3. = 3 - = e
ZJVM FF==[ VidF==§ii-jds
andova l'ultima ugualiansa a ven dal teorema éd Gauss . A 1'é evident &l paralgl con €l fluss d'un fluid-

I notoma che tut son a val p-er qualonque volum fini considera, e donca a val édco pér €l volumet
ekementar infinitésim local, e donca i podoma scrive che:

DIP=- VT visadi PP +V =0
dt dt
e costa al'é¢ I' equassion éd continuita.

Prinsipi d'indeterminassion ed Heisemberg

I stoma sempe tratand dle consegoense dij postula, na i butoma an particolar evidensa costa
consegoensa, che a 1'é un prinsipi 'd base dla Mecanica Quantistica.

A 1'é possibil conosse a l'istéss temp e con precision doe variabij dinamiche mach se ij

corispondent operator a comuto.

I consideroma doe variabij 2 e & dont j'operator a sio «; f. Se le doe vatiabij a deuvo esse

conossue com precision e ant I'istéss temp, a venta che a-i sia na fonsion d'onda ¥ tala che:
a|¥)=a|¥) = pa|¥)=pa¥) ma Ba|¥)=af|¥)=ab|¥)
F¥)=0|¥) = GpWy=as¥) ma @b|¥)=ba|¥)=ba¥)

e donca as peul védde che

&ﬁ|\P):ﬁ&|\P):>&ﬁ=ﬁ&:&ﬁ—ﬁ&=o:[a,ﬁ]
e donca €l comutator dij doi operator a val zero e ij doi operator a comuto. Nen tuti jloperator a comuto, e pér
son a basta vardé j'operator dla posissiom e dl'impuls.I ioma:

Sh Wit

X

pox¥ = —z'hai(xly) —in¥ —ihx W
X

x
[9?]3)&]‘}’ = (QJSX - ]BXQ)‘P =i/hY donca [D?]SX] =ih

A-i son donca éd conie 'd variabij che a- diso Coniuga, e cobie che anvece a son nen coniuga.

Formulassion dél prinsipi
Ant un sistema che as treuva ant né stat arbitrari ‘¥, doe osservabij fisiche qualomque 2 e / a peulo

nen esse misura ant 'istéss moment e con precision se ij corispondent operatoe @ ; f# a comuto nen.

La variansa a I'é na grandéssa che a da n'id¢ja dla precision éd na misura. Butoma che o, ; 0), a sio le

varianse dj'arzulta dle misure dle vatiabij @ e 4. As peul dimostré che:, se a; f a son ij corispondent operator:
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.0v2 5\ [@A]wi|= 5[« 7]

e fonca se €l comutator a val sero, €l prodot dle varianse a peul esse cit con as veul e, an teoria, rivé a zero. Se
anvece €l comutator a I'ha un valor diferent da zero. antlora a-i é un limit inferior fini al prodot dle varianse.

Se i suponoma che « asiala posission x e che & asiala component dl'impuls p. il'oma

1. 1 ———5 &
0.0, ==L ="

I arportoma un paira €d manére teoriche €d verifiché sto prinsipi.

Eletron localisa da na filura.

Un-a dle manere classiche 'd verifiché sto prinsipi a 1é col dl'eletron localisa da na filura, com arporta

an figura 23.

eletron colima

—_— . ¥
A

Figura 23 - Prinsipi d'indeterminassion, n'esempi

Suponoma che I'impuls a sia nen modifica coma modul, I'eletron a l'avra na component dl'impuls ant la

diression y che a sara ~ p-sina . Pér misuré quant a val a venta conosse 1'angol a. Se as cheuj 'eletron an
J y q %y g ]
's né scherm daré dla filura as peul trové sto angol o.

El problema a I'é che an sle scherm as forma na figura 'd difrassion, e la massima precision che as peul

A b h

oten-e an costa misura a corispond a n'angol che a I'¢ o~ —=—

d Pd:PAJ

. h
antlora i l'oma Ap, zpazA— e
dasias treuvache Ap A y~h.

Microscopi ed Heisemberg

I suponoma un sistéma éd misura tedrich coma col arpresenta an figura 24, andova i 'oma n'ipotétich
microscopi bon a fé védde j'eletron. Pér podej védde e localisé l'eletron, un foton a riva normal a l'ass &éd

I'obietiv, € a ven difondu da 'eletron andtinta a I'obietiv. Da '0tica i savoma che la risolussion orisontal a I'é daita

dala formola Ax = ,andova A al'é la longhéssa d'6nda dla lus dovra, e & 1'overtura angolar dl'obietiv.

sina

Ma ant la misura I'eletron a arsciv n'impuls dait da la lus devia ant l'obietiv. La diression dél foton a 1'é

conossua mach con l'aprossimassion daita da I'angole, e donca la component orisontal dl'impuls a I'avra 'dco

N o hv . :
chicl n'indeterminassion A p ® —sina = 7 sina .
¢
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ﬁsina:/a

Se antlora i foma 'l cont dl'indeterminassion i 'oma Ax-A p = —
sin

obreov

forenm s -

AARR 5
I-'H-H-H-b,- * eletron

Figura 24 - Microscopi éd Heisemberg
Variabij compatibij
A ven-o ciama variabij compatibij cole che a peulo esse misura ant l'istéss moment e an manera
precisa (donca as trata éd variabij nen coniuga). A son compatibij, pt'esempi, le component dla posission, opura
le component dl'impuls, opura combinassion coma pr'esempi (x; 3, p,) ¢ via fort.
N'ansema 'd variabij compatibij misura su un sistema as dis complét se tute jautre variabij

compatibij con ognidun-a con le variabij dl'ansema a peul esse trova coma fonsion éd cole conossue. Son a 1'é 'l
massim éd 1on che as peul savej su col sistema.

As diso anvece variabij complementar doe variabij nen compatibij, ant €l sens che a peulo nen esse

misura da l'istéss dispositiv sperimental. A son complementar variabij coma x e p,., che a son dovra an fisica
classica, pt'esempi, da j'equassion canoniche.
Se un sistema a I'é isola e as condss soa fonsion d'énda ant un dait temp, as peul trové la fonsion d'énda a un
temp sucessiv, ¢ as peul di che 'l comportament a I'é deterministich, ma se as preuva a fé na misura, 1€ strument
éd misura a introduv na pértutbassion che a porta 'l sistema ant né stat pi nen conosst. Com i 'oma vist prima,
son a val édco pér la conossensa dle condission inissiaj.

Indeterminassion arcava da na fonsion d'onda

I podoma consideré na patticola déscrivua da la fonsion d'onda, f{r, #) compléssa, dont €l quadra a 1'é

integrabil e normalisabil, _H f(7,t| dr =1. Sta fonsion a1'é¢ 'dco ciama "pachet d'onde", e a déscriv I'aspét ondulatori

dla particola, mentre l'aspét corpuscolar a 1'é descrivu da l'interpretassion éd Born dla fonsion d'onda. Cand as fa
na misura ed posission éd na particola, i la trovoma ant un precis pont, ma prima dla misura i 'avio la probabilita
2

éd trovela an qualonque pont r con na probabilita | f(r,¢

Vardoma antlora com as peul arcavé, sensa intré ant le dimostrassion e an manera teorica, da la fonsion
d'onda midema l'indeterminassion an sla misura éd doe variabij coniuga coma x e p,. (is butoma ant na sola
dimension). I consideroma na fonsion d'onda teorica che a dipenda mach da la variabil x.

79«2/4:12

f(x)er

" 1 densita &d probabilita £ (=)

andova A a I'é la costant éd normalisassion che a val 4 = (272' az) a arzulta

na gaussian-a sentra an sl'origin.

I pijoma I€ scart quadratich medi Ax coma indeterminassion dla x . Fasend ij cont, che ambelessi i

stoma nen a fé, i trovoma che Ax =a.
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La fonsion f{x) a peul esse svilupa ant l'integral €d Foutier second la formula:

Flx) = F(k)e™™ dk
vl

che a dis che la fonsion d'onda che i I'oma suponu a peul esse considera na combinassion linear continua d'onde

2
con ampiéssa (k) e numer dionda £ = il

Mersi a la formula éd Parseval, i podoma interpreté |F (/é)|2 coma la densita éd probabilita éd trové la

particola con numer d'onda £ vis-a-di, second la relassion éd deBroglie, con n'impuls p,. =hi k.

La fonsion (k) al'é la trasforma éd Fourier dla f{x) e a arzulta, a cont fait :
F(k)=~2 Aae™© "

. . . . 1 .
che a I'é torna na gaussian-a sentra an sl'origin e che a l'avra coma scart quadratich medi Ak = EP Donca i
a

l'oma che Ap,. =hAk= 2£ e, ala finitiva, AxAp, =ahAk= g
a

As conoss che na fonsion coma costa a da €l minim dl'indeterminassion. pér j'outre fonsion a venta

scrive che AxAp,. = > contut ch'i 'oma vist prima d'esempi éd misure con indeterminassion pi grossa.

Consegoense dél prinsipi d'indeterminassion
Comensoma a noté che, fin-a a cand la costant éd Planck a peul esse considera cita, a venta che le 1¢j
dla Mecanica Quantistica a coincido con cole dla Mecanica Classica, a meno éd quantita ch'a sio d'autut
trascurabij. An termo matematich i podoma scrive , pér el prinsipi d'indeterminassion:
Ax-Ap. >h/2
Ay-Ap, = h/2
Az-Ap, 2 /2

b :
andova la costant /1 = o = b05457-10 P [J-s] aléla "costant taji éd Planck ". An realita la disugualiansa
T

Aq-Ap=h/2 a val pér qualonque cobia &d variabij canoniche complementar, nen misurabij ansema con

precision.

Fra le cobie che a peulo nen esse conossue con precision a-i é €l valor dl'energia éd né stat e 'l temp éd

ermanensa an col éstat. I 'oma donca 'dco che AE-A72> 4. A-i é 'dco posission angolar e moment angolar, e
8 golaf,

via fort. Son i lo véddroma dop.

Ant le misure macroscopiche la pérturbassion provoca da la misura midema a I'é sens'autr trascurabil.
Ant ij procéss microscopich a val €l determinism classich se 'l sistema a I'é lassa nen disturba, mentre con na
misura as cambia la situassion dél sistema. As podria di che €l prodot Ag-Ap =+ a arpresenta na surfssa ideal
ant &l pian (ancora piideal) ¢, p con un valor costant. Se con na precisa misura as tiva a strenze l'incertéssa 4q,
l'incertéssa Ap a venta ch'a chérsa . pérche él prodot Ag-Ap a peul nen andé sota ij valor ch'i 'oma dit. Son a 1'¢é

schematisa an figura 25.
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Figura 25 - Prinsipi d'indeterminassion

An mecanica classica na grandéssa fisica A4 as dis "variabil dindmica" e as esprim coma fonsion dle
coordina canoniche ¢ e p, vis-a-di A(g, p) . A I'¢ ciair che, an mecanica quantistica, dal moment che g ¢ p a son
nen compatibij, costa espression dla vatiabil a peul nen avej l'istéss significa. Na variabil paréj a peul mach esse

misura an manera diréta.

_ 0H(q,
CE Yo
Se peui i consideroma j'equassion canodniche oI ! ) i podoma védde che coste equassion a
pitn =22
9i

peulo esse integra, e an costa manera a saria conossu €l moviment con precision, bastamach che a sio conossue le
condission inissiaj ¢,(0) e p;(0) . Coste perod a peulo nen esse conossue pér €l prinsipi d'indeterminassion, e €l

moviment a resta indetermina.

L'istéss discors a val pér la trajetoria, che a l'ha equassion paramétriche ¢; = ¢,(#) , ma che a I'ha da
manca dle condission inissiaj pér esse determina. A venta peui ten-e cont che se as fa na misura pér determiné la

posission as perd 'informassion an sl'impuls.

An efét, i podoma consideré coma esempi l'atomo d'idrogen second él modél éd Béhr, ant 1€ stat
fondamental.
El modél a I'ha sens se i soma bon a anmaginé d'osservé I'eletron an sl'orbita éd ragg . I suponoma éd

pode¢j determiné la posission x an manera che Ax <<r . Se i lassoma p,. indetermina, an manera che se p a 1'é¢ 'l

modul dl'impuls, i I'avroma che Ap, = p. L'indeterminassion éd Heisemberg a dis che AxAp=Axp2h/2, e
donca a ventria che a podéissa esse pr >>7h. Mail'oma che p r a l'é &l moment angolar dl'eletron, che a val
pr=nh, e aventria che a fussa » >> 7, ma i savoma che » a I'¢ &l nimer quantich prinsipal, che ant 1€ stat

fondamental a val 7, e donca la condission a peul nen esse sodisfaita, e donca I'orbita a I'é nen osservabil, e donca

al'ha nen un sens fisich €l patlene.

Indeterminassion Energia-Temp

Costa a I'é n'indeterminassion che a peul esse indicd coma AEA?>h/2. As trata perd éd na cosa bin

diferenta da l'indeterminassion ch'i I'oma vist prima. An efét as trata nen éd doe variabij dinamiche dél sistema,

pérche él temp a I'é un parameter.

Costa indeterminassion a I'é da ten-e an considerassion an vaire soget dla mecanica quantistica, e fra
costi col dle pérturbassion dipendent dal temp. As fa sente cand a venta determiné un livél d'energia dél sistema e

T temp €d permanensa an col livél, e via fort.

A sta mira sti studi a son fora éd nostr but, i tornroma an sél sogét se e cand a sara necessari, e

ambelessi 1 foma giusta n'esempi sempi che a peul buté an evidensa costa indeterminassion.
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I suponoma donca un pachet d'onde y(x ), socia a na particola libera, che a 1'abia n'estension éd Ax e

na velocita éd grup » = 0F/0p . I podoma di che &l temp &d passagi ant un pont a I'¢ determina con n'incertéssa

At = Ax/v. Sto pachet a I'ha 'dco na daita estension ant l€ spassi dj'impuls che a sara 4p , e donca i I'avroma
E Ax
AE;Q—ApzyAp;——Ap
op Az
ma i 'oma che 'l prinsipi d'indeterminassion a dis che AxAp > /2 r donca
AE EgAp Zi e donca AEAz2>h/2

At 2A¢

An spetroscopia, andova as misura na frequensa che a deriva dal passagi da un livél ecita d'energia al
livél fondamental, I'indeterminassion a 1'é anlia a la permanensa ant 1€ stat ecita. Pér adéss i andoma nen pi an la

ant €l probléma.

St'indeterminassion a dipend motobin da la situassion fisica considera. I podoma pr'esempi védde la

cosa an costa manera. I suponoma d'esse ant né stat che a 'ha un dait temp ed vita Az . I arscrivoma la relassion

si dzora coms op; A 21/2 ,andova o alélincertéssa dl'energia dIé stat midem.

An spetroscopia as misura un saut d'energia fra un livél aut e un livél bass, travers la frequensa dij foton

emétta. second la relassion E =Av.

I l'avtoma donca che lincertessa dl'energia as arbat an sl'incertéssa dla frequensa second la relassion

op=ho, =27ho, . Larelassion ch'i 'oma scrivu pér l'energia e él temp a dventa :
1
2rho,At2h2 5 o,At>—
4z

Pi la permanensa ant 1€ stat ecita a 1'é curta e manch a sara la precision dla misura.

Consegoense dij postula (2)

I arpijoma la lista dle condegoense dij postula e dij prinsipi ch'i 'ona vist fin-a adéss

Ansema complét e ortonormal dj'autofonsion

J'autofonsion d'ogni oprtator socid a na variabil osservabil a fan un sistema conplét e
ortonormal.

Pér nostr but i disoma che un sistema éd fonsion ¥, con daite carateristiche a 1'é complét se

qualonque fonsion f che al'abia j'istesse carateristiche a peul esse esprimu coma combinassion linear dle fonsion
dél sistema midem. Vis-a-di che

f=20Y,
i
andova ij ¢ ason scalar.

Son a veul di che ¢gni combinassion linrar éd n'ansema d'autofonsion degenera a I'é 'ncora autofonsion

con l'istéss autovalor.

I podoma védde col ch'a I'é l'efét éd n'operator aplica a na fonsion d'onda che sia nen n'autofonsion
dl'operator nidem, Pér son i consideroma &l valor speta dl'operatot.

I l'oma un sistema fisich che a 1'é déscrivu da na fonsion d'onda ¥, che a I'é nen n'autofonsion

dl'operator @ che a soa vira a I'ha n'ansema complét e ortonormal d'autofonsion @;.
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Da 1on ch'i I'oma vist s' dzora, i podoma di che ¥ =) ¢, @, , e &l valor speta dla variabil « socida &

a sara dait da :

7=(¥|a|¥)= chp aXe®, =sz;‘@ (@,]a|o, )=
ZZZ”;@ <q> |‘Z D, > ZZ” f/‘l/<® |CD >=ZZ€;€/” S,

e 1 l'oma che dgni misura dla variabil corispondenta a 'operator @ a dara un dj'autovalor a-
. . . . . PUEN .. * .
e FElvalor medi dla misura a I'é na media peisa suij ¢; ¢; dj'autovalor 4 -
2 N s s , . .. .
. ¢;| adala peobabilita €d trové, ant na misura, €l corispondent autovalor 4.

|6j| al'é la probabilita éd trové él sistéma ant 1€ stat D, .
I soma parti conossend la fonsion d'onda W dél sistema e j'autofonsion @, dl'operator & .A sya mira

ij valor ¢; a venta che a sio trova. I I'oma :

7 z

(@,¥)=(@,[Xe0,) =Y (@,|0)=3e0, =

€<=<CD»

‘P) an efétaI'é

Son a dis che la fonsion d'onda ¥ a peul esse "spantia” an sle autofonsion @, , che a son ij sO vetor

component, che a son dit "stat pur'.

Prinsipi éd dzorposission

Lon ch'i l'oma dit si dzoa a giustifica col che a ven ciama el prinsipi éd dzorposission che a dis che se
un sistema quantistich a peul trovésse ant jé stat fisich déscrivii da le fonsion d'onda ¥; e ¥,
antlora a peul édco trovésse an tuti jé stat fisich déscriva da le combinassion Iinear 1; Wi + 1; ¥>
andova A; e Az ason costant complésse.

La fonsion d'onda YW, chOi I'Oma vist prima, a peul esse considera coma na dzorposission dé stat
5 bl

possibij pér €l sistema quantistich.

Operator che a comuto

Se doi operator @ e [ a comuto, antlora as peultrové un sistema complét éd fonsion che a sio

autofonsion éd tuti doi j'operator

Al contrari, se se un sistema complét éd fonsion a 1'é un sistema complét d'autofonsio tant dl'operator

a coma dl'operator [, antlora j'operator & e f3 a comuto.

Prinsipi éd corispondensa ed Bohr

Sto prinsipi a dis che cand la costant éd Planck A a dventa motobin pi cita rispét al valor dle grandésse
an gieugh, so efét a dventa trascurabil. An pratica, pasand dal livél nuclear e ato,ich a dimension sempe pi
macroscopich j'arzulta dla tratassion quantistica a tendo a coincide con j'arzulta dla tratassiom classica.

I podoma 'dco di che un pachet d'onda bin defini as bogia second le 1¢j dla mecanica classica, relative a

la particola che a arpresenta. An efét i lioma:

Second ¢él teorema éd Ehrenfest él valor medi ¢ valor speta dl'impuls éd na patticola a I'é:
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dx

O R Co Ry

che a son na generalisassion ant l'anviron quantistich dle espression classiche.
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