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Bn(t) =
n∑

k=0

pk · bn,k(t)
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��� pk ε Rd: d ≥ 2
bn,k(t) =

(n
k

)
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M�	��	� bn,k(0) =

{
0, k �= 0
1, k = 0

bn,k(1) =

{
0, k �= n
1, k = n
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bn,k(t) = bn,n−k(1 − t)
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B2(t) =
2∑

k=0

(
2
k

)
tk(1 − t)2−kbk
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b
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0 3 
 ����
 �	 ���	�� (�� t = 1

2 .
�
 ���	'�
 �	 ���	��� ���	'�
����

b2
0 = (1 − t)[/1 − t)b0 + tb1] + t[(1 − t)b1 + tb2]

=

(1 − t)2b0 + 2t(1 − t)b0 + t2b2 = B2(
1
2
)
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dt
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 ����
%

�
 (������
 ��	� (�� 	��������� � ����� �"�(	�� �	��� �	
�����
 	� ���
(���	�

$%

0                                                        1

K n o t s

4 ���	�	� �	��� ����	�	�� �
	 5���� B���	C%

�%
�� <���	��	 �
�� ��� ���� �	����� �
 ���� ��0	�����
	�����
�% M����� 	�(	�
 ��� � <���	��	 
�������
�
��	 �	����	 �
 ���� ��� (�� ��
 (
��� ��0	�����
�
�	 �	<��	����� � ����: �	 ����������
: ���(��
�����
Q��
	L%

4 ������� ��	 ���	 B�����
�� ��� UC 3 ���(���� �
 m + 1 �����	 ���
����������	 u0 ≤ u1 ≤ . . . ≤ un% �0	�����
� [ui, ui+1) ����	�(���� 
0	�����
�
��
 ��� 6���� � �	 ��	
�
 5��� ����%



����� 	������� �%

����	���� 
���	 ui �
	 ��� ui = ui+1 = ui+k−1: ���	 
((
�	�
��� ��
��
�	
	� �� ��	�� ���� ��� 	 ����������� ��
��� ���	 	�����
	 ��
 ���	% 4� D�����
�
�� 	 ���� ui 3 �� ���� !������� � �	��� ����	�<
��
 
 !����������- 5

������ 6 ���	 �	 <
��� ��	��	����%
�� 	����� ����	
�� ui �= ui+1 ������ ����	 	 ���	 �	����	 ��
 ��� 
�����

�� ������� ��!�����% �� ����	
�� 	 ui ����	 �D�	�	��
��	 
����� �� �������

���'��!�% 4�'�� �� u0 = 0 � um = 1 �	 �(����) ��� �� ������� ��������%
�� <���	��	 �
�� Ni,p(u)������� ��'�	�� ����	���
��� �� (
�
����� p ���

�	��� '��
��%

�����
����� 	 �
��� �	 p 3 � �((��� &% M����� ����� (���	�	� 	 �	����� �	
����� ����
�	%

+���	���
��� p = 0 B	 ��� 	��	�
 ��� 	 (�	���	� 
����	
�� 
��) ��
�� 0
� D�	��	 
 <���	��� �
�) ����
��� � (
�
�
 
0� RC�

Ni,0 =

{
1, ui ≤ u < ui+1

0, altrimenti

4 �	���
��: ���� �	 ��	��� �

 '���
: �
((������
 <���	��	 
 ��
�	��%
�����
	��
���: �	 	�������� 
 ��
�	��� �	 �	�������
 �	 +�S"�������

Ni,p(u) =
u − ui

ui+p − ui
· Ni,p−1(u) +

ui+p+1 − u

ui+p+1 − ui+1
· Ni+1,p−1(u)

����� �����	
 �����	�

�0����(	�: 	� <���
 	�����
�: (�G ������ ��(��	�� ��"	�� �� �	�� 	������� ��
�����% +���	���	
�� 0	�����
� [0, 3]: p = 0%
4 6���� �
�
��� u0 = 0: u1 = 1: u2 = 2: u3 = 3 � u0 = 0: u1 = 1 u2 = 2
+
��	
�� 
 ����
 (�� i = 0:p = 0 	� [0, 1)�

0            1              2            3

N0,0 =

{
1, ��
  � $
0, fuori



����� 	������� ��

+�� i = 1 � p = 0: ����	���
��� [1, 2)�

0            1              2            3

N1,0 =

{
1, ��
 $ � �
0, fuori

. 	�'�� i = 2: p = 0 	� [2, 3]�

0            1              2            3

N2,0 =

{
1, ��
 � � &
0, fuori

4 ��
'�	 �	���
��	 �
((������
�� ��� <���	��	 
 ��
�	��: 
�����
����� 	�"

����
�� (�� ����
�� ��� ����� ��� ��������	 ����	��	�)%

4 (����	�� (
��� 3 	��������
�� �	 ��
 ��	�) 
 p�

N0,1(u) =
u − u0

u1 − u0
· N0,0(u) +

u2 − u

u2 − u1
· N1,0(u) =

u · N0,0(u) + (2 − u) · N1,0(u)

M�	��	 (�� u ε [0, 1)�
u · 1 + (2 − u) · 0 = uP
(�� u ε [1, 2)�
u · 0 + (2 − u) · 1 = 2 − u%
��� 0	�����
� [2, 3] �	 �
 0%

0            1              2            3

�� ������ ���� �
��	
�� N1,1�

N1,1(u) =
u − u1

u2 − u1
· N1,0(u) +

u3 − u

u3 − u2
· N2,1(u) =

u − 1 · N1,0(u) + 3 − u · N2,0(u)

M�	��	 (�� u ε [1, 2)�
u − 1 · 1 + (3 − u) · 0 = u − 1P
(�� u ε [2, 3)�
u − 1 · 0 + (3 − u) · 1 = 3 − u%
��� 0	�����
� [1, 2] �	 �
 0%

0            1              2            3

7���
�����: D����
 �
((������
�	��� ��	����	
 
 �	E���) �	 ����
�� ��

D�
�	
�	 ����
% 4����� � ���	�
�� ��� ��� ����� ���� �	�����%



�+� �����
���� �� ����� 	������ ��

�	 �=����
 �� ����� 	��������� �	 p% ��� p = 2�

N0,2(u) =
u − u0

u2 − u0
· N0,1(u) +

u3 − u

u3 − u1
=

0, 5u · N0,1(u) + 0, 5(3 − u)N1,1(u).

M�	��	 (�� u ε [0, 1)�
0, 5 · u2 (�� u ε [1, 2)�
0, 5 · (3 − u)2

��� 0	�����
� [2, 3]�
0, 5 · (−3 + 6u − 2u2)
+
��
��� 
���� N1,2 � N2,2

B3 (���	�	� �	�	��
�� 0����(	� 	�����
�
��� �	�(���� (���	�
�� �� �	�� 	�������
�� �����C�	 ���	��� 
 ����
 �����
�
 	� '���
%

��� ���������� !� #"�$� %4��'���

+�����	
�� 
 ����
�

C(u) =
n∑

i=0

Ni,p(u)Pi

�
 <���
 �	 ��
 ����
 �"�(	�� 3 ���� �	�	� 
 D��
 �	 ��
 ����
 �	 ���	3�
B����
: <���	��	 �
��: (���	C% � �	=�����
 �	 ��
 ����
 �	 ���	3�: ��
 ����

�"�(	�� ��	����� (	O 	�<���
�	��	� �� 	��	��� �	 n + 1 (���	 �	 �������: ��
������� ��	 6��� �	 m + 1 6���� � �� ��
�� p%

��� 	������� !�''� %4��'���

������� ����
�� �
	�� � (��(�	��) �	) ����
�� � �	������ (�� � ����� �	 �3�	��:
������� 	��	�
�� 
���� (��(�	��) (
��	��
�	 ��� �	�����
�� 
 ��(��	��	�)
<���	��
� ��� ����� �"�(	��%

$% Ni,p (�	���	� �	 ��
�� ( 	� �% M����� 	�(	�
 ��� (�� ���	 	�����
�
�	��� ��'�	�� �� (�	���	�% 4� ���
� �	 ������) �� (�	���	� 
 ��
��	
�
�����
�	�%

�% Ni,p(u) ≥ 0% �
 ����
 ��� �	 �	�����
 �
	 (���	 �� (�	���� �	 �������%

&% ��((���� ��
� B<���	 �
0	�����
� [ui, ui+p+1C � Ni,p �
����  %
M�	��	 3 (���	�	� ����
�� ���� ��
 ����
 (�	��3 ��� ����� � Ni,p(u)
�	��
�� �� ����%

*% �
��	�	��� ��	�)% �	 �
 ���
∑

Ni,p(u) = 1% M�	��	 
 ����
 ��� �	(����
�

 ����
 ��0��	�	��%



�+� ����� �� 	6
��� ��+ ����� 	������ ��

/% �� 	 ������ �	 6���� 3 m + 1: 	 ��
�� ��� <���	��	 �
�� 3 p: �� 	
������ ��� <���	��	 �
�� �	 ��
�� p 3 n + 1: 
��
 m = n + p + 1%
BD����� �������� ����) 
((��<���	�� 	� ����	��C

1% Ni,p(u) ε cp−k% �
 ���������� �	(���� �

 6 ������ �


����(	�	�)% �0
�����
�� �	 6 �	 (���� ����
�	�)% �	 ����������


0
�����
�� �� ��
�� p ������ 
 ����	��	�): ������ 
 ����
�	�)%

-% 4� ���	 ���� 	������ �	 ����(	�	�) 6: 	� ������ �	 <���	��	 �
�� ���
��� 3 
 (	O p − k + 1

����� ��������	
	

@ 8�
 ����
 �"�(	�� ��� (
��
 ������
�	
����� (�� 	 (���	 �	 �������
������	 �� (�	���� �	 �������% �
 ���
���	
 �
 ��
�� (�� 	�(���� 	
(
��
��	� 3 
�����
�� ����(	�	�) p 
	 6���� ��� ��	��	���� ��� �	
������	 �� (�	���� �	 �������% ������� ��� u0 � um 
��	
��
����(	�	�) p: 
 ����
 (
��
 (�� �	 ������	%

@ �� ����� �	 �3�	�� ���� �� �
�� (
��	��
�� ��� ����� �"�(	��% % 4
��
��� �
��
��	� �	�(���� 
� ����� �	 ���	3� 3 D��� �� �������
��
� � ��0	��	(������
 �� ��
�� �� (�	���	� �
 ������ ��	 (���	
�� (�	���� �	 �������% 4 ��
�� 	�<
��	 �	��� '��
�� �
 ���	���� �
����	�(���� 
 (
�
����� p%

@ ���(�	��) ������ �����. (���� 
 ����
 3 ��������
 �� ���	�	�
��������% �
�
 
 ����
 �"�(	�� C(u) ��� uε[ui, ui+1): 
 ����
 �	
��
�� ���	�	� �������� ��'�	�� �
	 (���	 Pi−p . . . Pi

@ ���(�	��) ��
 ���	�
�
�

dC(u)
du

= C ′(u) =
n−1∑
i=0

Ni+1,p−1(u)Qi

Qi =
p · (Pi+1 − Pi)
ui+p+1 − ui+1

2����� �	
�� 	� (������
 �	 ��
 ����
 �"�(	��: �
 �	 �� ��
��
	�<��	���%

��� �"�$� !� %5���� $*� �"�$� %4��'���

��
	��	
�� D�	 �	 ����	�� D�
	 ���� 	 (���	 ��� 
������
�� � ����� �	 �3�	��
� � �"�(	�� � D�
	 	����� � �	=�������

$% �
 ����
 3 ��������
 
0	������ ��0	������� �������� �� (�	���� �	
�������9



�+� ����� �� 	6
��� ��+ ����� 	������ ��

• �3�	��� �4

• �"�(	��� �4

�% +��� �	 ��
 	 ��
�� ��
 ����
 �	�(���� 
 (�	���� �	 �������9

• �3�	��� ��
�� = 7����� �	 ����	�	 −1
• �"�(	��� 4��	(������� �
 (�	���� �	 �������

&% �
 ����
 ����
 	 (�	���� �	 �������9

• �3�	��� �	: �� (�	�� � ��0��	�� (����

• �"�(	��� 7�: �
 (�G ������ <
���: ��
��
��� �
��	 ���	 D�
��� 	
��
�� ��
 ����
% 2(��
��� D����
 ����	��: �	<
��	 �	 (�G <
�

(
��
�� (�� D�
�	
�	 (���� �� (�	����%

*% �
 <���
 ��
 ����
 � �� (�	���� ���� 	� D�
��� ���� �����
��9

• �3�	��� 7�: ��� 	� ���� ���� 
((����	�
��

• �"�(	��� �	 � 	 �	 (�G 
��	�	����
 <
� ��	��	����: ��� (
��	��
�	

�����	����	

/% �	 (�G 
���� ��
 ��
�<���
�	��� 
E�� ��
 ����
9

• �3�	��� �	: �(��
��� ��	 ����	�	 �� (�	���� �	 �������

• �"�(	��� �	: �(��
��� ��	 ����	�	 �� (�	���� �	 �������

1% �	 (�G 
���� 	 ������� ��
� ��
 ����
9

• �3�	��� 72

• �"�(	��� �4

-% �	 (������ �	����
�� �����	 �� �	��	9

• �3�	��� 72

• �"�(	��� 72



�+� 7� ��������� �� �����

��� ����� 	������ ��

4� '���
 �����	�	
�� 	 ������� ��
� �	 ��
 ����
 �"�(	��%

��& �' $����((�� !� "��'������ #"�$� %4��'���

�� ����� �"�(	�� �	��	����� (	O 	�<���
�	��	 B�	�3: 	 ��
�� ��
 ����
 � ��
������� ��	 6���C � ��
 ����	
 (	O ���(���
 �	�(���� 
� ����� �	 �F�	��% �
:
	 �
��	��	 �
��
��	 ���(���
�� D����� 	�������	����% ��	��: ��
 ����
 �"
�(	�� (�G ������ ��
 ����
 �	 �F�	��% �������: � ����� �"�(	�� ����	�<
��
����� � (��(�	��) 	�(���
��	 ��� �
��� � ����� �	 �F�	��% ;����: � �����
�"�(	�� <���	����� (	O >���	�		�) �	 ������� �	�(���� 
 �	G ��� (������ <
��
� ����� �	 �F�	��% ��� ����(	�: 	 ��
�� �	 ��
 ����
 �"�(	�� 3 ��(
�
��
�
 ������ �	 (���	 �	 ������	% �	O (���	�
�����: (���	
�� ��		��
�� �����
�	 ��
�� (	O �
��� � �
������� 
����
 �� ��
� ������ �	 (���	 �	 �������%
����	
�� �
��	
�� 
 (��	�	��� �	 �� (���� �	 ������� ����
 �
��	
�� ���
"
����� 
 <���
 ��0	����
 ����
 B(��(�	��) �	 ���	'�
 ��
�C% ��	��3 � �����
�"�(	�� ����	�<
�� 
 (��(�	��) ������ �����S ��: ���� �
��� �� �
��	���
������� ��
 <���
% 4�����: �	 ���� 
��� ����	��� (�� �	����
�� �� ��	�
��

 <���
 �	 ��
 ����
 ���� �
��	
�� 6����%

+����D��: �
 �	����
�� ��� � ����� �"�(	�� B�	 ����������
 
���� �
����� �	 ���	F�C ���� 
����
 ����� (�	���	
	 � � ����� (�	���	
	 ��� (��"
���� �
((������
�� ���� ��		 ����� ���(	�	 ���� �����	 � � �	��	% M�	��	 3
�	��	���
: ��
 �����
	��
�	��� ��� �"�(	��: 78���% �	��������� � 78���
(	O 
�
��	%

��, �'(����)� 6��� ��*������

2�	���	��� 	����	�� �� ����� ���� �� ������� ��	 6����: ����
 �
��	
�� 

<���
 ��
 ����
% +���	���
��� 
 (��(�	��) m = n + p + 1 
((
�� ��	
��
��� 
0
�����
�� �	 m ����� �� 
������ �	 n 	� D�
��� 	 �
��� �	 p �	���
'��
��% �0
�����
�� ��	 ���	 
0	������ �� ������� ��	 6��� ����� D�	��	



�+� "������!� 8��� ��������� ��

0
������ �� ������ ��	 (���	 �� (�	���� �	 �������% �

 (��(�	��) ��

������ �����. (��� 
 ����
 C(t): tε[uk, uk+1, . . .) �	
�� �� ���	�	� ��������
��'�	�� �
 Pk, Pk−1 . . . , Pk−p � � <���	��	 �
�� ���	 
��	 pi ���� = 0 B������
���� ���C% ����	G 0	����	����� �	��� <
��� ����	���
��� ��	�
����� 	 (���	
Pk, . . . , Pk−p%

2������ ����
�� p ����	 (���	 Qk �
	 ��� 	 �����	� (�	���� ��
 Pk−p � Pk

�	
 ����	��	�� �
	 Pk−pQk−p+1 . . . QkPk�

Qi = (1 − ai) · Pi−1 + aiPi

ai =
t − ui

ui+p − ui

k − p + 1 ≤ i ≤ k

����� ���
�	��
 �	  � �

�

.0 ��
 �����
	��
�	��� ��0
���	��� �	 �� +
���,
�% 8� ���� ����� � ��"
���	�
����� ��
�	� (�� ����
�� �� (���� �� ��
 ����
 �"�(	�� �
�� �� u
Bu ε [0, 1)C% �	����	
�� ��� 	��������
��� 
 ����(	�	�) �	 �� 6��� 	����"
�� �������� 	 ������ �	 <���	��	 �
�� ��� ��� ��� 
���
���
�� D����� 6���%
4�<
��	 �� 
 ����(	�	�) �	 D����� 6��� 3 k: �	 ���� 
 (	O p − k + 1 <���	��	
�
�� ��� ��� ��� 
���
����
�� D����� 6���% M����� 	�(	�
 ��� 	� �� 6��� �	
����(	�	�) p: �	 �
�) ��� ��
 <���	��� �
�� B������� p− p+1 = 1C ��� ��

	 ��	 �
��� 	� ����	�(������
 �	 D����� 6��� 3 $ (�� 
 (��(�	��) �	 (
��	�	���
��0��	�)%
�� u = ui: (�	��3 Ni,p(u) �= 0 	� [ui, ui+1): 	 (���� ��
 ����
 C(u) �	���
	�>����
�� �
 ��
��
����� �� (���� �	 ������� Pi%
M�	��	 C(u) = Ni,p(u)Pi = Pi%
�� �� 6��� �	��� 	����	�� �	(����
����� 	� ���� ��� 
 ��
 ����(	�	�) �	

p: 0��	�� ����� (���� �	 ������� �����
��: 3 	 (���� ��
 ����
 ��� ���"
�	�(���� 
� u% ��(� 
��� 	����	�� u (	O ���� B(���
��� 
 ��
 ����(	�	�)

 (C: 
 ����
 ���� (
��
�� (�� D����� ����� (����: ���� 3 	 (���� ��� ��

����
 ����	�(���� 
� u%
M����
 �������
�	��� �	 <���	��� ��
 ������� ��� ������� C(u)% 4����	
�� u
'���3 
 ��
 ����(	�	�) �	����
 p � 0��	�� (���� 3 C(u)%
�0
���	��� �	 	����	����� ��	 6���� (�G ������ <
�	����� ���	'�
�� (�� ���"
�	�<
�� 	 ������ ���(�% ����	
�� 	����	�� u ��� 	 ������ �	 ���� ������
�	�

 <
� �	����
� u: �� 6��� �	 ����(	�	�) p%



�+� "������!� 8��� ��������� � 

"������!� �� �� 	���3 ���������

�0
���	��� �	���� 	� 	�(�� u � (������ 0���(�� C(u): u ε[uk, uk+1) � u = uk%
��'�	
�� �� ����
���� � ��� 	��	�
 
 ����(	�	�) �� 6��� u�

• �� s = 0: �	
 h = p B�	�3 	����	
�� u: p ����C

• ���	����	 �� u = uk �
 ����(	�	�) s: �	
 h = p − s B�	�3 	����	
�� u:
p − s ����C

4 ����	 (���	 �	 ������� ������� ���A ��'�	�	�

Pk−s,0Pk−s−1,0 . . . Pk−p,0

���� �  	��	�
 � ���( 	�	�	
�P

Pi,r = (1 − ai,r) · Pi−1,r−1 + ai,r · Pi,r−1

��� k − p + r ≤ i ≤ k − s ��

ai,r =
u − ui

ui+p−r+1 − ui

4 (���� �	 ������� Pk−s,p−s �
((������
 
 ����
 �"�(	�� +B�C%

P

P

P

P

P

P

P

P

P

k-p ,  0  

k - p + 1 ,  0

k - p + 2 ,  0  

k - p + 3 ,  0

k -p  + . . . ,  0

k - p + 1 ,  1  

k - p + 2 ,  1   

k - p + 2 , 2  

k -s ,  p -s  

��
'�
������
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P

P
k - p , 0

k - s , 0

P

P

k - p , 1

Pk - p  + 1 , 1

k - p  + 1 , 0

P
k - p , 2

P
k - p , 3

P
k - p , 4

      C(u)

���������
����

4 ����
�� 	 (���� �	 ������� Pi,r �	(���� �	�(���	�
����� �
0	��	�� i: �

����
���� r 	��	�
 	 ������ �	 	���
�	��	 (�� (���
�� u 
� 
���� ����(	�	�)
p � �
 ��
�� p: 
 �	=�����
 ��0
���	��� �	 +
���,
� �� D�
� 

�	(������
 ��
 ��� ��0	��	�� i% �0
���	��� �	 �� ���� 3 ��
�	� � �	����	��%
�
 ��
�		�) (������� �	 ��� 
�(	'�
�� 0������ �	 �
���
�	���: �
�� ��� �	

���
 ��� ����	�
�	��� 	��
�� (��	�	�
 �	 ����
 $P 
 �	����	�	�) 	�(	�
 

�	
((	�
�	��� 
 �� ������%

��/ �' ���7'�)� !�''� *#�'�� !�� 8���*

� '�� �	 ����
�� �� ������� �
�
������ ��
 ����
 �����	�
: 3 ������
�	�
����	��� 
����
�
����� 	 6����% 4� �����
� �	 ���� ���������

• �	�	�
 ����
���


• �� ��
'��

• �	�(���� �	 
���� (��(�	��) ��'�	�� B��% 
�����	�
�	�	�)C

����	���� 6���� �D�	�	��
��	 �������

uj+p =
j

n − p + 1

j = 1 . . . n − p

	 �	���
�	 ���� ���� ��
����	% 4�<
��	 3 (���	�	� ��� 
 ����
�	��� �	
�	�����	 �
0������� ���	���
��%
+
��	
�� uj+p 	� �
�	��
 �	����
 B
���
��C�

uj+p =
1
p

j+p−1∑
i=j

ti

��� j = 1, . . . , n − p% � D����� (���� 	 (�����
 3 ���� ����	��� ti%

• ti = i
n % 7�� �
 ����: ������� ��
 �	���	���	��� ��	<����%



�+� 7��������
���� ������� �#

• �(��� 1����(� ����� t0 = 0 � tn = 1: 	 ����
��	
tk = 1

L

(∑k
i=1 |Pi − Pi−1|

)
��� L =

∑ |Pi −Pi−1| ��� L =
∑ |Pi −Pi−1|%

M�	��	 �� ��
 ����
 �	 
��	�	�
 
 (�	���� �	 �������: 
 �������

�� �������� ��
 ����
 ��
 ��� (���	 �	 ������� �	�	�	 3 (����	�



 �������
 ��
 ����� �	 D����	 ��� (���	 � 
 �������
 ��

����
 3 (����	�
 

 �������
 ���
� �� (�	���� �	 �������%

• ������������ tk = 1
L

(∑k
i=1 |Pi − Pi−1|α

)
�

$% �� α = 1: 
��	
�� +���� ������

�% �� α = 1
2 : ����	(��
 ��	�	�
�%

��0 �������'������ ('�7�'�

�
�	 n + 1 (���	 d0, d1, . . . , dn ������� ������	�� ��
 ����
 �"�(	�� �	 ��
�� p
'��
�� �
� ��� (
��	 
���
����� 	 (���	 d0, d1, . . . , dn 
((��
 	��	�
�	% 4 �
��	
��	 (
�
����	 t0, . . . , tn ���� �
��
�	 ��		��
��� 	 �����	 ���	% �
 D����	
(
�
����	 �	 �
��
 	 ������� ��	 6���� �	 m + 1 (���	% M�	��	 0	�����	�
 ��
�	����
 3 ����	��	�
 �
�	 n + 1 (���	 �	 ������� p0, p1 . . . , pn ���

p(u) =
n∑

i=0

Ni,p(u)Pi

M�	��	�

dk = p(tk) =
n∑

i=0

Ni,p(tk)Pi

��� k = 0, . . . , n% �
 �
��	�� ��� <���	��	 �
�� �
��
�
 ��	 (���	
(
�
����	��
�	�

N =

[
N0,p(t0) . . . Nn,p(t0)
N0,p(tn) . . . Nn,p(tn)

]

D =

⎡
⎢⎣

d0,1 d0,2 . . . d0,s
%%%
dn,1 dn,2 . . . dn,s

⎤
⎥⎦

4 dk ���� ��
��
�	 ���� ������	 ��� �(
�	� s"�	����	��
�% �������

P =

⎡
⎢⎣

P0,1 P0,2 . . . P0,s
%%%
Pn,1 Pn,2 . . . Pn,s

⎤
⎥⎦

�
((������
 	 ������� K	�����	�
L% ;	(	�
����� � �(
�	� s 3 �	 �	����	��� 2
� 3% ��� ���	 i: D�	��	: ������� �	������ 	 �	����
 D = N · P �����
 (��
�����
�



�+� 7��������
���� ������� �%

�	
 di 	"��	�
 �����
 �	 D � pi 
 	"��	�
 �����
 �	 �

di = N · pi



�������� 


�
�� �
���

�� ����� 78��� ����
�� �����	 �� �	��	% �0
����	�� 78��� 	��	�
 7��
8�	<��� �
�	��
 �"�(	��% 4� (
��	��
�� 	 ����	�� �
�	��
 	��	�
 ��� �
<���	��	 ���� 
 ��
��	 �� �	(� (�	���	� �� (�	���	� B
���� �	 ��
��
�	�����C% 4����� ���� �
((������
�� �� �
�� �����
� �	 �"�(	��% M�	��	 	�
�� ����� ������

N U R B S

B - S p l i n e

B e z i e r

��� ������

�
 (
����	�) ��� 78��� 3 �	�
����
% �	 ���� 
���� ��� �
��	�
�	 ���
���(����� (�� D����� �	���%

• 5�� ����(�	�%.�	 �	 
���(������� ���� 	�������� 
�������� �	 
���
	��
�� � 78��� D�
��� 
��	 <
 
���
�
 (�� +��(�����	���: 

���(� ��
 ��� �
��	��	 
�	���� +�� �� �����% 4 / 
(�	� �  / 5��
�
 �	������ �

 +�� ���	��T 	 +�� ���	��T �	<��	�� �U
�� (��
D����
 ��� �����	���� 

 �����	�) +��%
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• ��� �% �	�� � V
T�� ;	��% �
 �����	�) ��	���	'�
 �	�������
��
�	������� 	� ��� �% �	�� � V
T�� ;	�� 	 (
��	 ��� 78���% �
����	���	
��
 �� ��� �����	���� <���
����
� 
 D����
 �������	
: �	 3
	 (������� ����� ;�� 78��� ���6 �	 ��� 1*/ (
�	��: ���
����	��	��� 0	��	�(��
�� ����� �	 �	<��	����� (�� ��	��D�� �	 ����(	 �	
78���% ��� �% �	�� 3 (��<������ �	 ���(���� ��	���� � 	�������	

(����� 08�	����	�T �< ����� ���	�
 ������ V
T�� ;	�� 3 
���
�����
����(
�� 	� ����U
��: ��0
�	���
 ���
�
 (�� ��	�((
�� �
�������	
	��
�� 
 	����	
 78��� ��	
�
�
 7	�: �����	��
 ��
�����%

��� 	��#95 "*��� '� #"�$� 
�%�:

+��� �	) �	��� 	� (��������
 � ����� �"�(	�� ��� �
��� ��(����	�	�) �
� �

������� (���	�	� 
 ����
�	��� �	 �	��	 � �����	: ������� �	
�� ����
(����	�		 � �	���� �	 (��(�	��) 	�������
��	% 4 �����	 � � �	��	 (������ ������
�
((������
�� ��
����� ��� <���	��	 �
�	��
	% 2������ D�	��	 ���������
����	������� � �"�(	��%

����� !��"#$% �� "���� �����	� 
 �	��"

 � ������������

� "��"#	
&

.����� ����	���	
�� �� (	���� ����(	� ��
'���

�� D�
���� 	��
�	�	 �
((����
�� ��� ����� �"�(	�� �	 ��
�� �	����� ��� !
(���	 �	 �������% �
 �	�	���
 ����� �����
 	 ��
�	 ��� ����� ����
�	�(���	�
����� �: &: /: $ % �((
�� ��	
�� ��� 	 ��
�� � ��
 (�	�
 ����

B(�	�
 '���
 
 �	�	���
C 3 '� ���((� �
��� (�� �
((������
�� �� �����	� B�

(	������� �� D�
��
�� ��� 	 ����	 
�������
�	CP ��� 	 ��
�� & �	 	�	�	
 
�

((����
�� D�
��� �	�	��
�����: �
 �	
�� 
����
 ���
�	 �
 ������
��	���	��: ������ �	����
�� �� �����	�% +��A 
���� 	 ��
�� / 3 	���E�	���� �
��� 	 ��
�� $ �	 
��	�	�
 
 �	���
�� �(��
��% �
 ��� 
��	
�� 
����

�	����
�� �� �����	� � 	����� �� ��
�� �
��� 
�� 3 	�
�����
�	�W

��� ��!�''��� '� #"�$� 
�%�

�� ����� 78��� ������� ����
�� ��
����

• u0 . . . un� ������� ��� ����:
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• Ni,p(u)� '��
���� ����:

• p� ��
�� '��
��:

• wi ≥ 0� ���� ��� �
((������
�� 0	�(���
��
 �� ���� 
����	
��% 4�
����	
 	 (��� wi 
����	
�� 
 (���� (������� ������ 
���� ���
�	��: 	�
��
�) 0
����	
�� �� �
��� wi ≤ 0 3 ��
 (�
�	�
 ��� ��		��
�
%

�	 (���	 �	 ������� �	���: D�	��	: 
���	��	�� �� (��� ��� 	����	'�
 0
((����
�
�� 

 ����
�	��� ��
 ����
% +�� w 
��: 
 ����
 ������) 
�

��	�	�
��	 
 (���� �	 ������� 
� ���� 
����	
�� ������ ��� w = 0 
 ����

��� �
�) 	�>����
�
 �
 D�� (���� �	 �������% +�	
�
����� ��� w ���
�	��

 ����
 �	 
���
���) �
 (���� �	 ������� 	��	�
��% 2������ �	����
�� ���
	 ����	�� ���
�	�� �� (��� 3 ��
 <���
 (��� ��		��
�
%

��& ���������� !� #"�$� 
�%�

8�
 ����
 78��� �	��� 	��	�
�
 �����

C(u) =
∑n

i=0 Ni,p(u) · wiPi∑n
i=0 Ni,p(u)wi

7� �
�� 	� ��	 wi = 1: C(u) = �"�(	��% 4�<
��	�

C(u) =
∑n

i=0 Ni,p(u) · wiPi

1

����� '	������	 	����	��	

�

 ��'�	�	��� �	 ����
 78��� ������� ��� �	���
�	 ���� 	�(���
��	�

$% �� ����	 	 (��	 ���� ���
	 
� $: 
 ����
 78��� �	 �	���� 
� ��

�"�(	��% M����� 3 �
�
� (�	��3 	 ������ (�	��� 	� <���
 �������

���� 	����	�	 
 ��� �D�	�
���� +
����	
��%

�% �� ����� 78��� ���� �
�	��
	% ����� D����� 3 <
�	����� ������
�	��
� <���	��	 �
��: ���	(	�
�� (�� 	 ������� ��	 ������ (�	��� Pi ����
��
 <���
 (�	���	
� �	 ��
�� pP 
� ������ ���� 	 �����	�
���� 3 

����
 �	 ����	 	 ���E�	���	 �� 3 
����
 	� <���
 (�	���	
� �	 ��
��
p% M�	��	 	 ���E�	���� �� ������� ������ (�	�� 3 	 D���	���� �	 ���
<���� (�	���	
	 �	 ��
�� p � 	���	�
�	����� C(u) 3 �
�	��
�%

��, ����!����� �)�(����

�
 �������	
 .��	��
 �
��	�
 ��� �
 	 ��������� �	 ∞P �	 �(��
 	� R2 � R3

��		��
��� �	�(���	�
����� (x, y) � (x, y, z)%



�+� ���������� �!������ ��

�0	��
 3 D��
 �	 ��������� 	 �������� �
��	���
	� R: ����	���	
�� 
 ��((	
 (a,w) (���� ��� 	��	�
 a

w ��� a εR � w �= 0%
�� w = 0: D�	��	 (a, 0) 
��	
�� ∞% �	
�� 	� (������
 �	 �� (����

0	�'�	��%
M����� ������� ��������
����� 
 ��
��
�	��� ��� �(
�	� �	 �	<��	����� R%
7� �
�� �	 R2: 
��	
�� ���� (���� �	 (
�����
�

Ax + By + C ≤ 0

�
 ��((	
 (x, y) �	����

( x

w

)
,
( y

w

)
�������

A

(
x

w

)
+ B

(
y

w

)
+ C ≤ 0,

Ax + By + Cw = 0

�� ����(	� (����	
�� 
 ��	(
 (3, 4, 5) ���� x = 3: y = 4 � w = 5P ������ 


��
�<���
�	��� 	� �����	�
�� �������� �
 ���� �	���
�� 
 ��((	

(

3
5

)
,
(

4
5

)

����� (���)
����	
	 ��"�	���

• 7�� �
��	
�� 
 �������
 � 
���	%

$% ;�
�
�	��	% ���� � ��
�<���
�	��	 (	O ���(	�	: �
�� � �����	�
��
��������� ⎡

⎢⎣ x
y
1

⎤
⎥⎦

0��	���	�� 3 ��
�
�� �� (	
�� 
��	������� �� ������� ���
�����	�
�� [h, k]% M����� ��� �	�� ��� 
 x ���� 
��	������ h: 
 y
���� 
��	������ k � 
 ����
 �����	�
�
 �	�
�� 	��
�	
�
% M����

��
�<���
�	��� (�G ������ 
���� ��(����
 	� <���
 �
��	�	
��

⎡
⎢⎣ x′

y′

1

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ 1 0 h

0 1 k
0 0 1

⎤
⎥⎦ ·
⎡
⎢⎣ x

y
1

⎤
⎥⎦

.0 <
�	� ������
�� ��� x′ = x + h � y′ = y + k%
�
 ��
�<���
�	��� 	�����
�⎡

⎢⎣ x
y
1

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ 1 0 − h

0 1 − k
0 0 1

⎤
⎥⎦ ·
⎡
⎢⎣ x′

y′

1

⎤
⎥⎦

�% ���
�	��	
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⎡
⎢⎣ x

y
1

⎤
⎥⎦ ����
�� �	 �� 
���� α �	�(���� 
0��	�	���

⎡
⎢⎣ x′

y′

1

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ cos α − sin α 0

sinα cos α 0
0 0 1

⎤
⎥⎦ ·
⎡
⎢⎣ x

y
1

⎤
⎥⎦

&% ;�
�
�	��� (	O ���
�	���%
+�	
�
����� � �(��
�	��	 ��(����� 	� <���
 �
��	�	
� ���� (	O
���(
��� � (������ 	������� (	O 	�����	��	% �� ����(	� 3
(���	�	� ��(�	���� � �(��
�	��	 �	 ��
�
�	��� � ���
�	��� 	�
��0��	�
 <���
 �
��	�	
��

⎡
⎢⎣ x′

y′

1

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ cos α − sin α h

sinα cos α k
0 0 1

⎤
⎥⎦ ·
⎡
⎢⎣ x

y
1

⎤
⎥⎦

• ;�
�<���
�	��	 
E�	% +
��	
�� 
 <���
 �	 �� �������%

$% ��
	��% �	 	���
��	�� � �	�(	��	�	��� �� �������P �	 <
��� ��

 �
�����	�
�� �	 �� <
����� p:q:r ��� �� < $ �	�(	��	�	��� 0�������:
	����� �� > $ 	���
��	��� 0�������% M�	��	�

⎡
⎢⎢⎢⎣

x′

y′

z′

1

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣

p 0 0 0
0 q 0 0
0 0 r 0
0 0 0 1

⎤
⎥⎥⎥⎦ ·

⎡
⎢⎢⎢⎣

x
y
z
1

⎤
⎥⎥⎥⎦

4 ���E�	���	 �	 ����
�� ����	 ��
 �	
���
� (�	��	(
�%

�% ���
�% �(	��� 0������� 	� ��
 �	���	��� (
�
�
 
� �� 
���%
�	���	��� S� ⎡

⎢⎣ x′

y′

1

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ 1 α 0

0 1 0
0 0 1

⎤
⎥⎦ ·
⎡
⎢⎣ x

y
1

⎤
⎥⎦

�	���	��� T� ⎡
⎢⎣ x′

y′

1

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ 1 0 0

α 1 0
0 0 1

⎤
⎥⎦ ·
⎡
⎢⎣ x

y
1

⎤
⎥⎦

• ;�
�<���
�	��	 (��	���	��% ���� � ��
�<���
�	��	 (	O �����
	:
�
��	
�� 
 <���
 ��0�������%



�+ ������� �� ��� ����� �94	� �� �� ����� ������ u ��

⎡
⎢⎢⎢⎣

x′

y′

z′

1

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣

P11 P12 P13 P14

P21 P22 P23 P24

P31 P32 P33 P34

P41 P42 P43 P44

⎤
⎥⎥⎥⎦ ·

⎡
⎢⎢⎢⎣

x
y
z
1

⎤
⎥⎥⎥⎦

�0��	�
 �	�
 ��� 3 ������
�	
����� ���(���
 �
 ��	 0 � 1%
.���(	�� ⎡

⎢⎣ 1 − 1 0
−1 2 0
−1 0 0

⎤
⎥⎦ ·
⎡
⎢⎣ 1

0
1

⎤
⎥⎦ =

⎡
⎢⎣ 1

−1
0

⎤
⎥⎦

M����� �	(� �	 ��
�<���
�	��� �
 
 �����
 �
(
�	�) �(��
�	�
 ��� 
���
���<���
�	��	 ��� 0
��	���
 �� ��!���!���� '��!� B��% �� �	��	
�	����
 �� �����	� � �%�%C%

��/ ��'#�'� !� "�� #"�$� 
�%� �� "� �"���

�**��� u

����� ���
�	��


�	 (
��� �
 ��
 �"�(	���

C(u) =
n∑

i=0

Ni,p(u)Pi

.0 (���	�	� ��(�	���� Pi ���	
��� � ��� ���������� ���������

Pi =

⎡
⎢⎣ xi

yi

zi

⎤
⎥⎦

� D����� (���� 3 (���	�	� �	���	���� Pi ���� �� ������� �����
 ����	��	�� �

D�
���� ���(�����	�

Pi =

⎡
⎢⎢⎢⎣

xi

yi

zi

1

⎤
⎥⎥⎥⎦

� D����� (���� ����	���	
�� �� (��� wiP (�	��3 �
((	
�� ��� ���	(	�
���
� �����	�
�� �������� (�� �� (���� �=  : ��� 
����� ��� �(���
����� ��

����
: �(��	
�� 
 �������
 �(��
�	����

Pi =

⎡
⎢⎢⎢⎣

wi · xi

wi · yi

wi · zi

wi

⎤
⎥⎥⎥⎦



�+� 7���������
���� ���!������ � 

M�	��	: ����	������ 	 ����� 

 <����
 	�	�	
��

C(u) =
n∑

i=0

Ni,p(u)

⎡
⎢⎢⎢⎣

wi · xi

wi · yi

wi · zi

wi

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣
∑n

i=0 Ni,p(u) · wi · xi∑n
i=0 Ni,p(u) · wi · yi∑n
i=0 Ni,p(u) · wi · zi∑n
i=0 Ni,p(u) · wi

⎤
⎥⎥⎥⎦

� D����� (���� �	 ����	
�� 	� (������
 �	 ��
 ����
 �"�(	�� *"�	����	��
�%
��� �������� 
 ����
 78��� �	����
�
: ������� �	�	���� ���	 ������� (��
0��	���

C(u) =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

∑n

i=0
Ni,p(u)·wi·xi∑n

i=0
Ni,p(u)·wi

∑n

i=0
Ni,p(u)·wi·yi∑n

i=0
Ni,p(u)·wi

∑n

i=0
Ni,p(u)·wi·zi∑n

i=0
Ni,p(u)·wi

∑n

i=0
Ni,p(u)·wi∑n

i=0
Ni,p(u)·wi

= 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=
∑n

i=0 Ni,p(u) · wi · Pi∑n
i=0 Ni,p(u) · wi

Quindischematicamente :

$% ;�
�<���
�� 
 ����
 78��� 	� ��
 �"�(	�� *"�	����	��
�

�% �((	�
�� 0
���	��� �	 �� ����

&% ;�
�<���
�� 
 ����
 �"�(	�� *"�	����	��
� 	� ��
 ����
 78���:
�	�	����� ���	 ���(������ (�� 	 0��	�� ���(������

��0 ��������������� (��)����#�

M��� ��� ������ �

 ��
��
�	��� ��� ����� 78��� 3 ��� ���� ���� ��

���(	�� ��
�(��	�	��� ��� ����� �"�(	��% 4�<
��	: ����	���	
�� �� �������
������ (�	�� <���
�� �
 D�
���� ���(�����	�

Pw
i = (wixi, wiyi, wizi, wi)

����	
�� ����	���
�� D����� (���� Pw
i ���� �� (���� ��� �(
�	� *"�	����	��
�

� ����������������: C(u) �	����
 ��
 ����
 �"�(	�� ��� �(
�	� 
 D�
����



�+# ,�������- �!�������� ��

�	����	��	�

Cw(u) =
n∑

i=0

Ni,p(u)Pw
i =

n∑
i=0

Ni,p(u)

⎡
⎢⎢⎢⎣

wixi

wiyi

wizi

wi

⎤
⎥⎥⎥⎦ =

⎡
⎢⎢⎢⎣
∑n

i=0 Ni,p(u)(wixi)∑n
i=0 Ni,p(u)(wiyi)∑n
i=0 Ni,p(u)(wizi)∑n

i=0 Ni,p(u)wi

⎤
⎥⎥⎥⎦

+��� �	) 
=���
�� 	� (��������
: �	�	���� � (�	�� ��� �����	�
�� (�� 

D�
��
 3 �D�	�
���� 
 (��	���
�� �� (���� *"�	����	��
� �� (	
�� w = 1% �

������� ��� 
 ����
 3 �������	�	� 	� ��
 78��� ���(	������� �	�	�����
� (�	�� ��� �����	�
�� (�� 
 D�
��
: �	 ������� ��� ��
 ����
 78��� ���
�(
�	� &"�	����	��
� 3 �=���	�
����� 
 (��	��	��� �	 ��
 ����
 �"�(	�� 	�
��� �(
�	� *"�	����	��
�%

��1 	������� �)��������

�
�� �� 	��	��� �	 n + 1 ������ (�	��� P0, P1, . . . , Pn 
� ������ ��	 D�
	
3 
����	
�� �� (��� ��� ���
�	�� wi B(�� ����(	� Pi �
 (��� wi ≥ 0C: � ��
������� �	 6��� U = u0, u1, . . . , um ����	��	�� �
 m+1 6����: 
 ����
 78���
�	 ��
�� p ���� ������

C =
n∑

i=0

Ri,p(u)Pi

� Ri,p 3 ��'�	�
 ���� ������

Ri,p(u) =
Ni,p(u)wi∑n

j=0 Nj,p(u)wi

�	 3 ����� �	 ��		��
�� ��
 ���
�	��� �	=������ (�	��3 �	 ���� �	���	���� 

��'�	�	��� �	 ��
 ����
 78��� 	� ��
 <���
 ���� �	�	�
 
� ��
 ����

�"�(	��% 7�
 ���
�	��� Ri,p(u): �
((������
 � <���	��	 �
�� ��
 ���"
�
 78���% � D����� (���� 3 ��	
�� ��� � ����� 78��� ���� ��
 �����"

	��
�	��� ��� �"�(	��: (�� D����� ���	�� �
��� ����� � (��(�	��) ���
�"�(	��% �� (��(�	��) ��� ������� ��<
�	��
�� D����� ���������

$% Ri,p(u) 3 ��
 <���	��� �
�	��
� �	 ��
�� p 	� u%

�% 7�� ���
�	�	�): (�� ���	 i � p: Ri,p(u) 3 ��� ���
�	�
%

&% ��((���� ��
�% Ri,p 
����� �
��	 ��'�	�	 ��� ��0	�����
�
[ui, ui+p+1: ������ 
0������� ��0	�����
� 	 �
��� 3 ����% M�����
	�(	�
 �� �
��	��� ������� ��
 ����
 (�	��3 ��� ����� � <���	��	
�
�� �
��� �� ���� <���
����
�%

*% �
��	�	��� ��0��	�)% �
 ����
 �	 ����� � <���	��	 �
�� ��0	�����
�
[ui, ui + 1C 3 $%



�+# ,�������- �!�������� �#

/% �� 	 ������ ��	 6���� 3 m + 1: 	 ��
�� ��� <���	��	 �
�� p: � 	 ���
������ 3 n + 1: 
��
 m = n + p + 1%

1% �
 <���	��� �
�� Ri,p(u) 3 ��
 ���
 ���(���
 �
 <���	��	 �
�	��
	 �	
��
�� p ��� (���	 �	 �	���	��� 
	 6���� ��0	�����
� [ui, ui+p+1).

-% � 6��� �	 ����(	�	�) k: 
 <���	��� �
�� Ri,p 3 ����	��
 Cp−k%
M����� 	�(	�
 ��� 
�����
��� 
 ����(	�	�): �������� 	 	��� �	
����	��	�) � 
�����
��� 	 ��
�� 
�����
 
 ����	��	�)%

!% �� wi = c (�� ����� � i: ���� c 3 ��
 ����
��� �	����
 �
 ����:
Ri,p(u) = Ni,p(u)%

� D����� (���� �	�	��� ������
�	� 	��	�
�� D�
	 ���� � �
�
����	��	���
(���	
�	 ��� ����� 78���: �������

• �� <���	��	 �
�� ���� �
�	��
	%

• ��((���� ��
�%

• �
��	�	��� ��	�)%

• �
�	
�	�� �	�	�	��	��% �� 
 ����
 3 ��������
 	� �� (	
��: �	��	'�
 ���
������
 	��
 	�������
 ��
 ����
 78��� (	O ���� �	 D�
��� ���

	��������	 	 (�	���� �	 �������%

• ������ �����S ��% �
 ����
 3 ��������
 �� ���	�	� �������� �����
��
�
	 ���	 (���	 �	 �������% 4� 
��	���
: �� u 3 ��������� 
0	������
��0	�����
� [ui, ui+1): 
��
 C(u) 3 �� ���	�	� �������� ��	 ������
(�	��� Pi−p, Pi−p+1, . . . , Pi% +�� D����� 
((
�� ��	
��: ��� ����	 	 (��	
������ ������ ��� ���
�	�	% �� D�
���� �	 ���	 � <����: 
 ������
�����S �� � �����D�� 
 �����S ��: ��� �
����� (�������%
�����	
�� ���� (���� �	 �	<��	����� 
 '���
 ��� ������

7�
 (�	�
 '���
 BD��
 
 �	�	���
C: �	��� �
((������
�
 ��
 ����
 �	
��
�� �: ��� n = 2 � m = 5% B�
 ���
�� 	����� ��� 	 (�	�	 � �	 ��	�	
��� 6���� ���� ���	
��	
�	C% 4 (��� 
����	
�� 
	 ��� ������ (�	��� 
�
������	�) �� (�	���� �	 ������� 3 $ � 	 (��� 
����	
�� 
 6���
	�������	�  %/% �
 ����
 �	
�� �� ���	�	� ��������%

7�
 '���
 
 ������: 	 (��� 
����	
�� 
 6��� ���	
�� 3  % �

������� ��� D����� (���� �	 ������� ��� 	�>����
 ��
 ����
: 	



�+% ����� �� 	6
��� ��+ ����� 	������ ��+ ����� ����� �%

�	���
�� 3 ������	�
�� �
� ������	�)% �
 ����
 �	
�� 
����


0	������ �� ���	�	� ��������%

�� 	 (��� �	��� �
��	
�� 	� −0.5: 
 ����
 ��� 3 (	O ��������
 ��
���	�	� �������� � D�	��	 
 (��(�	��) ��� 3 �	�(���
�
%

• 4��
�	
��
 (�� ��
�<���
�	��	 (��	���	��� 
 ��
�<���
�	��� �
 <
��
 ��	
(���	 �	 ������� � ��� ��
 ��'�	�	��� �	 +B�C%

��2 �"�$� !� %5���� $*� �"�$� %4��'��� $*� �"�$�

"�7*

��
	��	
�� D�	 �	 ����	�� D�
	 ���� 	 (���	 ��� 
������
�� � ����� �	 �3�	��
� � �"�(	�� � D�
	 	����� � �	=�������

$% �
 ����
 3 ��������
 
0	������ ��0	������� �������� �� (�	���� �	
�������9

• �3�	��� �4

• �"�(	��� �4

• 78���� �4 B
 (
��� ��� 	 (��� 
����	
�� 
	 (���	 �	 ������� �	

Ui≥  C

�% +��� �	 ��
 	 ��
�� ��
 ����
 �	�(���� 
 (�	���� �	 �������9

• �3�	��� ��
�� = 7����� �	 ����	�	 −1

• �"�(	��� 4��	(������� �
 (�	���� �	 �������

• 78���� 4��	(������� �
 (�	���� �	 �������

&% �
 ����
 ����
 	 (�	���� �	 �������9

• �3�	��� �	: �� (�	�� � ��0��	�� (����

• �"�(	��� 7�: �
 (�G ������ <
���: ��
��
��� �
��	 ���	 D�
��� 	
��
�� ��
 ����
% 2(��
��� D����
 ����	��: �	<
��	 �	 (�G <
�

(
��
�� (�� D�
�	
�	 (���� �� (�	����%

• 78���� 7�: �
 (�G ������ <
���: ��
��
��� �
��	 ���	 D�
��� 	
��
�� ��
 ����
% 2(��
��� D����
 ����	��: �	<
��	 �	 (�G <
�

(
��
�� (�� D�
�	
�	 (���� �� (�	����

*% �
 <���
 ��
 ����
 � �� (�	���� ���� 	� D�
��� ���� �����
��9

• �3�	��� 7�: ��� 	� ���� ���� 
((����	�
��

• �"�(	��� �	 � 	 �	 (�G 
��	�	����
 <
� ��	��	����: ��� (
��	��
�	

�����	����	



�+% ����� �� 	6
��� ��+ ����� 	������ ��+ ����� ����� ��

• 78���� �	 � 	 �	 (�G 
��	�	����
 <
� ��	��	����: ��� (
��	��
�	

�����	����	

/% �	 (�G 
���� ��
 ��
�<���
�	��� 
E�� ��
 ����
9

• �3�	��� �	: �(��
��� ��	 ����	�	 �� (�	���� �	 �������

• �"�(	��� �	: �(��
��� ��	 ����	�	 �� (�	���� �	 �������

• 78���� �	: �(��
��� ��	 ����	�	 �� (�	���� �	 �������: 	����� 3
	��
�	
��� 
���� (�� ��
�<���
�	��	 (��	���	��%

1% �	 (�G 
���� 	 ������� ��
� ��
 ����
9

• �3�	��� 72

• �"�(	��� �4

• 78���� �4

-% �	 (������ �	����
�� �����	 �� �	��	9

• �3�	��� 72

• �"�(	��� 72

• 78���� �4



�������� �

�
������

&�� �"����#� !� %�����

�� ��(��'�	 �	 ���	�� ������� ��'�	�� ����	���
��� �� 	��	��� �	 (���	 pij

(�� i = 0, . . . ,m � j = 0, . . . , n% M����	 (���	 ���� �	���	��	�	 �� �	 �� ���	���
��� (����� 	 ���� �	 ������� ���% �
 ��(��'�	� �	 ���	�� �	��� D�	��	 ���A
��'�	�
�

P (u, v) =
m∑

i=0

n∑
j=0

Bm,i(u)Bn,j(v)Pij

�
 ������� ��� 	 ��
�� �	 Bm,i(u) 3 � � 	 ��
�� �	 Bn,j(v) 3 �: (���	
��

=���
�� ��� 	 ��
�� �	 ��
 ��(��'�	� �	 ���	�� 3 B�:�C% �
 '���
 ��� �����
�����
 ��
 ��(��'�	� �	 �F�	�� ��'�	�
 �
 & �	��� � & ������ ������ # ������
(�	���% �
 ��(��'�	� �
 ��
�� B�:�C�



�+� �������� �� 	�
��� ��

����� !�
��	��*

$% Bm,iBn,j ≥ 0% 2����� � <���	��	 �
�� ���� ����� (��	�	��� D����

(��(�	��) �
�
��	��� ��� 
 ��(��'�	� �
�) ��������
 �� ���	�	�
��������%

�%
∑∑

Bm,iBn,j = 1% M�	��	 
 ��(��'�	� �	(���� ��	�
����� �
	 ������
(�	��� � ��� �

 ����
 ��� �����	�
��%

&% p(u, v) (
��
 (�� p(0, 0) : p(m, 0): p(m,n): p(0, n)% M����� �	 ������	���
��� 
 ��(��'�	� 3 <
�	����� �
�����
�	�%

*% �����S ��%

����� ���
�	��


P (u, v) =
m∑

i=0

Bm,i(u)

⎡
⎣ n∑

j=0

Bn,j(v)pij

⎤
⎦

4����� �	 �
��
�� 
 ��(��'�	� �=����
��� � �(��
�	��	 	� �
��
�
: (�������

qi(v) =
∑
j

Bn,j(v)pij

� D����� (����: ��		��
��� 0
���	��� �	 �� +
���,
�: �
��	
�� qi (�� ���	
i�
(�� i = 0�

q0(v) =
∑
j

Bn,j(v)p0,j

+�� �
((������
 
 (�	�
 �	�
 B�����
��	�	��
 �
� SC (���
 	� ��
�� ��

������ ���P
(�� 	N$�

q1(v) =
∑
j

Bn,j(v)p1,j

�	 ���	���: D�	��	�
P (u, v) =

∑
Bm,i(u)qi(v)

.0 ����
����� (���	�	� ��		��
�� 0
���	��� �	 �� +
���,
�: (�	��3 �	 ���	���
��
 ����
 ��'�	�
 ��	 ����	 (���	%

����� ����� 	�
��������	"#�

�0	��
 3 ��� '��
�� �� (
�
����� B�C: �
�	
��� � �� ��
 (
��	��
�� ����

��
 ��(��'�	�% 4� D����� ���� 3 (���	�	� ��������� 	 ����	 ��
 ��(��'�	�
�� ������
����� �
�����
�� (	O ��(��'�	 B����	�
����� �	 (������ <
�	�����



�+� �������� �� 	�
��� ��

�
�����
�� �	����� ����( B(����C ��0���	�
 �	 ���
�� ��
 '���
 �
��	�������
���(���
% 8� ����(	� �
�
��� 3 	 (
��� �
 �
�	� ����	��	�� �
 ��
 ���	�
�	 ����	 ��� 	� ���� 
������� <���
 �<��	�
C%

����� ����� 	�
��������	"#� ���"	��	

M�	��	 
 �
�	
�� ��	 ��� (
�
����	 u � v 3 (���	�	� �������� ��� ����� �	
������

P (0, v) =
∑
j

Bn,j(v)p0,j

P (1, v) =
∑
j

Bn,j(v)pm,j

P (u, 0) =
∑
j

Bn,j(v)pi,0

P (u, 1) =
∑
j

Bn,j(v)pi,m

����� '����������	
� ���
�	���

8� ������� �	�	����	��
� (�G ������ �
((������
�� 
���
����� 	 (������� �	
��� ������	 ��	�	����	��
	% 4� (
��	��
�� 
 ��(��'�	� �	 ���	�� �	�	����	��"

� �	��� ��(����
 
���
����� ��� ����� ��	�	����	��
	�

p(u, v) = [Bm,0(u) . . . Bm,m(u)]

[
p0,0 po,n

pm,o pm,n

] [
Bn,0(v)
Bn,n(v)

]



�+� �������� 	������ ��

+�	
�
�����: 	 ������� [Bm,0(u) . . . Bm,m(u)] 3 ���(���� ��� <���	��	 �	 �
��

�� uP 	 �������

[
p0,0 po,n

pm,o pm,n

]
3 ����	��	�� �

 ������ ���P 	 ������� ��
�(����[

Bn,0(v)
Bn,n(v)

]
3 �������� �
 ������� ��� <���	��	 �
�� �� v

&�� �"����#� %4��'���

����� 	� D����� �
�� 
��	
�� �� 	��	��� �	 (���	 Pi,j ��� i = 0, . . . ,m �
j = 0, . . . , n% 4� 
��	���
 �	 ����	���
 u = u0, . . . , uh � v = v0, . . . , vk% �

��
�	��� ��� ��
 	 6���� 
	 (���	 ��
 ��(��'�	� 3 ��(����
 �
�

h = m + p + 1 k = n + q + 1
M�	��	 ��'�	
�� ��
 ��(��'�	� �"�(	���

P (u, v) =
m∑

i=0

n∑
j=0

Ni,p(u)Nj,q(v)Pij

�
 '���
 ��� �����: �����
 ��
 ��(��'�	� �"�(	�� ����	��	�
 �
 &1 ������
(�	��� �	�(���	 �� 1 �	��� � 1 �������

����� !�
��	��*

• 7�� ���
�	�	�)� Ni,p(u)Nj,q(v) 3 ��� ���
�	�� (�� ����	 �	 p, q, i, j �
u, v ��0	�����
� ��
 0, 1%

• �
��	�	��� ��0��	�)� 
 ����
 �	 ����� � Ni,p(u)Nj,q(v) 3 $ (�� ���	 u
� v ��0	�����
� ��
 0, 1%



�+� �������� 	������ ��

• ������ +����S X�� �� (u, v) 3 	� [ui, ui+1) · [vi, vj+1): 
��
 pu,v �	
��
�� ���	�	� �������� ��'�	�� �
	 ������ (�	��� ph,k ���� i − p ≤ h ≤ i
� j − q ≤ h ≤ j% M����
 (��(�	��) ���	�
 �	����
����� �

 (��(�	��)
��� ������ �����S �
 (�� � ����� �"�(	��%
��� 
 �	���	��� u: �� u 3 	� [ui, ui+1): 
��
 �	 ���� 
 (	O p + 1
<���	��	 �
�� �	����� �
 ����: �� D����� 	�����
� ��	 6���: ��	�����
��
Nj,q(v), Nj−1,q(v), . . . , Nj−q,q(v)% +��A ��� 	 ������ (�	��� �


�����
 j − q 

 �����
 j �
��� <���	��	 �
�� �	����� �
 ���� ��

�	���	��� v% +���	�
��� D����	 ��� <
��	 	��	���: ��
����� 	 ������
(�	��� ��0	�����
� �

 �	�
 i − p 

 �	�
 i � � ������ �
 j − q 
 q
�
��� <���	��	 �
�� �	����� �
 ����% �
 ������� ��� D����� <���	��	
���� �
��	��	 �	 ���� � 
 ��� ����
 3 $: pu,v �	
�� �� ���	�	�
�������� ��'�	�� �
 D����	 ������ (�	���% +�	
�
�����: 
 ��(��'�	�
��'�	�
 �
 ����
���� [ui, ui+1 · [vi, vj+1) �	
�� ���(��
�����

0	������ ��
 ������ ���	�	� ��������%

• �����
 �	 ���	'�
 ��
�� Ni,p(u)Nj,q(v) = 0: �� (u, v) 3 <���	 �

����
���� [ui, ui+1) · [vi, vj+1) % �

 (��(�	��) �� ������� ��
�:
�
((	
�� ��� ��
 �	���	��� u: Ni,p(u) 3 �	����
 �
 ���� 	� [ui, ui+1) ��
3 ���� 
�����% �� 	 ������ (�	�� p3,2 3 �(���
�� 	� ��
 ����
 ��
�	���:
��� 0
��
 �	 �	�	�
�� ���	��� ��
 ��<���
�	��� � 
����� 
 <���

�	�
�� 	��
�	
�
�

• 4��
�	
��
 (�� ��
�<���
�	��	 
E�	� D����� 	�(	�
 ��� (�� �=����
��
��
 ��
�<���
�	��� �� ��
 ��(��'�	� �"�(	��: 3 (���	�	� 
((	�
�� 

��
�<���
�	��� 
 ����	 	 (���	 �	 �������: 	 �	���
�� ��� �
��	
 ��

((	
�� 
 ��
�<���
�	��� 
0�D�
�	��� ��
 ��(��'�	�%

• �� m = p, n = q � U = {0, 0, . . . , 1, 1, . . . , 1}: 
��
 
 ��(��'�	�
�"�(	�� �	����
 ��
 ��(��'�	� �	 �F�	��%

����� ���
�	��


+��� �� �
�� ��� ��(��'�	 �	 ���	�� 3 (���	�	� ����(���� � ��� ����
���	�:
(�������

q1 =
n∑

j=0

Nj,q(u)pi, j



�+� ���������
���� � 

4� �=���	 q1 �
((������
 (��(�	� ��
 ����
 �"�(	��: <
�	����� �
��
�	�

((	
��� 0
���	��� �	 �� ����% M�	��	 ����	������ ����������

Pu,v =
m∑

i=0

Ni,p(u)qi(u)

. 
���� 	� D����� �
�� �����	
�� ��
 ����
 �"�(	�� <
�	����� �
��
�	�%

&�� ���*�!��������

4 ��
��� �
��
��	� ��� ��(�'�	 �"�(	�� �	�(���� � ���	�� �	��� �	
������
�

 (��(�	��) �	 ������� ��
�% 4�<
��	 
 �
�	
�	��� �	 �� (���� �� (�	����
�	 ������� �	 ��
 �"�(	�� ���(���
 ��� ��
 �
�	
�	��� ��
� ��
 ��(��'�	�%



�������� �

�	����� ��������

,�� �� )�##9��� ;���(���#�

�	 
�
	����
��� � ��� �	(���	� �	 �
���	�� <�����
'���� ��������� � ����
����%

����� +� ��""#	� )
�
���,"� ���
�	"�

F o n t e  d i  l u c e

O t t u r a t o r e

Pe l l i co l a

4 ����
�: ����	���
�� ����	���: (
��
 
���
����� 0�����
���� � 	�(����	��


 (�	��
% �� �(��
�	��	 ��
 	��
�	�� ���� <
�	����� �����	�		%

����� +� ��""#	� )
�
���,"� �	�	����

4 ������	 +�2�: �
(
�	 �	 �	�	������ 	 ��� ����	 ���: ������
��� (���	�	�
0
����	
�	��� �	 �� ����� B��(����� (�� ���	 ������� ��
 ����
C �
((�����"
�
��� 0	�����	�) �	 ��� ��� �
 ��(	�� 	 ������� (������� 	� D��
 �(��	'�


��
% �
 �
((������
�	��� ��
 	��
�	�� ����� ��
 �
��	�� �������� �	 (��"
�	% +���	���	
�� �� 	��
�	�� $#� S $ ! P ������ ���
 ����(
 �	��
 � �		��	
�	 (	S�% �0��	���	�� 3 
 �������
 ����	��� ��
 �
��	�� �	 (���	%



�+� "������!� �� ��!��������� �#

F o n t e  d i  l u c e

O t t u r a t o r e

I I

I I

II

S e n s o r i

;��!���  <���'���!���� �!!�����

��((��	
�� �	 
���� ��
 	��
�	�� 
 1�(	S� � ��
 �������	��� 	������� 

/ 5�
��% M�
��� ���(� ��������) (�� 	��	
�� ��
�	�
�� 0	��
�	�� �
 U��9

• �0����(
�	��� 3 �
�
 �
� 1�(	S� ·3 B���(�����	C N $!��

• 4 �
�
 ��
��<�� 3 �	 1   �T��Y���%

• 4 ���(� ������
�	� 3 �
��
��� 18.000.000 : 6.000 = 3.000 ���% ������
/ �	���	

������ ��
 �������	��� 
 �
��
 
��
: �
(
�� �	 ��
�������� 
 -/ 5�	�Y���%
�������������� ��� �� ������	%

,�� �'(����)� !� #�)���**����

.�	����� �
�	 �����	 (�� ���(�	���� � ����	�� 
 ���	� 
 �
��	�� �	 (���	
�
((������
��� 0	��
�	��P ���	 ���� (	O � ���� �
	�	 � (��<���
��	�

$����� �������

.��� 3 	 ������ (	O ���(	�� �
 	�(�����
�� � (������� �	 ���(�	���� 0	�"
�
�	�� ��� �� �
((���� �	 ���(����	��� ���� 
��% ������((� D����� ����"
�� �	�	�
 ���
 	�<���
�	��� (�	��3 �(��
 �	�	�
��� � �	��� � � ������
(
�	 B�((��� �	�(
�	C �

 �
��	�� �	 �	<��	�����% +�	
�
����� ���	 (	S�
	�(���
��	 ������� ���
����� �	�	�
�	% 4 ������ �D�	�
� ���(	�������:

 ����
�
�� 
 �	����	��� �	 ��
 �
���	�
 <�����
'�
: 	 ��� 3: ���	
�����:
	�(��(��	�	�� ������� ����
�� �� ������ 
����
�	��%

4����������
���� ����!������

�<����
��� ��� 
((����	�
�	��	 3 (���	�	� �
((������
�� 
���� 	��
�	�	
�����<���
 �	 <���	��	 �
���
�	���% �� ����(	�� ��((��	
�� �	 
���� ��0	�"



�+� "������!� �� ��!��������� �%

�
�	�� 	���	��	�
����� ���(	�� ���� �� <
��	� �	 ��� ��	D��% .����� ��

(���	�	� �
((������
�	��� (������� ������ <
��
 �<����
��� 0�D�
�	��� (
�
"
����	�
 �	 ��
 ����
�

s = ax + b

�0	��
�	�� �	(�����) ��� �
 ��� (
�
����	: ����
�	
 	� D����� ����: (������
������ �
((������
�	 ��� ����
	 ���� ���(	�	 � D�	��	 ��� ��
	��	�	%2������
(
��
�� �
 ��
 �
((������
�	��� ��� �(
�	� '�	�� 
� ��
 �
((������
�	���
<���	��
�%

4����������
���� '��
������

��=���	
���	 D�	��	 �� ��
 �	���
 �	�
 ��
 �
��	��% 4��	��	
�� �� ��
��
'�� 	 �
�	 (���	 ��
 �	�
 	� D����	����

����	
�� ����
�� ��
 <���	��� ��� (
��	 
���
�����
	 (���	 �� ��
'��%

+���	���	
�� �� (�	���	� �	 ��
�� n �����D�� ��� �
��	��� �� ������ �	
(	S� −1�

f(x) = a0 + a1x + a2x
2 + a3x

3 + . . . + an−1x
n−1

�
 	 (�	���	 ��� <���	��
��: 	 ��
�� ���((� 
�� �
��
 <���� ���� ���	
��	%

����� �
�-	��	
� �	���� �	 � "���
 	�	��� �	 )��	
	

4����� �	 ��		��
�� 	 (�	���	� ��(�
	��	�
��: ��		������� 
���� <���	��	
���� 
��	�	��
�� ��
 ��� � ���	(	�
�� (�� 
���	 (
�
����	 B�
((������
�	���
	��
��C�

f(x) = a0ϕ0(x) + a1ϕ1(x) + . . .

.������ ���� � f(x): ������ 0	�����	�) 
����	
�
 
 (	S�: ������� �	) '��
��
� ϕ B<���	��	 (
��	��
�	 ���� I
� ����(	� <���	��	 ������JC: �� ������� ���


 (��	�	��� x: 0��	���	�� 3 �
��
�� 	 ���E�	���	% �� ����(	� �� (�	�� (	S�
0	�����	�) �	 �
��
�

f1 = a0ϕ0(x1) + a1ϕ1(x1) + a2ϕ2(x1) + . . . + an−1ϕn−1(x1)

7� ��������

f2 = a0ϕ0(x2) + a1ϕ1(x2) + a2ϕ2(x2) + . . . + an−1ϕn−1(x2)



�+� <���'��!��� ������ �� =������ ��

. ���A �	
�

fn = a0ϕ0(xn) + a1ϕ1(xn) + a2ϕ2(xn) + . . . + an−1ϕn−1(xn)

�	 ���	��� �� �	����
 �	 �D�
�	��	 	��
�	 	� n 	�����	�� ��� �	���� <���	��� 

����	��� B����� 
���� 	(����	 ���(�� ���	'�
�� ��� 
((	�
�	��	P 	� (
��	��"

�� 	 ���	 x1 . . . xn ������ ������ �	��	��	C%

����� �"���� ����� )��	
� ϕ

�
 ϕ �	��� ����
 ����	���
��� 
 ����	�) ��0
���	��� � 
����
����
 ��

�
((������
�	���% 2(��
��� ��
 ����
 ��
�	
�
 �	 �	���	
 �	 ��� 
���� ��

�
((������
�	��� �������
 � �	 ������� 	 (������� �	 �
��� ���� ���(����
B��0���	�� �	 O(n!))%

,�� ���*;��)��� $�'�#� !� ��"����

�0��		��� ��
 ��
�<���
�
 �	 ����	�� �	���� 
 ���(���	�) 
 O(N · log2 N)%
�� �
���	�� <�����
'��� �	�	�
	 	�(�����
�� 0
���	��� �	 ���(����	��� 
�"
��
����� �� �	���	�� 	�����
��: ������ ��������� 	 �	���
�� ����� ����
 �	���"
�� �	 ��
 
���	������
 �	 �
���P D����� ���(���
 
 (���	�		�) �	 �	�	
���	�"
�
�� � ���(�����	 � �	 ������� 	 �
��� ������!�%

����� ���
 ��	�

����	"


�0	��
 3 D��
 �	 
����	
�� 
� ϕ � <���	��	 ��	��������	��� sin � cos: ����"
������

T (x) = a0 + a1 cos(2πx) + a2 cos(4πx) + a3 cos(6πx) + . . . + b1 sin(2πx)+

b2 sin(4πx) + b3 sin(6πx) + . . .

+
��
��� T (0) � T (1)�

T (0) = a0 + a1 + a2 + a3 + . . . + 0

T (1) = a0 + a1 + a2 + a3 + . . . + 0


��	
�� � ������ �
���%

�	����
�
sin 2π = 0
cos 2π = 1

+
��
��� T (x + 1)�

T (x + 1) = a0 + a1 cos(2πx) + a2 cos(4πx) = T (x)



�+� <����!� �� ,������� ��

4 (��	��� �� (�	���	� 3 $: �	G �	��	'�
 ��� 0	��
�	�� �	 �	(��� �	
 
 �����

��� 
 �	�	���
 ��0	�����
� �	 �	<��	����� [0, 1]�

,�& �����)� !� 	��#�$�'

4 ������
 �	 �
����
 ����� (���	�	� 
 ���(����	��� �	 �� ����
�% ��� ���	
���(������ �� ����
� �	 �
��
 
 ��
 �����	
 ���� 0	�����
� ��
 <���	���
���
�
 
 D�
��
�� �������∫

f2(x)dx =
∑

a2
k + b2

k

,�, �����*� � ���'�*� !� ��"����

�
 <�����
 ��� ��(�	�� 
 �	����	 �	 ����	�� 3 
 ���������

TN (xk) =
N∑

j=0

(aj cos 2jπxk + bj sin 2jπxk)

M����� 3 �� (�	���	� ���(
��� �	 ��
�� N : ���� (�� ���	 (	S� ���: ���	 aj

� bj �	 (������� �	 ��(�	���� 
 �	����	 �	 ����	��% 4 ������ ��	���	�� 3 D�	��	
�
��
�� aj � bj %
4 (	S� ���� ����	 �D�	�	��
��	 � ����	���
�� 0	�����
� [0, 1]�
xk = k

2N 0 ≤ k ≤ 2N %
4����� 	 �
��� �� (�	���	� �� (���� '�
� 3 ���
� 
 �
��� �� (����
	�	�	
� (�� 
 (��	��	�	�) ��
 <���	���% +
��	
�� D�	��	 D�
��� ���� D�����
�D�
�	��	�

Tn(x0) = f0 =
N∑

j=0

(
aj cos

2jπ
2N

· 0 + bj sin
2jπ
2N

· 0
)

f1 =
N∑

j=0

(
aj cos

2jπ
2N

· 1 + bj sin
2jπ
2N

· 1
)

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·

f2N−1 =
N∑

j=0

(
aj cos

2jπ(2N − 1)
2N

+ bj sin
2jπ(2N − 1)

2N

)
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M�	��	 	 ������ �	 �D�
�	��� 3 �7P 	 ������ �	 aj 3 N +1 ���A ���� 	 ������
�	 bj 3 N + 1%

����� ��	�	��� ��"�� 	"
�	��

4 ������ �	 	�����	�� �	���
��� 3 2N + 2: ������ ��� ����� 	����(
�	�	� 	
�	����
% �
 
�
	��
��� f0 � fN �

f0 = b0 · cos 2jπx

2N
= b0 sin 0 = 0

fN = bN · sin 2Nπk

2N
= bN sinπk = 0

4 ������ �	 	�����	�� �	 �	���� D�	��	 
 2N %

����� '	�
���	
� ��� �	�����

8�
 	�(���
��� (��(�	��) �� �	����
 ��	��������	�� 3 
 ��
 ���
���
	�)�

∫ 1

0
sin 2kπx sin 2eπx dx =

=
∫ 1

0
cos 2kπx cos 2eπx dx =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0 k �= e

�= 0 k = e∫ 1

0
sin 2kπx cos 2eπx dx = 0

;
� (��(�	��) (������� �	 �������� 
 �	����	��� �� �	����
 �	 �D�
�	��	
B� D�	��	 	 ���E�	���	 aj � bjC 
�
	�	�
�����: ������ ����
 ������	 �����	
�����	�	� ⎧⎪⎨

⎪⎩
aj = 1

2N

∑2N−1
k=0 fk · cos 2jkπ

2N

bj = 1
2N

∑2N−1
k=0 fk · sin 2jkπ

2N

4 ������ �	 �(��
�	��	 ��� ������� (�� �
��
�� aj � bj 3 �
�� �

 ����

�	�

• 2N 
��	�	��	

• 2N ���	(	�
�	��	

• $

(�� ��
 ��
 ���(������% 4� ���
� �	 �
��� 8N2 + 2N �(��
�	��	%
�
���
��� ��� 7 ���� 
�	: 	 2N (�G ������ �	�	�
��: 
��	
�� ���A �� ���	��
�	 ��
�����
 (
�	 
 O(N2)%
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8� ������ ���(���� 3 �
((������
�� �
 ��
 (
��� ��
� � �
 ��
 (
���
	��
�	�
�	
�

(a + ib)

,�������- �!��������

i 3 0��	�) 	��
�	�
�	
�
i =

√−1 i2 = −1
�
 ����
 �	 ��� �����	 ���(���	 �	��� ���A ��'�	�
�

(a + ib) + (c + id) = a + ib + c + id = (a + c) + i(b + d)

�
 ���	(	�
�	����

a + ib) · (c + id) = ac + iad + ibc + i2bd =

= ac + iad + ibc − bd =

= (ac − bd) + i(ad + bc)

.�(�����	
��

eix = cos x + i sin x
e−ix = cos(−x)+i sin(−x) = cos x−i sin x

������ �	 .�����

eix + e−ix = 2cos x cos x = eix+e−ix

2

eix − e−ix = 2i sin x sin x = eix+e−ix

2i
4�'���
1
i = −i 1

i · i
i = i

−1 = −i

����� �������� �� "
��������� ����� TN(x)

� D����� (����: (
������ �

 TN (x)�

Tn(x) =
N∑

j=0

(aj cos 2jπx + bj sin 2jπx)

����	������ � <����� �	 .����: �����	
���

Tn(x) =
N∑

j=0

(
aj

ei2jπx + ei2jπx

2
+ bj

ei2jπx − e−i2jπx

2

)
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����� 	� ��	����
 ei � e−i: ���������

Tn(x) =
N∑

i=0

ei2jπx
(

aj − ibj

2

)
+ e−i2jπx

(
aj + bj

2

)
=

=
N∑

j=−N

cj · ei2jπx (1)

�0�D�
�	��� B$C 3 ����
 ������� �� =������% 2������ ���
�� ��� 
 ����
���	

�
 �
 N B(��	�	��C 
 −N B���
�	��C%
� D����� (�����

cj =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

aj−ibj

2 0 < j < N

aj+ibj

2 − N < j < 0

aN
2 j = N o j = −N

a0 j = 0

�0
�
	�	 �	 ����	�� 3 �
�
 �
�

Cj =
1
N

N−1∑
k=0

fke
−i2jπk

N

���� Cj �
((������
 	 �
��� ��	 ���E�	���	 (�� ���	 �
��� �	 ���% �0��		���
��� ����	��� �	�
�� (�G ������ �	
������ ������� � �����
�

fk ⇒ Sintesi di Fourier

Anti Trasformata
⇒ Cj ⇒ Analisi di Fourier

Trasformata
⇒ fk

�0��	���	�� �	�
�� ���(�� �
��
�� Cj : �
 3 (���	�	� 
���
�� �� N (���	 


���
 
��	��3 �7�

Cj =
1
N

N
2
−1∑

k=0

fk e
−i2jπk

N + fk+ N
2

e
−i2j(k+ N

2 )π

N

���	
�� w = e
−i2π

N �

Cj =
1
N

N
2
−1∑

k=0

fkw
jk + fk+ N

2
wjk · wj N

2
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+���	���
��� ��� 	 ����	�� wj N
2 (�G ������ ���	��� �����

wj N
2 = (e

−i2π
N )j

N
2 = e

−i2πj N
2

N =

e
−i2πj

2 = e−iπj

�	����	
�� ��� eix = cos x + i sin x: 
��
�

e−iπj = cos(−πj) + (i) sin(−πj) = cos(πj) − i sin(πj) = cos(πj).

cos(πj) =

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

1 per j pari

−1 per j dispari

M�	��	 (���	
�� �	���	���� 
 �����
 Cj �����

Cj =
1
N

N
2
−1∑

k=0

fkw
jk + fk+ N

2
wjk(−1)j

� D����� (���� 
��	
�� ��� ���(�����	 �	����� 
 ������
 ��� j �	
 (
�	 �
�	�(
�	� ⎧⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎩
C2m1 = 1

N

∑N
2
−1

k=0 (fk + fk+ N
2
)w2m1k

C2m1+1 = 1
N

∑N
2
−1

k=0 (fk − fk+ N
2
)w(2m1+1)k

+���	���
��� ��
 ����

1
N

=
1
2
· 1

N
2

=
1
2
· 2
N

=
1
2

������� w2 = w1 � fk + fk+ N
2

= f
(1)
k : �����	
���

⎧⎪⎪⎪⎨
⎪⎪⎪⎩

C2m1 = 1
2

∑N
2
−1

k=0 f
(1)
k · wm1k

1

C2m1+1 = 1
2

∑N
2
−1

k=0 f
(1)

k+ N
2

· wm1k
1
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f0

f1

f2
%%%
f7

⎫⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎭

f
(1)
0 = f0 + f4

f
(1)
1 = f1 + f5

f
(1)
2 = f2 + f6

f
(1)
3 = f3 + f7

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

N

2
termini

f
(1)
4 = f0 − f4

f
(1)
5 = (f1 − f5)w1

f
(1)
6 = (f2 − f6)w2

f
(1)
7 = (f3 − f7)w3

⎫⎪⎪⎪⎪⎬
⎪⎪⎪⎪⎭

N

2
termini

/������� �� >����� �����������
����

�
 <����
 �	 (
�����
 
���
 ��
 ���(���	�) 
�	����	�
 (
�	 
� O(N2) (�	��3
� �(��
�	��	 ������
�	� ��
�� (��(�	� N2% 8�		��
��� D����
 �
((������
�	���
�	 �
�

$% +��E�	���	 (
�	 BC2m1C�

• f
(1)
k = 1 · N

2

• w · fk = N
2

• ����
 ���
� N N
2

(�� �� ���
� �	 N
2 + N

2 + N
2 N 3

2N �(��
�	��	 (�� ������	�
�� ��
�	���� ���E�	����

�% +��E�	���	 �	�(
�	BC2m1+1C�

• f
(1)
k B����� � (�������C = 2 · N

2

• w · fk = N
2

• ����
 ���
� N N
2

(�� �� ���
� �	 2 · N
2 + N

2 + N
2 = 2N �(��
�	��	 (�� ���	 �	����

���E�	����

��� ����	 	 ���E�	���	�
3
2N · N

2 = 3
4N2

2N · N
2 = N2

}
7
4
N2

M�	��	 	� ����
��
 �	 3 ��
�
��
�� (���% ;���
�	
 
�
	��
��� ���� 
 <����

�	 (
�����
: ���	 �	���� ���E�	���� 3 ����
 �	 7 ����	�	 B�	 fkC ���	(	�
�	
(�� �	 ��(�����	
	P ��
 <����
 �	 
��	�� 	 �	���� ���E�	���� 3 ����
 �	
N
2 �����	 B�	 f

(1)
k ) ���	(	�
�	 (�� ��(�����	
	% M����� �	 ������	��� ��� �

��� <����� ���� ���(
�	�		 ��
 <���
 B�
�� 	 <
��� ��� 
 (�	�
 <����
 3
�� N ����	�	 � 
 ������
 �� N

2 C% M�	��	 3 (���	�	� ����	������� ����	�	����
� ��� <����� B� ����� �
�
��� �� N

4 ����	�	C%
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N  s o m m e  d i  N  t e r m i n i

N / 2  s o m m e  d i  N / 2  t e r m i n i

N / 2  s o m m e  d i  N / 2  t e r m i n i

N / 4  s o m m e  d i  N / 2  t e r m i n i

N / 4  s o m m e  d i  N / 4  t e r m i n i

N / 4  s o m m e  d i  N / 4  t e r m i n i

N / 4  s o m m e  d i  N / 4  t e r m i n i
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⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

f0

f1

f2

f3

f4

f5

f6

f7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⇒

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

f0 + f4 = f
(1)
0

f1 + f5 = f
(1)
1

f2 + f6 = f
(1)
2

f3 + f7 = f
(1)
3

. . . . . . . . .

f0 − f4 = f
(1)
4

f1 − f5 · w = f
(1)
5

f2 − f6 · w2 = f
(1)
6

f3 − f7 · w3 = f
(1)
7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⇒

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

f
(1)
0 + f

(1)
2 = f

(2)
0

f
(1)
1 + f

(1)
3 = f

(2)
1

. . . . . . . . .

f
(1)
0 − f

(1)
2 = f

(2)
2

f
(1)
1 − f3 · w1 = f

(2)
3

. . . . . . . . .

f
(1)
4 + f

(1)
6 = f

(2)
4

f
(1)
5 + f

(1)
7 = f

(2)
5

. . . . . . . . .

f
(1)
4 − f

(1)
6 = f

(2)
6

f
(1)
5 − f

(1)
7 · w1 = f

(2)
7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

⇒

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

f
(2)
0 + f

(2)
1 = c

. . . . . . . . .

f
(2)
0 − f

(2)
1 = c

. . . . . . . . .

f
(2)
2 + f

(2)
3 = c

. . . . . . . . .

f
(2)
2 − f

(2)
3 = c

. . . . . . . . .

f
(2)
4 + f

(2)
5 = c

. . . . . . . . .

f
(2)
4 − f

(2)
5 = c

. . . . . . . . .

f
(2)
6 + f

(2)
7 = c

. . . . . . . . .

f
(2)
6 − f

(2)
7 = c

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

8�		��
��� D����� ������ �	 �	���� <
�	����� 
� �������� ��
 ���(���	�)

�	����	�
 (
�	 
� O(n · log N)%
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1
2
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���� (���� 0��"
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 (�����
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����� ��
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⎞
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⎞
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C0

C4

C2

C6

C1 C5

C3

C7

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
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• +��(���� ���	��
�� ��
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IFT (x) =
∑
j

(aj + ibj) · (cos +i sin) =
∑
j

aj cos +iaj sin +ibj cos−bj sin

�
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 ���
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FT (x) =
∑
j

(aj − ibj) · (cos−i sin) =
∑
j

aj cos−iaj sin−ibj cos−bj sin

FT (x) =
∑
j

(aj + ibj) · (cos +i sin) =
∑
j

aj cos +iaj sin+ibj cos−bj sin

�� ��� ���
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f(x) = a0 · ϕ0(x) + a1 · ϕ0(x) + . . . + an−1ϕn−1(x)
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• ϕx
0(x), ϕx

1 (x), . . . , ϕx
n−1(x)% ���� �	 �	<��	����� S%

• ϕy
0(y), ϕy

1(y), . . . , ϕy
n−1(y)% ���� �	 �	<��	����� T
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���(������ y% �	 
((	�
 	 (������� �
����	
�� ��� ��� �
�	�

ϕx
0 · ϕy

0 + ϕx
0 · ϕy

1 . . .

ϕx
1 · ϕy

0 + ϕx
1 · ϕy

1 . . .

M�	��	�

f(x, y) = a0,0ϕ
x
0(x) · ϕy

0(y) + a0,1ϕ
x
0(x) · ϕy

1(y) + a0,2ϕ
x
0(x) · ϕy

2(y)+

+ . . . + a0,N−1ϕ
x
0(x) · ϕy

N−1(y) + a1,0ϕ
x
1(x) · ϕy

0(y) + a1,1ϕ
x
1(x) · ϕy

1(y)+

+ . . . + a1,N−1ϕ
x
1(x) · ϕy

N−1(y) + . . . . . . + . . . . . . + . . . . . . + . . . . . . + . . . . . . +

+aN−1,0ϕ
x
N−1(x) · ϕy

0(y) + aN−1,1ϕ
x
N−1(x) · ϕy

1(y) + . . . +

aN−1,N−1ϕ
x
N−1(x) · ϕy

N−1(y).
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