Insegnante Antonio Palladino

Sintesi di Geometria Razionale


RETTE PERPENDICOLARI 

E PARALLELE

Rette incidenti. Due rette a e b che si intersecano in un solo punto si dicono incidenti: 

Rette perpendicolari. Due rette incidenti a e b sono perpendicolari quando dividono il piano in 4 angoli retti. Per indicare che a è perpendicolare a b si scrive: a ( b.
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Rette oblique. Due rette incidenti a e b sono oblique quando non sono perpendicolari.

Teorema dell’esistenza e dell’unicità della perpendicolare. Per un punto P del piano passa una e una sola retta perpendicolare a una retta data r. Il teorema garantisce da un lato l’esistenza della retta e dall’altro, il fatto che tale retta è unica. Si possono verificare due casi: 1) il punto P non appartiene alla retta; 2) il punto P appartiene alla retta. Il punto in cui la perpendicolare interseca la retta data si chiama piede della perpendicolare.
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Proiezioni ortogonali. La proiezione ortogonale di un punto P su una retta r è è il piede P’ della perpendicolare condotta da quel punto alla retta. La proiezione ortogonale di un segmento AB su una retta r è il segmento A’B’ appartenente alla retta avente per estremi le proiezioni degli estremi del segmento dato.
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Distanza di un punto da una retta. La distanza di un punto P da una retta r è la lunghezza del segmento PH che ha per estremi il punto P e il piede H della perpendicolare condotta dal punto alla retta. 

Rette tagliate da una trasversale. Due rette r ed s tagliate da una trasversale t formano 8 angoli così denominati a 2 a 2:
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Gli angoli 3-5, 4-6 sono alterni interni; 1-7 e 2-8 sono alterni esterni; 2-6, 1-5, 3-7, 4-8 sono corrispondenti; 3-6, 4-5 sono coniugati interni; 2-7, 1-8 sono coniugati esterni. 

Rette parallele. Due rette a e b sono parallele o quando non hanno alcun punto in comune o quando coincidono. Si scrive a // b.

Teorema delle rette parallele. Se due rette tagliate da una trasversale formano angoli alterni interni congruenti, allora le due rette sono parallele.
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La parallela per un punto ad una retta. Data una retta r e un punto P fuori di essa, esiste una parallela ad r passante per P? Se esiste, è unica o ce n’è più di una? A questa domanda non è possibile rispondere con un teorema; accettiamo come postulato o assioma che la parallela esista e sia unica. Questa asserzione non può essere dimostrata ed è nota come V postulato di Euclide o postulato delle parallele. Accettando questo postulato si ha tutta una serie di conseguenze e si costruisce la cosiddetta Geometria Euclidea. Esistono altre geometrie in cui non si ritiene valido tale postulato, ad esempio assumendo che non esista nessuna retta parallela (geometria riemaniana o ellittica), oppure assumendo che ne esistano almeno due distinte (geometria di Bolyai-Lobatcevskij o iperbolica). Tali geometrie sono dette non-euclidee. Noi accetteremo valido il V postulato. Tutti i teoremi da questo punto in poi si fondano su tale postulato e hanno validità solo nella geometria euclidea.

L’inverso del teorema delle rette parallele. Se due rette sono parallele, esse formano: angoli alterni (interni o esterni) congruenti, angoli corrispondenti congruenti, angoli coniugati (interni o esterni) supplementari.
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Proprietà transitiva del parallelismo. Due rette parallele ad una terza retta risultano parallele tra loro.

Teorema dell’angolo esterno (Somma). In ogni triangolo l’angolo esterno è uguale alla somma degli angoli interni non adiacenti ad esso. 
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La somma degli angoli interni di un triangolo. In ogni triangolo la somma degli angoli interni è congruente ad un angolo piatto. 

  = 180 °

Corollario 1. In ogni triangolo rettangolo gli angoli acuti interni sono complementari. In simboli, 

( +  = 90° .
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Corollario 2. In ogni triangolo equilatero gli angoli acuti interni sono la terza parte dell’angolo piatto. In simboli, 
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Corollario 3. 2° criterio di congruenza dei triangoli generalizzato. Due triangoli sono congruenti se hanno ordinatamente congruenti un lato e due angoli qualsiasi.

La somma degli angoli interni di un poligono. In un poligono convesso (con lati non intrecciati) di n lati, la somma degli angoli interni è congruente a (n-2) angoli piatti. 

	poligono
	n
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somma

angoli

	Triangolo
	3
	180 °

	Quadrilatero
	4
	360 °

	Pentagono
	5
	540 °

	Esagono
	6
	720 °

	Ottagono
	8
	

	Decagono
	10
	




CRITERI DI CONGRUENZA DEI TRIANGOLI RETTANGOLI
Due triangoli rettangoli sono congruenti se hanno rispettivamente congruenti: 

1) i 2 cateti, oppure, 2) un cateto e un angolo acuto, oppure, 3) l’ipotenusa e un angolo acuto, oppure 4) l’ipotenusa e un cateto.

	1° criterio di congruenza dei triangoli rettangoli

Due triangoli rettangoli sono congruenti  se hanno rispettivamente congruenti due cateti.
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	2° criterio di congruenza dei triangoli rettangoli

Due triangoli rettangoli sono congruenti  se hanno rispettivamente congruenti un cateto e un angolo acuto.
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	3° criterio di congruenza dei triangoli rettangoli

Due triangoli rettangoli sono congruenti  se hanno rispettivamente congruenti l’ipotenusa e un angolo acuto.
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	4° criterio di congruenza dei triangoli rettangoli

Due triangoli rettangoli sono congruenti  se hanno rispettivamente congruenti l’ipotenusa e un cateto.
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QUADRILATERI

Parallelogramma. Un parallelogramma è un quadrilatero con i lati opposti paralleli.
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Proprietà del parallelogramma. Se un quadrilatero è un parallelogramma allora si ha che: 

1. i lati opposti sono congruenti; 

2. gli angoli opposti sono congruenti; 

3. gli angoli adiacenti sono supplementari; 

4. ciascuna diagonale lo divide in due triangoli congruenti; 

5. le diagonali si incontrano nel loro punto medio.

Criterio per stabilire se un quadrilatero è un parallelogramma. Se un quadrilatero ha:

· i lati opposti congruenti, oppure
· gli angoli opposti congruenti, oppure
· le diagonali che si incontrano nel loro punto medio, oppure
· due lati opposti paralleli e congruenti,

allora è un parallelogramma.

Rettangolo. Un rettangolo è un parallelogramma con gli angoli congruenti. Poiché in un quadrilatero la somma degli angoli è un angolo giro, ogni angolo vale la quarta parte dell’angolo giro e cioè l’angolo retto (90°).
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Proprietà del rettangolo. 

1. In un rettangolo le diagonali sono congruenti. 

2. Il punto d’incontro delle diagonali di un rettangolo è equidistante dai vertici del rettangolo.

Criterio per stabilire se un parallelogramma è un rettangolo. Se un parallelogramma ha le due diagonali congruenti, allora è un rettangolo.
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Rombo. Un rombo è un parallelogramma con i lati congruenti. 

Proprietà del rombo. Se un quadrilatero è un rombo si ha che: 

1. le diagonali sono perpendicolari fra loro;

2. le diagonali sono bisettrici degli angoli interni. 

Criterio per stabilire se un parallelogramma è un rombo. Se un parallelogramma ha:

· le diagonali perpendicolari, oppure
· le diagonali che sono bisettrici degli angoli,

allora è un rombo.

Quadrato. Un quadrato è un parallelogramma con gli angoli e i lati congruenti. Un quadrato è al tempo stesso un rettangolo e un rombo.
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Proprietà del quadrato. Un quadrato ha le diagonali congruenti, perpendicolari e bisettrici degli angoli. Il punto d’incontro delle diagonali è equidistante dai vertici.

Criterio per stabilire se un parallelogramma è un quadrato. Se un parallelogramma ha:

· le diagonali congruenti e perpendicolari, oppure
· le diagonali congruenti e una di esse è bisettrice degli angoli,

allora è un quadrato.

Trapezio. Un trapezio è un quadrilatero con due soli lati paralleli. I due lati paralleli si chiamano basi, uno la base maggiore, l’altro la base minore; i due lati obliqui, non paralleli sono detti lati del trapezio; la distanza tra le basi è l’altezza del trapezio.

Proprietà del trapezio. In un trapezio gli angoli adiacenti a ciascun lato obliquo sono supplementari. In simboli, 
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Trapezio scaleno. Un trapezio scaleno è un trapezio che ha i lati obliqui non congruenti.

Trapezio isoscele. Un trapezio isoscele è un trapezio che ha i lati obliqui congruenti. 

Trapezio rettangolo. Un trapezio rettangolo è un trapezio che ha uno dei lati perpendicolare alle basi. 

Proprietà del trapezio isoscele. In un trapezio isoscele gli angoli adiacenti a ciascuna base sono congruenti.
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FASCI DI RETTE PARALLELE
Fascio di rette parallele. Si dice fascio di rette parallele o fascio improprio di rette l’insieme di più rette parallele giacenti in un piano. Una retta che interseca una retta del fascio le interseca tutte. Essa è detta una trasversale del fascio.
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Quando le trasversali sono più di una, i punti in cui ogni retta del fascio interseca le trasversali sono detti corrispondenti. I segmenti corrispondenti sono quelli che hanno per estremi punti corrispondenti. A’, B’, C’ sono i corrispondenti dei punti A, B, C. Il segmento A’B’ è il corrispondente di AB, ecc.

Teorema di Talete. Dato un fascio di rette parallele tagliato da due trasversali, a segmenti congruenti su una trasversale corrispondono segmenti congruenti sull’altra trasversale; se un segmento di una delle due trasversali è somma di due o più altri, il segmento corrispondente sull’altra è somma dei segmenti corrispondenti ai primi.

Corollario 1. Se dal punto medio del lato di un triangolo si conduce la parallela a un altro lato, questa incontra il terzo lato nel suo punto medio.
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Corollario 2. Se in un triangolo si congiungono i punti medi di due lati, il segmento che si ottiene è parallelo al terzo lato e congruente alla sua metà.
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LUOGHI GEOMETRICI
Luogo geometrico. Un luogo geometrico è l’insieme di tutti e soli i punti di un piano (o dello spazio) che godono di una certa proprietà, detta proprietà caratteristica del luogo.
Asse di un segmento. Si chiama asse di un segmento la retta passante per il punto medio del segmento e perpendicolare ad essa.
Teorema dell’asse di un segmento come luogo di punti. Si può dimostrare che l’asse di un segmento è il luogo dei punti del piano equidistanti dagli estremi del segmento stesso.
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Bisettrice di un angolo. Si chiama bisettrice di un angolo la semiretta passante per il vertice dell’angolo e che lo divide in due parti congruenti..

Teorema della bisettrice di un angolo come luogo di punti. Si può dimostrare che la bisettrice di un angolo è il luogo dei punti del piano equidistanti dai lati dell’angolo stesso.
[image: image60.wmf]B



[image: image14]
CIRCONFERENZA & CERCHIO


Circonferenza. Una circonferenza è l’insieme dei punti del piano che hanno tutti la stessa distanza (detta raggio) da un punto fisso (detto centro).

Cerchio. Un cerchio è una figura piana formata dai punti di una circonferenza e da quelli interni alla circonferenza.

Teorema dell’esistenza e dell’unicità della circonferenza per tre punti.  Si può dimostrare che per tre punti non allineati passa una e una sola circonferenza.
Arco. Un arco è una parte di circonferenza compresa tra due suoi punti. 

Semicirconferenza. È un arco i cui estremi appartengono a un diametro.

Semicerchio. È la parte di cerchio compresa tra una semicirconferenza e un diametro.

Corda e Diametro.  Una corda è un segmento i cui estremi stanno sulla circonferenza. Un diametro è una corda passante per il centro.

[image: image15]
Teorema sulle corde. In una circonferenza, ogni diametro è maggiore di qualunque altra corda non passante per il centro.

Angolo al centro. Un angolo al centro è un angolo che ha un vertice nel centro della circonferenza.
Angolo alla circonferenza. Un angolo alla circonferenza è un angolo che ha il vertice sulla circonferenza e i due lati, o entrambi secanti la circonferenza, o uno secante e l’altro tangente.
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angolo al centro

angoli alla circonferenza

Un angolo al centro e una angolo alla circonferenza si dicono corrispondenti se insistono sullo stesso arco.

Teorema sugli angoli al centro e alla circonferenza. Un angolo al centro è sempre il doppio del corrispondente angolo alla circonferenza.
[image: image61.wmf]A

[image: image17.png]



Corollario 1. Triangoli inscritti in una semicirconferenza. Ogni triangolo inscritto in una semicirconferenza è sempre rettangolo.
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Settore Circolare. Si chiama settore circolare l’intersezione di un cerchio con un suo angolo al centro

Segmento Circolare a una base. Si chiama segmento circolare a una base la parte di cerchio limitata da una corda e dall’arco da essa sotteso.
Segmento Circolare a due basi. Si chiama segmento circolare a due basi la parte di cerchio compresa tra due corde parallele.
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	settore circolare
	segmento 
circolare a 1 base
	segmento 
circolare a 2 basi


POSIZIONI RELATIVE DI UNA RETTA E DI UNA CIRCONFERENZA.

Retta esterna a una circonferenza. Una retta si dice esterna a una circonferenza quando non ha punti in comune con la circonferenza.
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Retta tangente a una circonferenza. Una retta si dice tangente a una circonferenza quando ha un solo punto in comune con la circonferenza.
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Retta secante una circonferenza. Una retta si dice secante una circonferenza quando ha due punti in comune con la circonferenza.


[image: image24]
TEOREMA sulle tangenti a una circonferenza da un punto esterno. Sa da un punto P esterno a una circonferenza tracciamo le 2 rette tangenti alla circonferenza nei punti A e B, i segmenti PA e PB sono congruenti tra loro.
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POSIZIONI RELATIVE DI DUE CIRCONFERENZE.

Circonferenze secanti. Due circonferenze sono secanti quando hanno due punti in comune.
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Circonferenze tangenti. Due circonferenze sono tangenti quando hanno un solo punto in comune.
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Circonferenze esterne. Due circonferenze sono esterne quando tutti i punti di una circonferenza sono esterni all’altra e viceversa.
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Circonferenze una interna all’altra. Due circonferenze sono una interna all’altra, se, avendo raggi diversi, tutti i punti della circonferenza di raggio minore sono interni all’altra circonferenza.

Circonferenze concentriche. Due circonferenze, una interna all’altra si dicono concentriche se hanno lo stesso centro.
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POLIGONI INSCRITTI 

E CIRCOSCRITTI
Poligoni inscritti. Un poligono è inscritto in una circonferenza quando ha tutti i vertici sulla circonferenza. (In tal caso si può anche dire che la circonferenza è circoscritta al poligono)
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Non tutti i poligoni possono essere inscritti in una circonferenza. Un poligono è inscrivibile in una circonferenza se gli assi di tutti i lati del poligono si incontrano in uno stesso punto, e tale punto è proprio il centro della circonferenza in cui il poligono risulta inscritto. (Ricordiamo che l’asse di un lato è il segmento che interseca il lato perpendicolarmente nel suo punto medio).
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Poligoni circoscritti. Un poligono è circoscritto quando tutti i suoi lati sono tangenti alla circonferenza. (In questo caso si può anche dire che la circonferenza è inscritta nel poligono)
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Non tutti i poligono possono essere circoscritti ad una circonferenza. Un poligono può essere circoscritto ad una circonferenza quando le bisettrici degli angoli interni passano tutte per uno stesso punto e tale punto è proprio il centro della circonferenza a cui il poligono risulta circoscritto.
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PUNTI NOTEVOLI DI 

UN TRIANGOLO
Si può dimostrare che in un qualsiasi triangolo le 3 altezze si incontrano tutte in un solo punto; analogamente succede per le 3 mediane, le 3 bisettrici e i 3 assi dei lati. Tali punti di intersezione vengono denominati punti notevoli.
Punti notevoli di un triangolo. I punti notevoli di un triangolo sono 4:
l’ortocentro (H) è il punto d’incontro delle altezze del triangolo; 
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l’incentro (I) è il punto d’incontro delle bisettrici degli angoli del triangolo;
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Si può provare che l’incentro è il centro della circonferenza inscritta nel triangolo.


[image: image36]
il circocentro (C) è il punto d’incontro degli assi dei lati del triangolo;
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Si può provare che il circocentro è il centro della circonferenza circoscritta al triangolo.

[image: image38]
il baricentro (G) è il punto d’incontro delle mediane del triangolo.
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Teorema del baricentro. Si può dimostrare che il baricentro di un triangolo divide ognuna delle mediane in due parti e la maggiore è esattamente il doppio della minore. 

I 4 punti notevoli di un triangoli sono coincidenti?

Normalmente i 4 punti notevoli di un triangolo sono tutti distinti l’uno dall’altro e non si sovrappongono. Solo nel triangolo equilatero i 4 punti notevoli sono coincidenti in un unico punto.

QUADRILATERI INSCRITTI 

E CIRCOSCRITTI
Teorema su quadrilateri inscritti in una circonferenza. Se un quadrilatero è inscritto in una circonferenza, gli angoli opposti sono supplementari e viceversa, se un quadrilatero ha gli angoli opposti supplementari, esso è inscrivibile in una circonferenza.


[image: image40]
Corollario. Ogni rettangolo, ogni quadrato, ogni trapezio isoscele è sempre inscrivibile in una circonferenza. 

[image: image41]
Teorema su quadrilateri circoscritti ad una circonferenza. Se un quadrilatero è circoscritto ad una circonferenza, la somma di due lati opposti è congruente alla somma degli altri due e viceversa, se in un quadrilatero la somma di due lati è congruente alla somma degli altri due, esso è circoscrivibile ad una circonferenza.
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Corollario. Ogni rombo e ogni quadrato è sempre circoscrivibile ad una circonferenza. 
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POLIGONI REGOLARI
Poligono regolare. Un poligono è regolare quando ha tutti i lati congruenti e tutti gli angoli congruenti. 
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Teorema. Se un poligono è regolare allora esso è inscrivibile in una circonferenza e circoscrivibile ad un’altra. Le due circonferenze hanno lo stesso centro.

In un poligono regolare, il centro del poligono è il centro delle circonferenze inscritta e circoscritta. 
L’apotema del poligono è il raggio della circonferenza inscritta.

Il raggio del poligono è il raggio della circonferenza circoscritta. 
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