Le Coniche

Introduzione storica. Le coniche sono curve studiate sin dall’antichitaadti matematici hanno dato
il loro contributo allo studio di tali curve. Senabche per primo Menecme
(375-325 a.C.), un matematico greco discepolo alioRe e di Eudosso di Cni
do e maestro di Alessandro Magno, si sia imbattette coniche nel tentativc
di risolvere uno dei tre famosi problemi della nma&gica greca (i problemi d
Delo). Apollonio di Perga (262-190 a.C.), conostziabme il Grande Geome
tra, consolido ed approfondi i precedenti risultatile coniche nelloperae
Coniche esponendo la maggior parte delle proprieta tttamte. Apollonio di
Perga fu il primo a dimostrare che era possibitenare tutte e tre le sezior
coniche intersecando un cono con un piano e facpabeariare l'inclinazione
di tale piano. Fu anche il primo ad attribuire immadi ellipsis (mancanza),
hyperbola(lanciare al di |a),parabola porre accanto o confrontare).

Apollonio di Perga

Tali nomi erano adattamenti di termini usati poesgemente forse dai pitagorici nella soluzione-di
quazioni di secondo grado mediante I'applicazioreree.

Parabola
Circle

Hyperbola
Ellipse

Successivamente le leggikdeplero (1609 — 1618) sui movimenti dei pianeti diedera aotevole appli-
cazione delle coniche e delle loro proprieta geadotet. La prima legge di Keplero afferma che I'tabi
descritta da un pianeta e un'ellisse, di cui ieSmlcupa uno dei due fuochi.

Lo studio matematico delle coniche iniziato stameate per via geometrica € stato poi sviluppatp-e a
profondito daCartesio nella sua operd.a Geometria” (1637), con la quale il noto filosofo e matematico
francese introduce la Geometria Analitica. Cart&sipone la scoperta che le equazioni indeterminate
due incognite corrispondono a luoghi geometri@gcad insiemi di punti del piano che verificanoedet
minate proprieta. Le curve cartesiane che verifican'equazione algebrica di secondo grado sono pro-
prio le coniche di Apollonio, e questo e il motiper cui le coniche vengono anche detieve del secon-

do ordine



Caratterizzazione geometrica

Il termine conica e un aggettivo sostantivato absiglisce abi-
tualmente I'espressione esatta ma piu lusgaione conigasi
indica cosi una curva ottenuta secando un conotdzione con
un piano non passante per il suo vertice.

Sianoa una retta dello spazio reun’altra retta che incontri lé
prima in un punto V formando un angaio minore di 90°; si
chiamasuperficie conica indefinitala superficie generata in ur
rotazione completa della rettattorno alla retta.

Le due porzioni della superficie conica, quellaeigre e quella
inferiore si chiamandalde della superficie conica, la retaasi
chiamaasse la rettar si chiamageneratrice e I'angoloa aper-
tura della superficie conica.

Chiamiamor un generico piano non passante per il verticeeded e chiamiam@ I'angolo acuto che

esso forma con I'asse della superficie conica.

* Se il piano secante forma con I'assan angolo maggiore dell'angola e diverso da 90° cioe se
B >a la sezione conica e uedisse(fig. 1).

* Se il piano secante € perpendicolare all’asse deferficie conica cioe $e= 90°, la sezione € una
circonferenza(fig. 2).

» Se il piano secante forma con I'assen angolo minore dell'angole cioé sep <o la sezione e
un’iperbole (fig. 3).

* Se il piano secante € parallelo alla direttric&&@ep = ., allora taglia una sola falda della superfi-
cie conica e la sezione si chiaparabola (fig. 4).
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fig. 1 ellisse fig. 2 circonferenza



fig. 3 iperbole

Le coniche in Astronomia.

In termini moderni possiamo dire ch
ogni corpo dotato di massa determil
intorno a sé una zona di spazio in ¢
le altre masse risentono della sua .
trazione, urcampo gravitazionaldJn
corpo che si muove in un campo gr
vitazionale, puo descrivere tre diver
tipi di traiettorie: ellittica, iperbolica o
parabolica. Tali traiettorie dipendon
dalla velocita iniziale e dalla direzio
ne del corpo. Nel caso di orbite ellitti
che si parla di traiettoria chiusa (p¢
es. la terra intorno al sole, la luna it
torno alla terra). Nel caso di orbite
perboliche e paraboliche si parla
orbite aperte (per es. una cometa |
torno al sole).
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Le Sezioni Coniche nel Disegno Geometrico
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Parabola

Definizione. La parabola & utuogo di puntj € ",
cioé un insieme di punti del piano che verific '
no tutti una stessa proprieta; essa si defini 4-
comeil luogo geometrico dei punti del piano |
cui distanze da un punto fisso F detto fuoco e
una retta fissa detta direttrice sono ugudlion

riferimento alla figura si ha PF = PAe
QF =FB. g
Restringiamo l'analisi alle parabole con asse [~ 4 — \‘“W 1

rallelo all’asse delle ordinate .
Si trova che I'equazione generale della parab

i |
: |
con asse parallelo all’asse y delle ordinate e: : 24 :
— A2 B | A
y=ax® +bx+c o —
cona Z0. al !
a>»o0 a<0
Sea > 0 la parabola rivolge la concavita vers 1 yn E y!

I'alto (regge I'acqua.
Sea < 0 la parabola rivolge la concavita vers
il basso fonregge I'acqua. /\

b
Asse.La parabola ha un asse di simmetria, consistentaarretta verticale, di equaziowe ——-

2a

Vertice. Il verticedella parabola e I'intersezione della parabolasstesn il suo asse. Esso ha coordinate:

— b ._A 2 .

=| ~%-— | dove A =b“ —4ac, come di consueto.

2a 4a
_ ( b +1-A
Fuoco. Il fuoco della parabola ha coordindte=| ——=;
2a 4a

o o . . _"1-A

Direttrice. La retta direttrice é una retta orizzontale ecpaazione/ = 1a

Intersezioni della parabola con I'asse yl'intersezionely della parabola con I'asse y si ottiene risolven-
do il sistema tra 'equazione della parabola eda&zione dell’asse y:

y=ax’ +bx+c
x=0
Si ottiene cosi semplicementk; = (O;C)

Intersezioni della parabola con I'asse xLe eventuali intersezionj; elx, della parabola con I'asse X si
ottiene risolvendo il sistema tra I'equazione dpbaabola e 'equazione dell'asse x:

y=ax’ +bx+c _ ax® +bx+c=0
y=0 y=0



Le ascisse delle intersezioni si ottengono quiisdilvendo I'equazione di Il gradax2 +bx+c=0. Si a-

-b-+/A -b+JA
vra dunquet ﬂ(—[;oj IXZ(TJ_;OJ :

2a

Grafico della parabola. Per tracciare il grafico della parabola si disegnarimo luogo I'asse, poi il ver-
tice, si trovano ancora le intersezioni con I'agsecon I'asse x. Si tenga presente che per ogropd
della parabola trovato, esiste il simmetrico rigpeil’asse di simmetria, posto alla stessa altezaau-
guale distanza dall’asse, ma dalla parte oppospetto a questo.

Infine, se i punti trovati non fossero sufficierdi,ricavano altri punti con la tabella x-y e idagimmetrici
rispetto all’asse.

Casi patrticolari.
* Seb =0la parabolay = ax’ +cha per asse I'assedi equaziona = 0.

* Sec =0la parabolay = ax? +bxpassa per l'origine.
* Seb =c=0Iaparabolay = ax? passa per l'origine e ha per asse I'asse

Proprieta ottiche della parabola.La parabola gode di un’importante proprieta ottideitaproprieta
focale “ ogni raggio passante per il fuoco F si riflette in vaggio parallelo all’asse della parabola e,
viceversa, ogni raggio parallelo all'asse della paola si riflette nel fuoco F

Se poniamo nel fuoco F della parabola una sordantmosa puntiforme e la “parete” interna dellagar
bola e rivestita da materiale riflettente, ognigiagluminoso che parte dal fuoco si riflette in taggio
perpendicolare alla direttrice, cioé paralleloadBe della parabola. | fari delle automobili, tufiri in
genere, le torce elettriche, vengono realizzabagse a questa proprieta.

E inoltre proprio per questo che il punto F vieheamatofuoca La rettad viene chiamatalirettrice per-
ché stabilisce la direzione dei raggi riflessit{tperpendicolari ad essa).

Viceversa, se dei raggi paralleli allasse di uaaapola vengono riflessi dalla superficie dellaapata
stessa, essi saranno tutti concentrati nel fuoedbdn note antenrgaraboliche i radiotelescopi, i tele-
scopi a riflessione, i microfoni parabolici funzeo proprio in questo modo.
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fig. a: i raggi uscenti dal fuoco vengono riflesdalla fig. b: i raggi paralleli giungono sulla superfi@ della
superficie della parabola tutti parallelamente aisse  parabola da grande distanza e convergono nel fuoco

Y

La proprieta focale e conosciuta fin dall’antichitafatti in questo modo furono costruiti i fari
all'imbocco dei porti. Ricordiamo la famosa leggarakglispecchi ustordi Archimede di Siracusa: se-
condo tale leggenda Archimede avrebbe infatti diigirla flotta romana durante I'assedio di Siracosh
213 a.C. concentrando i raggi solari con appogécshi.

Gli specchi, le antenne paraboliche, i fari, eotcsin realta figure tridimensionali, chiamat@raboloidi
Un paraboloide si ottiene facendo ruotare una daaditorno al proprio asse di simmetria.






Circonferenza

Definizione. La circonferenza e ufuogo di puntj e
cioé un insieme di punti del piano che verificantiit 10+
una stessa proprieta; essa si definisce dbinego ge-
ometrico dei punti del piano le cui distanze dapumto
fisso C detto centro sono tutte ugudlion riferimento

alla figura sihaCP =CQ =CR =r =raggio .

Utilizzando la formula della distanza tra due pwntbt-
tiene I'equazione generale della circonferenzaeditro
C (% Yo ) e raggior:

(X_xo)2 +(y_ yo)2 =r? (eq. 1)

e, eseguendo qualche passaggio:

x> +y® +ax+by+c=0 (eq.2) 2

Centro. A partire dall’equazione 2 le coordinate del cersirricavano mediante le formule:

b

C(xo;yo)con xoz-g e Yo=-7

Raggio. A partire dall'equazione 2 e dalla conoscenzacdatro, la misura del raggio si ricava mediante

la formula:

Casi patrticolari.

« Seb=0ilcentro della circonferenza + y* + ax+c =0 giace sull’asse xC(Xo ; YO) = C(‘

« Sea=0ilcentro della circonferenza+ y* +by+c = 0 giace sull'asse yC(Xo ; YO)

« Sea=b =0 lacirconferenzf + y? +c=0ha il centro neII’origine.C(Xo ; yo) =C(0;0).

« Sec =0 lacirconferenzs’ + y? + ax+by = 0 passa per I'origine.



Ellisse

Definizione. L’ellisse, come la parabola e liperbole, é lwogo di puntj cioé un insieme di punti del
piano che verificano tutti una stessa proprikg¢dlisse € il luogo geometrico dei punti del pialgocui di-
stanze da due punti fissi F e F’ detti fuochi, harsomma costante (=2afton riferimento alla figura si

ha PF + PF'=QF +QF '=RF + RF '= costante

Si trova che I'equazione dell’ellisge forma canonicae:

2 2
X
X+ y_2 =
a~ b
(Nella nostra analisi supponiamac> b).

Semiassi, assill segmentoA’A e dettoasse maggioréell’ellisse, di lunghezzaa; OA e OA’ sono ise-
miassi maggioridi lunghezza. Analogamente, il segmenBiB é dettoasse minorealell’ellisse, di lun-
ghezzab; OB e OB’ sono isemiassi minoridi lunghezzd.

Distanza focalell segmentd='F & dettodistanza focale;segmentiOF’ e OF, di lunghezza, rappresen-
tano lasemidistanza focal@istanza dei fuochi dal centro).

Tra i parametra, b e c sussiste una relazione? = a® —b? oppureCc=+ a? -b?
Vertici. L'ellisse ha 4 vertici, di coordinat®’(-a; 0), A (a; 0), B'(0; -b), B (0; b).
Fuochi. | fuochi hanno coordinate’(-c; 0 ) eF (c; 0).

Eccentricita. L' eccentricita indicata con il simbole, misura lo schiacciamento dell’ellisse. Essa i de
nisce:

e per quanto detto prima risulta



Poiché nell’ellisse risult& < a, I'eccentricita varia da 0 ad D& e<1).

Costruzioni geometriche.
Le costruzioni geometriche piu usate sono:
a) la costruzione del giardiniere, che fa uso di uniicella inestensibile, i cui estremi sono fissati
ai fuochi;
b) la costruzione dei due cerchi o del doppio riba#iata, che si ottiene tracciando due circonferen-
ze di ragga eb.

OL=a, ON=b

}

i

Semi-major
axis

%“‘—-.
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costruzione del giardiniere costruzione dei due cerchi o del doppio ribaltament

Equazioni esplicite.Risolvendo I'equazione in forma canonica rispetta zariabiley, si ha:

b
y=+—+a?-x?
a

So osservi come le equazioni siano due, una pepdsitive, nel | e Il quadrante, I'altra penl@egative,

[ll e IV quadrante.

Come si puo osservare, la variabile indipendentaor puo assumere tutti i possibili valori, ma
dev’essere:

—asX<a

Analogamente si verifica per la variabile dipeneeyt

-b<y<b

Costruzione geometrica attraverso I'equazione esgiita. Per tracciare il grafico dell’ellisse, oltre alla
costruzione attraverso il metodo delle due circafee, si possono seguire i seguenti passi:
1) Sitraccino sul piano cartesiano i veriGiA’, BeB'.
2) Utilizzando I'equazione esplicita, tramite la tdbek-y si ricavino vari punti in successione con
ascissx a partire da 0 e fino al valoae
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2 2
. . . . . Xy :
Circonferenza come caso particolare dell’ellisseSe nell’equazionalell’ellisse ¥+F=1 risulta

2 2
, . XSy _ . .
a=b, 'equazione diviene— +~5 =1 e, infine x> + y* =a”, che rappresenta una circonferenza di cen-
a® a

tro I'origine e raggioa. Pertanto la circonferenza e un’ellisse con g asngruenti. | fuochi di una cir-
conferenza risultanti coincidenti con il centroldelirconferenza stessa. L’eccentrictdi una circonfe-
renza risulta pari a O.

Proprieta dell’ellisse. Anchel’ellisse, come la parabola, ha interessanti pedprottico-acustiche. Sup-
poniamo di avere uno specchio di forma ellittioa:ss pone una sorgente di luce in uno dei due fuoch
tutti i raggi riflessi convergono nell’altro fuocguesto ci da una spiegazione del nome attribuitaia
punti F, F'. Supponiamo adesso di essere in unatédi forma ellittica. Il suono emesso in unoale
fuochi, anche se molto debole, si sente moltordetiente nell’altro fuoco. La spiegazione di tald-
meni deriva dal fatto che in entrambi i casi si@amele luminose che quelle sonore vengono rifleafle d
pareti e, percorrendo tutte la stessa distanzaggno contemporaneamente (in fase) all’altro fuoco.

Riflettore ellittico

Souad noall

di rections from
the soLrce comes
2 the opposite
forus point.
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Iperbole

Definizione. L’iperbole e il luogo geometrico dei punti del pialeocui distanze da due punti fissi F e F’
detti fuochi, hanno differenza costante in valosauto (=2a).Con riferimento alla figura si ha

‘EE - EI?" = ‘6 F-Q I?" = costante

Si trova che I'equazione dell'iperbale forma canonica:

2 2

XY _

a’ b?
Semiassi, assill segmentoA’A é dettoasse trasversdell’iperbole, di lunghezz2a; OA e OA’ sono i
semiassi trasversdi lunghezza.

Distanza focalell segmentd='F & dettodistanza focale;segmentiOF’ e OF, di lunghezza, rappresen-
tano la distanza dei fuochi dal centro.

Tra i parametra, b ec sussiste una relazione? =a? +b? oppurec =+/a +b?
Vertici. L'iperbole ha solo 2 vertici, di coordinagé(-a; 0 ), A ( a; 0).
Fuochi. | fuochi hanno coordinaté’'(-c; 0 ) eF(c; 0).

Asintoti. Gli asintoti dell'iperbolesono due rette passanti per l'origine, centro igeltbole, di equazioni
rispettive: y = _EX ey= +EX' Gli asintoti sono rette tangenti all’iperbole’iafinito. Si puo cioe vede-

re che la distanza tra asintoto ed iperbole termbr@via via che ci si allontana dall’origine.

o o L L _c_VaZ+b? | b2 .y
Eccentricita. L’ eccentricita indicata con il simbolce, e paria ae—g—T— 1+¥. Poiché

nell'iperbole €C > a, I'eccentricita € sempre maggiore di@¥1).

-12 -



Costruzione geometrica.Esiste una costruzione del giardiniere
anche per l'iperbole, ma risulta leggermente pticalata rispetto

a quella dell’ellisse. Occorrono una cordicellaste@sibile ed
un’asticella rigida. L’iperbole pud essere cosauibngiungendo
I'estremo liberoX dell'asticella rigidaF1X, doveF; € il fuoco, e

I'altro fuocoF, con la cordd,PX F
Mentre I'asticella viene ruotata intorno &g and P € tenuto teso

contro I'asticella stessa, il punto P descriveama dell'iperbole.

Equazioni esplicite.Risolvendo I'equazione in forma canonica ri- 3

spetto alla variabilg, si ha: FL 2

yzig\/xz -a’

Anche qui le equazioni sono due, una per le y pasihel | e Il quadrante, I'altra per le y negativil e
IV quadrante.
Per quanto riguarda i valori possibili per la vhii@ indipendente, si ha:

x<-alJ x=a

La variabile dipendentgpu0 invece assumere tutti i possibili valori reali

Costruzione geometrica attraverso lI'equazione espiita. Per tracciare il grafico dell’iperbole si posso-
no seguire i seguenti passi:

1) Si traccino sul piano cartesiano i vertdice A’ e i puntiB(0; b) e B'(0; -b), come se volessimo di-
segnare l'ellisse. Successivamente si disegnitdmgolo con centro nell'origine e passante peri 4
punti suddetti. L’iperbole é tutta al di fuori diigsto rettangolo.

2) Si traccino le diagonali del rettangolo e le silpnghino; i prolungamenti di tali diagonali rappre-
sentano i due asintoti dell'iperbole.

3) Utilizzando 'equazione esplicita, tramite la tdbet-y si ricavino 5 0 6 punti con ascissa x supe-
riore al valorea.

Proprieta dell'iperbole. L'iperbole, come gia visto per la parabola e I3k, possiede proprieta ottiche.
Supponiamo di avere un riflettore di forma iperbalie poniamo una sorgente luminosa in uno dei due
fuochi ad esempié. Allora i raggi vengono riflessi come se provearssdall’altro fuocd=". Le traietto-

rie dei raggi riflessi si ottengono cioé congiungeifialtro fuocoF’ con il punto di riflessione.
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Iperbole equilatera. L'iperbole equilatera € un’iperbole particolaredui i semiassa e b sono uguali
2 2

Imponendo nell’equazione dell'iperbole clae=b, si ottieneg—g =1 o anche piu semplicemente

x2 —y2 = a2

Gli asintoti dell'iperbole equilatera sono le rdbisettrici dei quadrantiy = £X.

La semidistanza focalevale: ¢ =+a? +a2 =+/2a% =+2a

_C_\/Ea \/E:

L’eccentricitae € uguale &= 2 a =

Iperbole equilatera riferita agli asintoti. Poiché nell'iperbole equilateralue asintotsono ortogonali, €
possibile assumere come assi del riferimento dartegproprio le due bisettrici. Cio corrispondeedifit-
tuare una rotazione di 45° gradi in senso orario.

In questo caso I'equazione dell’iperbole equilattixéene piu semplicemente
2
Xy:% , oppura XY = K|

Questa e I'equazione delfmoporzionalita inversaRicordiamo infatti che due grandezze sono inversa-
mente proporzionali se il loro prodotto e costante.
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Problemi con le coniche

Posizione di una conica e di una rettéPer determinare la posizioneutia conica e di una retta occorre
impostare il sistema di equazioni tra la conica eetta:

equazionelellaconica
y=mx+q

Tale sistema, risolto, fornira le eventuali inteisai tra la conica e la retta.

Sostituendo nell’equazione della conica alla yua sspressiong= mx + gsi ottiene un’equazione di Il
grado, il cui discriminant& puo essere:
1) A>0. Intal caso esistono due soluzioni realiséirtte, cioé due intersezioni diverse tra la canic
e la retta; pertanto la retta sagcante la conica;
2) A=0. Intal caso esistono due soluzioni reabi@@denti, cioé un’unica intersezione tra la coni-
ca e la retta; pertanto la retta seagentealla conica;
3) A<0. Intal caso non esistono soluzioni reabganon vi sara alcuna intersezione tra la conica e
la retta; pertanto la retta sasternaalla conica.

A>0 A=0 " A<O

Rette tangenti condotte da un punto fiss@, ( Xo ; Yo ) ad una conica assegnat&er determinare le
equazioni delle rette tangenti ad un una conicagnia:
1. in primo luogo determinare I'equazione del fasaiogpio di rette passanti per il puri®g;
Y=Y = m-(x—xo)
2. impostare il sistema tra I'equazione della conidaascio di rette appena trovato;
{equaziondellaconica

Y= Yo +m{x=x)
3. sostituire alla variabilg nella 12 equazione I'espressione della secontemetdo cosi un’unica e-
guazione di Il grado nel parametro
Imporre che il discriminant& di tale equazione sia pari a 0. Si otterra cogquazione imm.
Risolvendo tale equazione , avremo i coefficieng@ari delle rette tangenti cercate.

ok
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QUADRO RIASSUNTIVO DELLA PARABOLA ( asse // asse )

equazione in )
forma canonica y=ax"+bx+c
. b
equazione dell'asse X=———
2a
b -A
ti V|-——
vertice ( oa 4aj
fuoco F _b.*1-4
2a’ 4a
equazione della _ -1-A
direttrice 4a
intersezione con Iy(O;c)
l'assey
intersezioni con 'asse| | —b—JZ 0 I —b+JZ 0
x1 ’ X2 y
X 2a 2a

QUADRO RIASSUNTIVO DELLA CIRCONFERENZA

x?+y?+ax+by+c=0 opp.

equazione
(x=x0)* +(y-¥o)* =r?
centro C(x0 : yo)con Xo = —% e Yo= _g
raggio r:‘/x02+y02—c
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QUADRO RIASSUNTIVO DELL’ELLISSE

equagzione in X2 .\ y?
forma canonica 22 p2
semiasse maggiore a
semiasse minore b
semidistanza focale c=+a? -b?
vertici sull'asse x A'(-a;0) A (a;0)
vertici sull’asse y B’( 0; -b) B (0; b)
centro 0(0;0)
fuochi F'(-c:0) \ F (c;0)
2 _12 2
eccentricita e=C _\/a—b :\/ b~
a a a®
equazione esplicita y= igv a?-x?

QUADRO RIASSUNTIVO DELL'IPERBOLE

equazione in Xy
forma canonica a2 b2
semiasse trasverso a
semidistanza focale c=+va%+b?
vertici A'(-a;0) \ A (a; 0)
centro 0(0;0)
fuochi F'(-c;0) F(c;0)
asintoti y= —g X y=+—X
2 12 2
eccentricita e=L= \/a +b7 _ 1+b_
a a a’
. . b
equazione esplicita y= igv x? —a?




