EQUAZIONE ORARIA DI UN MOTO UNIF. ACCELERATO
In questi appunti dimostreremo come fare a calcolare lo spazio percorso ((S) di un moto uniformemente accelerato in funzione del tempo impiegato ((t). La cosa interessante è che la dimostrazione non sarà ottenuta con dei calcoli ma con la geometria sfruttando il grafico t-V.
La dimostrazione della formula del calcolo di S si basa su due passaggi:

1) Un semplice Lemma (Lemma dello spostamento del moto uniforme), cioè un piccolo teorema che dimostra una proprietà che sarà usata dal teorema principale

2) Il teorema vero e proprio (Teorema dello spostamento in un moto uniformemente accelerato) che usa la proprietà dimostrata nel Lemma

LEMMA DELLO SPOSTAMENTO DEL MOTO UNIFORME
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In un moto uniforme lo spostamento di un corpo è equivalente all’area del rettangolo di base (t e di altezza V nel grafico t-V

Hp) Un corpo si muove di moto uniforme con velocità V per un tempo t
Ts) Lo spostamento del corpo è equivalente all’area del rettangolo di base (t e di altezza V nel grafico t-V  (vedi un esempio in Figura 1)
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Dim) La dimostrazione è immediata, considerando che S=V·t e che V e t sono i lati del rettangolo.
Avendo in mente queste due considerazioni, siamo pronti dimostrare il teorema!

TEOREMA DELLO SPOSTAMENTO IN UN MOTO UNIF. ACCELERATO
Lo spostamento di un moto uniformemente accelerato è (S = ½∙(Vf + Vi)∙(t
Hp) Un corpo si muove di moto unif. accelerato con velocità iniziale Vi e dopo un tempo t giunge alla velocità finale Vf 
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Ts)   (S = ½∙(Vf + Vi)∙(t
Dim) Disegniamo il grafico t-V del moto accelerato. Suddividiamo l’intervallo fra ti e tf (cioè Δt) in un certo numero di intervallini, ad es. 4 (Figura 2). Per ogni intervallino segniamo la velocità più piccola (gialla) e più grande (rossa) che il corpo possiede in quell’intervallino.

Disegniamo adesso i rettangolini gialli: per il Lemma che abbiamo già dimostrato essi rappresentano lo spazio percorso se il corpo avesse viaggiato con la velocità più piccola in ogni intervallino: è chiaro che quest’area è minore dello spostamento reale dell’oggetto perché è stata calcolata con la velocità più piccola possibile per ogni intervallino.
Disegniamo adesso i rettangolini rossi: essi rappresentano lo spazio percorso se il corpo avesse viaggiato con la velocità più grande in ogni intervallino: è chiaro che quest’area è maggiore dello spostamento reale dell’oggetto perché è stata calcolata con la velocità più grande possibile per ogni intervallino.

Lo spostamento del moto accelerato, cioè ΔS, è invece avvenuto con una velocità che in ogni singolo intervallino è sempre stata compresa fra la minore e la maggiore: esso è perciò un valore sicuramente compreso fra l’area complessiva dei rettangolini gialli (Area Gialla, ottenuta con la velocità minore) e l’area complessiva dei rettangolini rossi (Area Rossa, ottenuta con la velocità maggiore):  

Area Gialla ≤ (S ≤ Area Rossa    (4 suddivisioni)
Adesso supponiamo di suddividere Δt in un numero maggiore di intervalli, ad es. 8 (Figura 3). In questo caso l’area complessiva dei rettangolini gialli aumenta mentre quella dei rettangolini rossi diminuisce: il ΔS però è ancora compreso fra questi due nuovi valori: infatti esso sarà sicuramente maggiore dello spazio percorso prendendo per ogni intervallino i valori più piccoli di velocità (rettangolini gialli) e sicuramente minore dello spazio percorso prendendo sempre i valori più grandi di velocità (rettangolini rossi).
Area Gialla ≤ (S ≤ Area Rossa    (8 suddivisioni)

Posso aumentare il numero di suddivisioni a 16, 32, ecc…: ma per quanto io suddivida, poiché l’Area Gialla è sempre ottenuta usando i valori più piccoli possibili di velocità mentre l’Area Rossa è sempre ottenuta usando i valori più grandi possibili di velocità, ΔS sarà sempre maggiore dell’Area Gialla e sempre minore dell’Area Rossa!
Area Gialla ≤ (S ≤ Area Rossa    (qualunque numero di suddivisioni)

Il valore di (S è quello che in matematica è chiamato elemento separatore, cioè quel numero che separa i valori presenti in due insiemi distinti, in questo caso l’insieme delle Aree Rosse e quello delle Aree Gialle.

Ma qual è l’Area che è sempre compresa fra l’Area Rossa e l’Area Gialla qualunque sia il numero delle suddivisioni? Pensateci un attimo… è l’area del trapezio ABCD! Perciò l’area di questo trapezio rappresenta ΔS. Il valore dell’area del trapezio è subito trovato:
Area Trapezio = ΔS = ½∙AB·(BC+DA) → (AB=(t , BC=Vf , DA=Vi) →
(S = ½∙(Vf + Vi)∙(t     (1)      
C.V.D.
EQUAZIONE ORARIA DEL MOTO UNIFORMEMENTE ACCELERATO
L’eq. (1) permette di calcolare lo spostamento S in un moto uniformemente accelerato… ma potrebbe essere poco utile per le applicazioni pratiche! Infatti…. (continua tu la spiegazione. Cheee!? Non sai andare avanti?! Guarda i tuoi appunti, sfaticato!). Conviene perciò sostituire Vf, usando l’equazione oraria della Velocità del moto accelerato:
Vf = a(Δt + Vi    (    [dopo aver sostituito Vf  nell’eq.(1)]  (
ΔS = ½(a(Δt2 + Vi(Δt     (2)      

Infine: se voglio scrivere l’equazione oraria della posizione sommo la posizione iniziale (Si) a S ed ottengo Sf(t): Sf(t) = S + Si (
 

Sf(t) = ½ aΔt2 + Vi(Δt + Si
(3)    - equazione oraria della posizione (moto accelerato)

Figura 1: Grafico t-V di un moto uniforme V=20m/s. Lo spostamento fra ti=2s e tf=8s ((t=8s-2s=6s) è (S=20m/s(6s=120m.
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