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Y557 - ESAME DI STATO DI LICEO SCIENTIFICO

CORSO SPERIMENTALE
PIANO NAZIONALE INFORMATICA

Tema di: MATEMATICA

Il candidato risolva uno dei due problemi e 5 dei 10 quesiti del questionario.

PROBLEMA 1

Sia 7y la curva d’equazione:

ove ke A sono parametri positivi.
1. Sistudi e si disegni 7:
2. si determini il rettangolo di area massima che ha un lato sull’asse x e 1 vertici del lato
opposto su y:
+ac

-xt g , 1. . o
3. sapendo che J € dx = ~/T ¢ assumendo A= - 81 trovi il valore da attribuire a
k affinché I’area compresa tra y e I'asse x sia 1;
4, per 1 valori di k e . sopra attribuiti, 7y & detta cwrva standard degli ervori o delle
probabilitd o normale di Gauss ( da Karl Friedrich Gauss, 1777-1835). Una media 1 #0

e uno scarto quadratico medio o =1 come modificano I’equazione e il grafico?

Soluzione
1)
Studiamo la funziong/ = ke ™,k > 0,1 >0
+ Dominio: la funzione é definita in tutto R;
+ Intersezione asse delle ascisse: non esiston@ézieni con I'asse delle ascisse;
Intersezione con I'asse delle ordinake=0 - y=Kk;

Parita o disparitaf (-x) = ke ™" =ke™ = f(x) per cui la funzione & pari;

Positivita: essendo per ipotdsi>0 alloray = ke >0 OxOR;

Asintoti verticali: non ce ne sono visto il domipio

- F & ¥

Asintoti orizzontali: lim (ke‘”x2)= ke“™ =0 per cui y= 0& asintoto orizzontale destro e

X — Foo

sinistro;

+ Asintoti obliqui: non ce ne sono visto chien =0,

X — Foo X
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+ Crescenza e decrescenza: la derivata prin;yxé-Zk/ixe'”X2 ed essend& >0,4> @i ha

y=20 < -Xx=0 = x<0 per cui la funzione é crescente(iﬂoo ,O] e decrescente altrimenti;

la derivata seconda §'= 2kle™ [2)lx2 —1]: 0= [2)lx2 —1] =0 X=% ! per cui i

V24

(1 - 1, - - :
punti (—,ke 2 || ——==,ke 2 | sono due flessi; inoltrg*' (0) = —2kA < Per cui (O,k )
N 24 N 24

€ un massimo relativo ed assoluto.

Il grafico é sotto presentato:

- 3

v=ke® k>0.i>0

2)

Si consideri la figura sottostante:
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Vista la simmetria della funzione (ricordiamo cheaxi) allora anche i vertici del rettangolo
saranno simmetrici rispetto all'asse delle ordinger cui indicata corx =h,h> (@ascissa

generica del punto D, i vertici del rettangolo sau@

A=(-hke™)
B=1h, ke‘”“z)
C=(-h0)

D = (h0)

Quindi il rettangolo avra area:
A(h) = DB* BA=ke ™ (2h) = 2hke ™ ,h > 0,k > 0,1 >0

Calcoliamo le derivate della funzion&h) = 2hke ™™ :

1
21
A" (h) = -ahkde™ (1- 24h? )+ 2ke™ (- 42h) = —ahkde ™" (1 - 2Ah? + 2) = 4dhke™ (24h? - 3)

1 -8k -: 2
A" = e?=-4k |2 <0
(\/ﬂj NP e

A(h) = 2ke ™ (1-2h?)20 = 0<h<
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per cui 'area massima la si ha ger —— e quindi in corrispondenza dell’ascissa di flesso.

J24
3)

+00 )(Z

Consideriamo l'integralé = J'ke7dx.

—00

Esso puo essere riscritto in questo modo:

+o00 XZ

| = J' ke 2dx = kTe_[JXEJ dx

o X . .
ed effettuando la sostituziones — — dx = \/Edt €SS0 viene scritto come:

V2

+00 X2 +00 _(

| = J'ke_7dx:kJ'e

X

ﬁ +00 )
= k2 J'e‘(‘) dt

%jz dxt

ed essendo per ipote§ie’x2dx =7 siha:

= k\/EJ'e‘(‘) dt = k/2* Jr = k277

+00 X2 +00 _(

| = J'ke7dx:kj'e

%jz dxt

Ora l'integralel non e altro che I'area sottesa dalla curva irezpar cui tale area e unitaria se e

solosel =kv27 =1 k:i.

Vo

XZ

. . . 1 = . .
In tal modo la funzione di partenza diventa&a ——=e 2 e questa non ¢ altro che la curva degli

Vo
errori di Gauss, quella che in probabilita e stiatisva sotto il nome di distribuzione gaussiana
standard con media nulla e varianza unitaria.
4)
In generale una densita di probabilita gaussiama roedia 4 # 0 e varianzao? z 1(od

equivalentemente deviazione standaré ) e Tosi espressa:

2

1 _(X_:u)

e 20’2

o\ 2T
In particolare il passaggio da una variabile aleéatgaussiana non standadi= N(x,0° adl

X-H

una standardy =N (0Bvviene tramite la trasformazione lineave= , per cui una
trasformazione lineare trasforma una gaussianaangaussiana. Infatti indicando cdfe 3]

4
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media statistica, ricordando la proprieta di addaidella media e che la media di una costante

. .. . L. . X -
coincide con la costante stessa, si ricava la nstdisstica della variabile aleatorya= 2TH :
o

X - 1 1
E[Y] = E[—”} =~ (E[X]-E[u) == (u-u)=0
o o o
Inoltre ricordando che in una trasformazione lieedrcambiamento di scala influisce col suo

guadrato sulla varianza mentre una traslazionemfhnsce sulla varianza, si ricava la varianza

della variabile aleatoriy = X—_ )
o

2
o’ =%(0’§):U—2:1

o
1 _(X_:u)z
Le proprieta della funziong = e 29° sono le seguenti:
o\2m
. : 1
1. llmassimo lo sihapex=u evaley= ;
o\2m

2. Larettax=u é l'asse di simmetria della curva ed il valguee la media coincidente
con la moda e la mediana ;

3. E’crescente pex < i e decrescente per> 4 ;
E’asintotica all’'asse delle ascisse da ambo i lati;

Presenta flessiix=u+o ;

6. Ia\/lgr e_%dx =1 essendo una densita di probabilita.
Una tale funzione, visto il suo vastissimo uso leeliata numericamente. In particolare esistono
(e
tabelle chellx[OR contengono i valori dell’integral®(x) = Tea 2;zﬂdx. Questo integrale non e
altro che la probabilitd che una variabile aleag@aussian& X: N(u,0® @ssuma valori maggiori
» _(><—/12)Z
di x, ciog Q(x) = j %dx = Pr(X > x).

Una tale densita di probabilita presenta come paramaratteristici la media, la varianzas?® e

la deviazione standar@r definita come la radice quadrata della varianzesciiamo ora il

significato della medigu e della varianza al variare dell’'una e fissaa#tria.

« Fissata la varianzar®, al variare della media: la forma della campana non muta, ma

5
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trasla lungo I'asse delle ascisse. Infattr 1/, come gia evidenziato, € asse di simmetria per

la densita ed in corrispondenzaxdF ¢ la densita assume valore massimo paH:?:.
o\N?2m

=]

=]
=

Fissata la medigu, al variare della varianzar®, la densita cambia forma. Infatti al
decrescere della varianzz# ( e quindi di ) la campana di Gauss si restringe sempre pit
ed il massimo raggiunto pex = 4 aumenta (visto che l'area sottesa deve esserersemp
unitaria), e la campana tende a diventare una diltairac centrata inx = quando

o’ - 0. Viceversa al crescere @i’ (e quindi di ¢) la campana si allarga sempre pid, il

suo massimo diminuisce, e la curva si abbassd, ledi® quandoo® - «la curva tende a
coincidere con l'asse delle ascisse. Questo ciefas@re che la deviazione standard e la

varianza siano degli indici di come si distribuisoa valori intorno alla media.

g=0,0" =2

=]
,_.

In conclusione la medig non influisce sulla forma della densita di prolighi mentre la varianza

o’ fa cambiare il diagramma, facendo alzare il massimestringere le code, oppure abbassare il

massimo ed allargare le code al suo variare.
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PROBLEMA 2
Sia f'la funzione cosi definita:
T T
X)=sen—xcos—x+X
F(x) ; >

con @ e b numeri reali diversi da zero.

1. Sidimostri che, comunque scelti @ e b, esiste sempre un valore di x tale che
a+b
fx)=
2
2. Si consideri la funzione g ottenuta dalla f ponendo @ = 2b =2. Si studi g e se ne tracci il
grafico.
3. Si consideri per x = 0 il primo punto di massimo relativo e se ne fornisca una valutazione

approssimata applicando un metodo iterativo a scelta.

Soluzione

1)

La funzione f(x) :sin(zjco{z—lﬁj+x e una funzionella,b# Ocontinua in tutto R per cui
a

anche in un intervallo chiuso e limitato [a,b]; pleteorema dei valori intermedi allora la funzione

assumera almeno una volta un valore compreso mtelfiallo [f(a), f(b)]. Ora essendo

a+b _ f(a)+ f(b)

f(a)=a,f(b)=b si ha f(x)= che é il valore medio dellintervallo

2 2
[f(a), f(b)], ed & percio incluso in esso.
2)
Se a=2b= 2lafunzione diventaf (x) = sin(%) co{%) +X= %sin(m) + x . Discutiamola:

Dominio: tutto R;
Intersezione asse delle ascisse: (0,0);

Intersezione asse delle ordinate: (0,0);

-+ F F

Parita o disparita: la funzione e dispari in quaff{e-x) = —f (X);
+ Positivita:  f(x) = %sin(m)+ x20 o %sin(m) >-x ed essa pud essere risolta se

risolviamo il sistema

y:%sin(m)
Yy, ==X
y2y,
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La funzioney :lsin(nx) & una funzione periodica di periodo T=2, mentriifeione y, = —x
2

e la bisettrice del secondo e quarto quadrantesdvaapposizione dei due grafici € sotto

presentata:

%]
1

-1 F

Dal grafico si nota ch%sin(nx) >-Xx » x20;
+ Asintoti verticali, orizzontali ed obliqui: non esbno;
. , N _ T 2
& Crescenza e decrescenza: la derivata prini&(®) =Ecos(nx)+12 0 - codrx)2-=
T

e la risoluzione della disequazione la si ricavidad@soluzione del sistema seguente

y = cod7x)
_ 2

Y1 = 77

yzy,

La funzioney = cos(nx) e una funzione periodica di periodo T=2, mentreiteione y, = _2
T

€ una retta parallela all’asse delle ascisse. eapposizione dei due grafici & sotto presentata:

8
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5

¥y =co sllrzx_'?
Sy

—arccos — |
W x J

AVALVSRVALVA
VARV AN VARV,

2
"

Ora cod7x)= “2 k= iarccoggj +2km= x = ilarccoggj +2k, per cui dal
s s m s

grafico soprastante Si deduce che

coq7x) 2 _2 —larccogzj +2k < x< 1ar(:cogzj +2k. Inoltre la derivata seconda &
T s s s

n.2

f"(x):—7sin(nx)=0 o IK=KIT = XxX=k=%1%2.--.. per cui

f "(—larccoEEJ + 2kj >0, f (1 arccogzj + 2kj <0 e per guesto motivo le ascisse
T T s T

. T o , 1 2
X =——arccos— |+ 2k sono ascisse di minimi relativi e le ascisse —arccos— |+ 2k
T T T T

sono ascisse di massimi relativi.

Il grafico é sotto presentato:

9
www.matematicamente.it



Sessione ordinaria PNI 2004 Soluzéodi De Rosa Nicola
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3)

. . . .1 2 y
Per x> 0 l'ascissa del primo massimo relativo ﬁ:—arccog—j. Esso cade nell'intervallo
T T

B ,1}: infatti considerando la derivata prima si m{%j =1>0,f'@ :1—7—2T<0 per cui per il

teorema degli zeri esistera un valare incluso nell’'intervallo E,l in cui la funzione derivata

: , n : R S
prima f (x):Ecos(nx)+1 si annullera . Tale valore lo si puo calcolargaattrso un metodo

iterativo, ad esempio il metodo di bisezione chesitiamo di seguito:

1
1+=
1. f° _ 2 :f'(§j=ﬂ00{§ﬂj+§D—022<0:>0’D(1,§j;
2 4 4°) 4 24
2. f(Sj ﬂCO{Sﬂj+5DO79>030D(§ EJ
8 8 8 8 4
3. f'[ j ﬂCO{ ﬂj+1—1D025>0 a’D[l—l Ej
16 16 16 16" 4
4. f(gj nco{ nj+§D00069>O:aD(§§j
2 32 32 32 4

10
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5 f 4—7 =77CO ﬂﬂ +4—7 0-0.1098< 0= a 2—3£ .
64 64 64 32 64

Quindi 0.71875< a <0.7344 per cuia = 0.7, e se procediamo con l'algoritmo troveremmo

piu precisamenter = 0. 719668

11
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Y557 - ESAME DISTATO DI LICEO SCIENTIFICO

CORSO SPERIMENTALE

PIANO NAZIONALE INFORMATICA

Tema di: MATEMATICA

QUESTIONARIO

1. La misura degli angoli viene fatta adottando una opportuna unita di misura. Le pitt comuni
sono 1 gradi sessagesimali, i radianti, 1 gradi centesimali. Quali ne sono le definizioni?
. Si provi che la superficie totale di un cilindro equilatero sta alla superficie della sfera ad
esso circoscritta come 3 sta a 4.
3. Un solido viene frasformato mediante una similitudine di rapporto 3. Come varia il suo
volume? Come varia ’area della sua superficie?
4. Dati gli insiemi 4 = {1.2.3,4} e B= {a. b, c}quan‘re sono le applicazioni (le funzioni) di A
mn B?
5. Dare un esempio di funzione g, non costante, tale che:
limg(x)=3 e g(2)=4
xx 2

8]

6. Dare un esempio di funzione f{x) con un massimo relativo in (7, 3) e un minimo relativo in
(-1, 2).

. Tra i triangoli di base assegnata e di uguale area, dimostrare che quello isoscele ha
perimetro minimo.
8. Sitrovino due muneri reali a e b, a= b. che hanno somma e prodotto uguali.
9. Si dimostri che I'equazione ¢" + 3x = 0 ammette una e una sola soluzione e se ne calcoli

un valore approssimato utilizzando un metodo iterativo a scelta.
10. Nel piano & data la seguente trasformazione:

X—=>x3—y

V= x+14/3
Di quale trasformazione si tratta?

Soluzione
1)

Il grado sessagesimale si definisce come la treseasantesima parte dell'angolo giro ed i suoi
sottomultipli sono il primo ed il secondo.

Il radiante misura I'angolo al centro che sottengtearco di circonferenza di lunghezza pari al
raggio.

Il grado centesimale rappresenta invece la quatttesima parte dell’angolo giro.

La relazione tra grado e radiante é:

arad - n = a,o =180> arad
a®° 180 T

12
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In particolare ser,, =1=a° = 180° [057°1744".
m
: . o Qe 400 . .
La relazione tra gradi sessagesimali e centesimgali—=— =360 =a.,.=-09,, e se
aS&S

a., =1=a__ =09°=0°054".

2)

Si consideri la figura seguente in cui vengono rapgntati in sezione la sfera ed il cilindro

equilatero:

La sezione del cilindro, essendo equilatero, euddijato ABCD. L’altezzahdel cilindro allora

coincidera col diametro di base, per ¢u+ 2r . Inoltre il raggio R della sfera sara la meta della

22210

diagonale del quadrato, per dii=

La superficie totale del cilindro 8 =2mh+2m? =2 (h +r ) mentre quella della sfera e

cilindro

)
= 47R2, per Cui SciIindro - 2”(h+ r) - 2”(2r + r) - 6ﬂ2 :§

Siea Siea AR 4n(r@)2 sm? 4

3)

La superficie del solido variera con rappokto= m@ntre il volume con rapporto® = 27
4)

Ricordiamo come si definisce una funzione:

fA- B OxOA ClydB : y=1(X
Dobbiamo allora creare una corrispondenza tra fiitielementi di A e quelli di B (non
necessariamente tutti quelli di B), potendo ripetenche lo stesso elemento. Per cui il numero di

13
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applicazioni e dato dalle disposizioni di 3 oggetti gruppi di 4, e ricordando il calcolo

combinatorio tale numero & paril, , =n“ =3* =81.

5)

Esistono infinite espressioni dj(x ¢he soddisfano alle ipotesi del problema: quellabanale &

X% 2

la funzione non costantg(x) :{ >
X =

3+(x-2)" x#2nOR
4 X=2

Un’altra famiglia di espressioni puo esseyx) = { e cosi via.

6)

Una funzione come quella richiesta puo essere ubiga di equaziong = ax® +bx®* +cx+d.

La derivata prima della funzione ¢=3ax” + 2bx+c, ed imponendoy'(t 1) =0 si ricavano due
condizioni : 3a+2b+c=03a-2b+c= 0e se si sottrae I'una dall’'altra si ricava subite- 0 e
c=-3a. La derivata seconda ¢''= 6ax + 2b = 6ax, ed affinché la funzione abbia il massimo in
(2,3) o il minimo in (-1,2) deve accadere cheg/'()=6a<0=a< @ppure
y'(-1) =-6a>0= a<0, per cui sceglienda < \engono soddisfatte le condizioni che i punti
(1,3) e (-1,2) siano estremi relativi. Inoltre inm@mdo il passaggio per i punti suddetti si ricavano
gli altri parametri della curvay=ax®+cx+d: infatti si ricavano altre due condizioni:

a+c+d=3-a-c+d =2 . Il sistema da risolvere ¢é allora :

1

a=--—

c=-3a c=-3a 34
a+c+d=3 =><{-2a+d=3=>:c=—
4

-a-c+d=2 2a+d=2

5
d=—
2

1 ) ) )
cona= _Z effettivamente minore di zero.

. _ 1, .3 5 , _
La curva e alloray = _ZX +ZX+§ con grafico sotto presentato:

14
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7)

Consideriamo la figura sottostante, in cui il tgafo di partenza viene raffigurato in un sistema di

riferimento con origine nel punto medio della bdsétriangolo stesso:

t Y

/

La base e costante, per cui supponiamo mBGri= 2k > . Indltre € assegnata pure I'area, per cui
risulta assegnata pure I'altezza che supponiamormd =h >0.
Per come e stato scelto il sistema di riferimealiora supponendo che la base mi@ = 2k > 0

i vertici ed il piede dell’altezza assumerannodgigenti coordinate:

C =(k,0),B = (-k0), A= (x,h),H = (x0)

Ora per il teorema di Pitagora si ha:

AB=+BH? + AH? = /(k +x)2 + h?
AC =HC? + AH? = /(k-X)* +h’

per cui il perimetro vale

15
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2p(X) =/ (k+%)2 +h? +/(k=X)% +h? + 2k

Dobbiamo ora massimizzare tale funzione e lo fawoiaalcolando la derivata:

K+ x k - X (k+x)\/(k—x)2+h2—(k—x),/(k+x)2+h2>O

Jocrz+ne Jk=x)7 +h? Jl(k+x)? +h?[(k - x)2 + h?

= (k+ x)}y/ (k= %)% +h? 2 (k = x)/(k + x)? + h?
Ora il primo membro della disequaziofie+ x)y/(k — x)? +h? = (k — x)/(k + X)? +h? & sempre

positivo mentre il secondo varia. Oralse x<0 = x>k allora il secondo membro & negativo e

2p'(x) =

=

la disequazione & sempre soddisfatta. Se, invese allora € possibile elevare ambo i membri al

guadrato e risolvere il sistema seguente:

{(k+ XPlk =% +h2] = (k= %) [tk + )2 + h?]
x<k

La prima disequazione puo essere riscritta in guestdo:
(k2 +x2)(k = %)2 + 2|+ 2k (k = %)% + 02| 2 (k2 + X2k + %)2 + h?] - 2Kk + %) + %] =
= (k? + %2 )(- 4ke) + 2kx(2k> + 2x° + 2h2) 2 0=
= 4kxh* =20 = x>0

Quindi il sistema é soddisfatto p@x x< k.

Quindi la disequazioné + x)\/(k —x)? +h? = (k = x)y/(k + X)2 +h? & soddisfatta pet0 < x < k

e x>k, per cui si ha in conclusione che essa e sodtiisfer x> Q e questo significa che il
perimetro minimo lo si ha pek= @ cioé quando il vertice A si trova sulle ordingter cui
guando AH divide la base in due parti uguali, dast deduce che il perimetro € minimo per un
triangolo isoscele.

8)

Bisogna risolvere il sistema

atb=ab
azb
Ora la prima condizione, quella di uguaglianzadoanma e prodotto puo essere riscritta come

a . : R - .
b=—1, per cui tale relazione non e definita peer . Idoltre la condizionea# b comporta
a_

16
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ail;ta:a(a—l)ia:az—2a¢0:a¢00a¢2. Quindi tutte le coppie (a,b ) che

soddisfano al sistema

az0na#z?2

soddisfano le richieste del quesito.

Il quesito pud anche essere interpretato geometdnge: in particolare le coppie di numéa,b )
che soddisfano al quesito, sono quelle coppie @rmnal luogo ad una funzione omografica di
asintoto verticalea = *d asintoto orizzontale = , fla cui vanno escluse le due copfix), (2,2
per le considerazioni sopra fatte, perc{®D), (Z®ddisfano alla condizione che la somma sia

uguale al prodotto, ma hanno ascissa ed ordinataleigCioé in conclusione le coppie richieste

sono tutte quelle che appartengono aII’iperbola*zqiiazioneb=i1 cui vanno sottratte quelle
a_

date dall'intersezione dell'iperbole con la bidetrdel primo e terzo quadrante di equazione
b = acome sotto rappresentato:

jx}

L%

L%
1
=t I
|
[y
W s
T 1

L%
1
5]

o 00).02.2) -1 f

9)

Consideriamo la funziong = €* + 3x. Si ha:

lim (eX + 3x) = 400, XIiﬁrpm(eX + 3x) = -0

X — +0o

Inoltre la funzione & sempre crescente visto ghee* +3>0 OxOR. Quindi la funzione &

17
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sempre crescente ,-ac tende a—o, a +o tende a+co, quindi essa intersechera I'asse delle

ascisse in uno ed un sol punto.
Un altro modo di procedere € la via grafica risobe il sistema seguente:

y=¢"
y =-3X

sotto rappresentato:

=

Per capire in che intervallo si trova I'unico zsiaota chey(0) =1>0,y(-1) =e™ -3< Qper cui
per il teorema degli zeriIRD(— J,O):ei +X=0. In particolare con uno dei metodi numerici

preferiti ( ad esempio quello di bisezione) si oldachex [ —0.258.

Applichiamo tale metodo all'intervallo (-1,0):

1 f[—i =i—§<o:>m(—1,oj;
2) Je 2 2

2 1(-4=L-2o0mn0(-1-1),
4) 4e 4 2 4

R |
8) 8t 8 8" 4
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1 27

9
5. f -—<0 X s~
j 3\2/_9 2 (32 4)

64) sfoi’ 64 6
o _33)_ 1 93 m[— 33,_£j’
128) 139g% 128 128 64
o 67) 1 —201<o:>—<m(—§,—£j;
256) %Jeb 256 128 256
WE I
512 el 512 128" 512
10. f[ - 265]= 1 795 44 D( 33 265)
1024) 10235265 1024 128" 1024
Quindi XD( 33 265) (-0.257812-0.258789 per cui X[ -0258; in particolare
128 1024

I'approssimazione potrebbe essere piu precisavareX [ —0.257628

10)
La trasformazione
X'= X/3 - y
S:
y'=x+yy3
rientra nella casistica delle centro affinita deetisto che il rapporto di affinita e1 7 =4>0.

Inoltre essa e anche una similitudine. Infatti wimailitudine non é altro che la composizione, in

ordine qualsiasi, di una isometria e di una omatetd infatti se riscriviamo la trasformazione in

At
ot

in essa si riconosce una rotazione (che e un figmohetria nel piano) di 30° ed una omotetia di

guesto modo

rapporto 2.
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