Capitolo 2

Teoria delle funzioni di
variabile complessa

2.1. Funzioni complesse

Assegnato un sottoinsieme {2 dell’insieme dei numeri complessi, se ad
ogni elemento z di §2 corrisponde uno o piu valori di una variabile
complessa w si dice che w e una funzione della variabile complessa z e
si scrive

w = f(2).
Una funzione di variabile complessa si dice ad un solo valore se ad ogni

valore di z corrisponde un solo valore di w; in caso contrario la funzione
si dice a piu valori. In generale si puo scrivere

w= f(z) =u(z,y)+ w(r,y)

dove u(z,y) e v(x,y) descrivono rispettivamente la parte reale e la parte
immaginaria della funzione.

Esempio 2.1.1
w=2*= (v +w)?=12"—y*+ 22y

u(z,y) =2"—y° v(z,y) = 2xy.

Fintanto che non sara stabilito diversamente intenderemo f(z) sempre
ad un solo valore.

15
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2.2. Intorni e insiemi inC

Definizione 2.2.1 Fissato zy €C e p > 0 si dice intorno di 2y l’insieme
I(z0) ={2 €C: |z — z| < p}.

Definizione 2.2.2 Un insieme A CC si dice aperto se per ogni zp € A
esite un intorno I(zp) C A.

Definizione 2.2.3 Un insieme A CC si dice chiuso se il suo comple-
mentare ¢ aperto.

Definizione 2.2.4 Fissato p > 0 si definisce intorno dell’infinito [’in-
sieme

I={z€C:|z| > p}.

Definizione 2.2.5 Fissato A CC e zg € C allora zy si dice punto di
accumulazione per A se per ogni intorno 1(zg) esite un punto z; € A,
con z1 # 2y, tale che zy € 1(zp).

2.3. Limiti e continuita

Le definizioni di limite e di continuita di una funzione di variabile com-
plessa sono formalmente identiche a quelle gia note per funzioni di
variabile reale. Cosi, per esempio, diremo che f(z) ha limite [ € C per
z che tende a zy e scriveremo
Jim f(z) =1
se
Ve>030>02"Vz:0<|z—2| <0:|f(2) =] <e.

Diremo che f e continua in zy se

lim f(2) = f(20).

z—20
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2.4. Derivate

Se f(z) in una regione del piano ¢ ad un solo valore, la derivata di f(z),
indicata con f’(z) o con

)
dz
¢ definita da et A7) — f(2)
o (0810 o

a condizione che tale limite esista e sia indipendente dal modo con cui
Az tende a 0. Se il limite (2.1) esiste per z = zq si dice che f é derivabile
in zo. Se il limite (2.1) esiste per tutti gli z in un opportuno intorno
di zp, cioe esiste un § > 0 tale che il limite esiste per ogni z tale che
|z — 2] < 9, allora si dice che f ¢ analiticain zo. Se il limite (2.1) esiste
per tutti gli z di una regione R contenuta in C allora si dice che f &
analitica in R.

2.5. Equazioni di Cauchy-Riemann

Condizione necessaria affinche

w = f(2) = u(z,y) + wlz,y)

sia analitica nella regione R CC & che

ou oo
oxr Oy
V(z,y) € R.
o _ o
oy  Ox
Dimostrazione.
Poiche

f(2) = f(@ +w) = u(z,y) + w(z,y)

si ha

fz4+Az) =fle+Az+u(y+Ay)) =

=u(r + Az, y + Ay) + w(z + Az, y + Ay).
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Allora A
T A) — ()
Az—0 AZ
. U(l’—f-Al’,y—f-Ay)+LU(JI+AJZ,y+Ay)—U(l',y>—LU(ZL‘7y)
lim .
Az, Ay—0 Az + 1Ay

In virtu dell’analiticita di f il limite in questione non dipende da come
Az tende a 0. Scegliendo Ay = 0 abbiamo:

i JEHA2) — f(z)

Az—0 Az
. |u(z+Az,y) —u(z,y) | v(z+ Ar,y) —v(r,y)
AI;IEO Ax T Ax ( )
ou o
- Ox Lax

Se invece scegliamo Ax = 0, allora

flz+Az) - f(2)

Algilo AZ -
o fulr iy + Ay) —ulzy) | v(ry + Ay) —v(x,y) |
N Algl,rilo LAy * Ay = (23)
1o o
L0y Oy

Poiche (2.2) e (2.3) coincidono risulta:

ou, 00 10w dv_ ou ov
Oor Odxr 10y Oy dy Oy

da cui le equazioni di Cauchy-Riemann. O
Osservazione. Da (2.2) e (2.3) ¢ anche evidente che

f’(z)_a_u+L@__La_u+@
Cor Or oy Oy

Viceversa si puo dimostrare che se le derivate parziali prime di u e v
rispetto a x e y sono continue nella regione R allora le equazioni di
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Cauchy-Riemann sono anche condizioni sufficienti per I'analiticita di
f(z) in R.

Osservazione. Se le derivate parziali seconde di u e v rispetto a z e y
sono continue, derivando le condizioni di Cauchy-Riemann si trova:

0u N Pu 0
ox?  Oy?

e
o
ox?  Oy? '

Dunque la parte reale e la parte immaginaria di una funzione anali-
tica sulla regione R soddisfano l’equazione di Laplace bidimensionale.
Le funzioni che soddisfano 1’equazione di Laplace sono dette funzioni
armoniche.

Z .. ‘ .
—, dove Z ¢ il coniugato di z, non

Esempio 2.5.1 Dimostrare che g
z

esiste in alcun punto.
Per definizione

f,(Z) - AILIEO Az
Allora
d _ . 2+ Az—7Z
P i Sy w——

r+wy+Ar+iAy—x+wy

= N
Az,ggr}—m Ax + 1Ay
. T — 1w+ Ar — 1Ay — (x — wy)
= lim =
Az, Ay—0 Az + 1Ay

Ax — 1Ay

im @ ———.

Az, Ay—0 Ax + 1Ay
Affinche la derivata esista questo limite deve esistere ed essere indipen-
dente dal modo con cui Az tende a 0; pero scegliendo Ax = 0, abbiamo
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mentre scegliendo Ay = 0 abbiamo

’ Z—i—Az—?_l, &_1
Ao Az ~ Ao Ar

Questi due possibili percorsi di avvicinamento a zero provano che il
limite dipende dal modo con cui Az tende a 0 per cui la derivata non
esiste, cioe Z non e analitica in alcun punto.

Esempio 2.5.2 Verificare che la funzione

u(x,y) =ze Ycosz —ye Ysinz

¢ armonica e determinare v(x,y) in modo tale che f = u + w sia
analitica.
Calcoliamo le derivate parziali di u(x,y).
Ju _ . _
— =¢e Ycosx —ze Ysinx —ye Ycosx
Ox
u Ly Ly _ Ly
. = —e¢VYsinx —eVsinr —xe Ycosx +ye Vsinw =
d%*x
= (y—2)e ¥sinx —ze Ycosx
Ju _ o o
— = —xe Ycosx —e Ysinx 4+ ye Ysinx
dy
u _ Ly Ly Ly
- =ze YcosrteVsinw+e Vsinw —ye Ysing =
9y
=—(y —2)e Ysinz + xe Y cosx.
Dunque
Pu  u
Au=——+ - =0.
0’xr 0%y
Ora imponendo la prima condizione di Cauchy-Riemann
Ju Ov

dr ~ dy
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abbiamo

v(z,y) = [ -dy =

= /(e’y cosx —ze Ysinz —ye Y cosx)dy =
= —e Ycosx +xe Ysinw +ye Yeoswr+e Yeosw + Fx) =

=ze Ysinx +ye Ycosx + F(x).
Derivando rispetto a x quest’ultima abbiamo:

ov
P e Ysinz 4+ xe Y cosx —ye Ysinx + F'(z).
x
Dalla seconda condizione di Cauchy-Riemann si ricava F'(x) = 0 e

quindi F'(z) = costante. In definitiva
v(z,y) = xe Ysinx + ye Y cosx + costante.

Osservazione.  Le funzioni di variabile complessa a valori reali sono
un sottoinsieme delle funzione di variabile complessa a valori complessi.
Ci si puo chiedere quando funzioni del tipo:

f(2) = u(z,y) +0

siano analitiche.
Per le condizioni di Cauchy-Riemann (essendo v(z,y) = 0) deve essere
ou ou
— =0 e — =0
ox oy
cioé u(x,y) = costante. Percio le funzioni reali di variabile complessa
che non sono costanti sono esempi di funzioni non analitiche. Tra queste
vi sono per esempio |z|, arg(z), Rez, Smz e 2Z.

Esempio 2.5.3 Assegnata
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. w . . N .
determinare — ed indicare dove w ¢ analitica.
z

1+ (z+Az) 14z

d _ 1 —
dw :liml (z+4Az) 1-z

dz Az—0 Az

2
pu 1. pum
a0 (1= 2 — Az)(1— 2)

(1-2)?

a condizione che z # 1 e indipendentemente dal modo con cui Az tende
a 0. La funzione é analitica dappertutto tranne che in z = 1, dove la
derivata non esiste.

2.6. Regole di derivazione

Le regole di derivazione e le derivate di funzioni elementari sono formal-
mente identiche a quelle di variabile reale. Infatti siano f,g: Q —C,
con 2 C C aperto, due funzioni analitiche in 2 e ¢ analitica in un
sottoinsieme I diC tale che ¢(I) C 2. Allora:

T (af(2) + B9(2) = af () + 5/ (2)

%f(z)g(z) = f'(2)9(2) + f(2)g'(2)
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2.7. Integrali di Linea

Sia ' una curva regolare! del piano (z,y) congiungente i punti (xy,y;)
e (x2,y92). L'integrale

(w2,y2)

/F(Pdat + Qdy) oppure /( (Pdz + Qdy)

xlvyl)

con P e @) funzioni di x e y e detto integrale di linea lungo la curva T'.
Se
r =uz(t)
I: te [tl, tQ]
y =y(t)

allora

fipas-+-an = [ (Pew.u) %G + Q.0 )ar

t1

Due importanti proprieta degli integrali di linea sono:

1.
(w2,y2) (z1,91)
/( (Pdz + Qdy) = — / (Pdz + Qdy)

T1,91) (z2,y2)
2. Se (z3,y3) € un qualsiasi punto di I, allora

(z2,y2) (z3,y3) (z2,y2)
/( (Pdz+Qdy) = / (Pdx+Qdy)+ (Pdz+Qdy).

:Ehyl) (€E17y1) (€E37y3)

Se I' € una curva semplice e chiusa (cioe non interseca se stessa in alcun
punto tranne gli estremi) I'integrale lungo I" percorso in senso antiorario
¢ indicato con

fr (Pdz + Qdy).
Vale il seguente
1Se la curva
r- {7 ZM el

e le derivate prime di x(t) e y(t) rispetto a ¢ sono continue allora I" & detta curva
regolare.
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Teorema 2.7.1 (di Green nel piano). Sia T' una curva semplice e
chiusa che delimita la regione R. Supponiamo che P, Q) e le rispettive
derivate parziali prime rispetto a x ed y siano continue in R e su I

Allora
B oQ oOP
jg(deJery) = //R <—ax - —ay>d:cdy. O

2.8. Integrali

Se f(z) & definita, ad un sol valore e continua in una regione R, si
definisce l'integrale di f(z) lungo una qualsiasi curva regolare I' di R
tra il punto z; e il punto 29, dove 21 = x1 + Yy € 20 = X9 + LYo, il
seguente:

(72,y2)

JF@iz = [ )+ () e+ dy) =

x17y1)

(z2,y2)
= /( (u(x, y)dz — v(z, y)dy)+

x1,Y1)

(x2,y2)
1 /( (w(z, y)dz + ulz, y)dy).

xlvyl)

Con questa definizione I'integrale di una funzione di variabile complessa,
viene fatto dipendere da un integrale di linea. Le regole di integrazione
delle funzioni di variabile complessa sono simili a quelle dell’integrazione
di funzioni di variabile reale.

Esempio 2.8.1 Calcolare

/ zZdz
I'1

lungo la curva T'y cost definita

r =2
F1:I tE[O,Q]
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2z = [ (@ w)(do+ udy) =
/Flzz Fl(x wy)(dx + vdy)
:/r (xdx + ydy + (xdy — ydz)) =

= [ (zdz + ydy) + L/F (xdy — ydzx) =
1

Iy

- /02(2t)(2)dt+tdt+L/j(%)dt—t(2)dt: /02 Btdt = 10.

Esempio 2.8.2 Calcolare l'integrale della funzione precedente lungo la
curva ' =11 UTy dove

r =1

I =: { t €[0,4];
y =0
r =4

FQ:{ te0,2]
y =t

come é mostrato in figura 2.1.

/Edz = / Edz:/ Zdz+ | Zdz =
r YT Iy Ty
= / :Ed:v+ydy+L/ xdy — ydr+
Fl F1
—I—/ xdz—i—ydy+L/ xdy — ydx =
FQ FQ

4 2 2
_ /tdt+/ tdt+¢/ Adt = 10 4 .8,
0 0 0

Esempio 2.8.3 Calcolare:

244 9
/ z4dz
14+
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Figura 2.1:
a) lungo la parabola v =1t, y =t*, con 1 <t < 2;
b) lungo il segmento di retta tra 141 e 2+ 4u;
¢) lungo i segmenti di retta tra 141 e 2+ ¢ e tra questo e 2 + 4¢.
St ha
2440 (2,4)
/ 2dz = /( (z + w)?(dx + udy) =
1

+ 1,1)

(2.4)
= /( {(xQ + yH)dr — 2zy dy} +

1,1)

(2.4) 2 2
—H/ [Qxydx—l—(:r; —y)dy}.
(1,1)
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2+4+4¢ 2

/ 2dz = / [(t2 —tY)dt — 2t(t2)2tdt] +

1 t=1

+L/ti1 [Qt(t2)dt + (1 - t4)2tdt} =

- —3—6&

b) la retta passante per (1,1) e (2,4) ha equazione

y—1=3z—-3.
Allora
2+4s 2
/ 2dz = / {[mg — (3z — 3)} dr — 2x(3x — 3)dm} +
14+ =1

+t /2 {2x(3x — 3)dx + [x2(3:7c - 3)2} 3dx} =

=1

86
= —5 6

¢) Traipuntil 4+t e24 ¢ (ossia i punti (1,1) e (2,1)) si hay =1
e dy =0 e quindi:

2 2 4
/ (2% — 1)dx + L/ 2xdx = 3 + 3¢.
=1 =1

Tra i punti 241 e 2+ 4¢ (ossia i punti (2,1) e (2,4)) si ha © = 2
edr =0 e quindi:

4 4
/ (—4y)dy + L/ (4 —y*)dy = —30 — 9.
=1 —1

Sommando A %6
§+3L+(—30—9L) =-3 — 61.
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Osservazione.  Gli esempi visti mostrano che vi sono funzioni (come
f(z) = %) per le quali cambiando il cammino di integrazione che con-
giunge due assegnati punti in C cambia il velore dell’integrale, mentre
vi sono funzioni (come per esempio f(z) = 2%) per le quali sembra che
il valore dell’integrale sia indipendente dal cammino di integrazione ma
dipende esclusivamente dal punto di partenza e da quello di arrivo del
camimino.

Teorema 2.8.1 (di Cauchy). Sia f(z) analitica nella regione R in-
terna ad una curva semplice e chiusa, ed analitica su C. Allora:

72 f(z)dz = 0.

Dimostrazione.

ﬁf(z)dz = ]{j(u + w)(dx + 1dy) =

— § (udz — vdy) + 1 § (vdo + udy)

Per il teorema di Green

frormat) = [ [ (<2 2) sy

Lj(c(vdx—i—udy) :L//R<%—g—z>dxdy.

Per I'analiticita di f nella regione R delimitata da C'

ou Ov ov ou

dr  dy  dr  dy

Pertanto gli integrali (2.4) sono nulli?2. O

28i ¢ fatta Dipotesi che f/(z) e le derivate parziali prime siano continue. In verita
questa restrizione puo essere eliminata.
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Teorema 2.8.2 (Indipendenza dal cammino). Sia f(z) analitica nella
regione R interna alla curva semplice e chiusa C ed analitica su C.
Allora per ogni Py, P, € RUC [lintegrale

/P2 f(z)dz

Py

e indipendente dal percorso che unisce P e Ps.

Dimostrazione. Siano PiAP, e P;BP, due qualsiasi percorsi congiun-
genti P; e P, (come mostrato in figura 2.2). Per il teorema di Cauchy

j{ f(z)dz=0
PLAPBPy

/ f(z)dz + f(z)dz=0
PiIAP, P,BP,

/PlAP2 f(z)dz = — /P2BP1 f(z)dz = /PlBP2 f(z)dz. O

Osservazione. Questo risultato spiega perche I'integrale calcolato nell’e-
sempio 2.8.3 fornisce lo stesso risultato in tutti i tre casi.

ovvero

Corollario 2.8.1 Se f(z) ¢é analitica all’interno e sul contorno di una
regione delimitata da due linee chiuse C7 e Cy allora

. f(2)dz = a f(z)dz?

Dimostrazione. Consideriamo due punti qualsiasi su Cy e C, ed in-
dichiamoli con A e B (come mostrato in figura 2.3), e consideriamo il
segmento congiungente questi due punti (il segmento AB viene detto
taglio trasversale). In virtu del teorema di Cauchy (f € analitica nella
regione compresa tra le due curve):

}{ f(z)dz = 0.
APQABTSRBA

Allora
ﬁPQA F(2)dz + /AB fEdz+ § )+ /BA f(2)dz = 0. (2.5)

3Si puo notare che non @ richiesto che f(z) sia analitica nell’interno di C;.
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Figura 2.2:

Figura 2.3:
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Ma
Quindi da (2.5):
_APQA f(z)dz = 7{4QPA f(2)dz = }gTSRB f(z)dz

721 f(z)dz = ., f(z)dz. O

Cioe:

Teorema 2.8.3 (Disuguaglianza ML).

[ 1@

dove M ¢ una limitazione superiore di |f(z)| su ', cioé |f(z)] < M
Vzel, ed L ¢ la lunghezza del percorso.

g/F|f(z)||dz| gM/Fds:ML

Esempio 2.8.4  a) Dimostrare che

72 (z iza)” -

dove C' ¢ una curva semplice chiusa che delimita una regione che
ha z = a come punto interno.

2L sen=1

0 sen > 1

b) Valutare 'integrale per n =0, —1,—-2, .. ..

a) Sia Cy un cerchio di raggio € centrato in z = a (vedere figura
2.4). Poiché la funzione

(z—a)r

¢ analitica all’interno e sul contorno della regione delimitata da
C e C risulta, applicando il corollario al teorema di Cauchy:

}{C (zfiza)” - 7401 (z iZa)”'
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Ch

Figura 2.4:

Per calcolare quest’ultimo integrale poniamo

2—a=ce?

da cui dz = 1e?df). Lintegrale vale allora:

27 1 2
/ celd) = ‘ / =m0 gp —
0

gneLOn en— 1 0

(1—n)f 127
2 €
S R — 1.
[5"1 (1 - n)blo ens

Se n =1 l'integrale vale

2m
L df = 2me.
0
b) Pern = 0,—1,-2,... la funzione integranda ¢é rispettivamente
1,(z—a), (z —a)?, ..., funzioni che risultano analitiche ovunque

all’interno di Cy compreso z = a. Quindi per il teorema di Cauchy
["integrale € nullo.
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Gy

Figura 2.5:

Teorema 2.8.4 (Formule integrali di Cauchy). Se f(z) é analitica
all’interno e sulla linea semplice e chiusa C' (qualunque essa sia) ed a
e un qualsiasi punto interno a C, allora
1
fla)= = § 124,

2me Jo z —a

dove C' € percorsa in senso antiorario. Inoltre la derivata n-esima di
f(2) valutata in z = a é data da

f(n)(a) = 2n_ﬂ_‘b j{C %d&

Dimostrazione. Sia C un cerchio di raggio € e centro z = a interno a
C. Per I'analiticita di f nella regione compresa tra C' e C} risulta:

MalZ: Mdz.
cz—a cLzZ—a

6 71
L,I

Posto z —a = ce integrale a secondo membro diventa

2m
0
L/O fla+ee?)db.
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Poiche f ¢ analitica allora ¢ anche continua percio

lim L/027r fla+ee?)do = L/027r f(a)dd =2muf(a).

e—0

Da cui la prima formula integrale. La dimostrazione della seconda
formula viene qui omessa. O

Osservazione. Le formule integrali di Cauchy sono notevoli perche af-
fermano che se una funzione f(z) ¢ nota sulla linea chiusa C, allora essa
¢ nota anche all’interno di C ed e possibile calcolare anche le derivate
di ogni ordine di f in C. Dunque se una funzione di variabile complessa
ammette una derivata prima allora essa ammette derivate di qualunque
ordine; cio non e necessariamente vero per funzioni di variabile reale.

Esempio 2.8.5 Calcolare

a)

cos z
f dz;
cCz—T

eZ
d .
72 2(z+1) .
dove C' ¢ il cerchio |z — 1| = 3.

a) Poiché z =7 ¢ interno al cerchio C' é

1 cos z
COSTT = — dz = -1
2 Jez—m
e pertanto
COS 2
7{ dz = =2mL.
cz—m
b) Notiamo innanzitutto che i punti z =0 e z = —1 sono interni al

cerchio C. Allora
z 1 1
?{64612 :?{ez[—— }dz:
cz(z+1) c lz z+1

= e—dz—]{ € dz =
c z cz+1

=2me? — 2me™t = 2m(1 —e7h).
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Esempio 2.8.6 Calcolare

522 — 32 + 2
%idz
C

(z 1)

dove C' e una qualunque curva semplice chiusa che racchiude z = 1.
Per la formula integrale di Cauchy

f™(a) = 2n_71"L jg oy i(;)nﬂ dz.

Pern =2, f(z) =52 —32+2, f'(1) = 10, abbiamo

! 2 _
10:&%52 3z+2dz
2me Joo (2 —1)3
ovvero 5.2 3,49
?{ ldz — 107
c (z—1)3

2.9. Serie di Taylor

Sia f(z) analitica allinterno e su una circonferenza di centro z = a.
Allora per ogni z interno alla circonferenza vale la seguente rappresen-

tazione (serie di Taylor):

)= 9@ E

k=0

Dimostrazione. Sia C' la circonferenza di centro a e raggio R e sia a+h

un punto interno a C' (vedere figura 2.6).

In virtu della prima formula integrale di Cauchy:

fatn =g § g (2.

Ricordiamo ora che per ogni numero complesso x risulta

" 1 — "t 1 n 2+l
= —— — —
v 1—2z 11— v

k=0

(2.7)
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C
Figura 2.6:
Ora
1 B 1 B
—a—nh h
= (z—a) ll — ]
= a (2.8)
z—a z—a (z—a) (z—a)"(z—a—h)

Sostituendo (2.8) in (2.6) e applicando la formula integrale di Cauchy
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per le derivate, abbiamo

aim = L4 1G nt i .
fla+h) lko(z—a)’er(z—a)”(Z—a—h) !

2me Jo z—a

- 27TL j{ ’“+1

n+1
+h 7{ f(z) Qs —
2me Jo (z—a)"t(z—a—h)
= + R,
k=0
dove »
R, = h y{ f(2) dz.
2me Jo (z—a)"t(z—a—h)
Ora quando z si trova su C'
1@ |-y
z—a—h| ™
per il teorema di Weierstrass, e |z — a| = R, quindi in virtu della

disuguaglianza ML si ha

A" M [R[\"
[Ral <5 ooy 2nR = RM |

Quando n tende ad infinito allora |R,| tende a zero, percio

)

fla+h) = Z

k=0

Posto infine a + h = 2 risulta

=3 fa®
k=0




38 CAPITOLO 2. TEORIA DELLE FUNZIONI DI VARIABILE COMPLESSA

2.10. Punti singolari

Un punto singolare di una funzione f(z) € un valore di z per il quale
f non ¢é analitica. Se f(z) ¢ analitica in tutta una regione tranne che
in un suo punto interno z = a allora si dice che z = a € una singolarita

isolata di f(z).

Poli

Se
P(2)

(z —a)"’

fz) = ®(a) # 0

dove ®(z) € analitica in una regione che contiene z = a ed n & un intero
positivo, allora f(z) ha in z = a una singolarita isolata detta polo di
ordine n. Se n = 1 il polo si dice semplice, se n = 2 si dice doppio e
cosi via. In altri termini a € un polo se

lim |f(2)| = +o0.

z—a

Esempio 2.10.1 La funzione

z
16 = Cpe
ha due singolarita: z = 3, polo triplo, e z = —1, polo semplice.

Esempio 2.10.2 La funzione

92 +4 92 +4
&)= 77 =7~
2244 (z—2)(z+2)
ha due singolarita: z = 21 e z = —2¢, entrambe poli semplici.

Definizione 2.10.1 Se zy ¢ una singolarita per f(z) ma

lim f(2)

Z2—20

esiste ed e finito allora zy st dice singolarita eliminabile.
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Y 4

Figura 2.7: Sistemi di riferimento.

Singolarita essenziale

Un punto isolato ¢ detto singolarita essenziale se non ¢ una singolarita
eliminabile ne un polo di ordine n (finito).

Esempio 2.10.3 La funzione
f(z) = e

ha in z = 0 una singolarita essenziale. Infatti se calcoliamo il limite
per z che tende a 0 lungo [’asse delle x positive abbiamo:

. 1 . 1
lime> = lim e» = 400.
z—0 r—0+

Dunque z = 0 non puo essere una singolarita eliminabile. Facciamo
vedere che mon puo nemmeno essere un polo calcolando il limite per z
che tende a 0 lungo l’asse delle x negative. Infatt:

. 1 . 1 .
limez = lim ez = lim e = 0.

z—0 r—0— t——o00

Punti di diramazione

Vediamo ora un altro tipo di singolarita. Consideriamo il seguente
esempio, schematizzato anche in figura 2.7. Supponiamo che w = /z
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definisca una trasformazione del piano z nel piano w. Consideriamo
ora un punto che si sposta in senso antiorario lungo la circonferenza
|z| = 1. Vogliamo dimostrare che quando esso ritorna per la prima
volta nella posizione di partenza il suo punto immagine non vi ¢ ancora
tornato; ma che quando esso vi ritorna per la seconda volta allora il
punto immagine vi arriva per la prima volta. A tal fine sia z = e

allora
w =z = e

Supponiamo che # = 0 corrisponda alla posizione di partenza. Allora
z=1ew =1 (punti corrispondenti A e P). Quando nel piano z si ¢
fatta una rotazione completa, § = 27, z = 1 ma

W0/2 _ m -1

w=e (&

per cui il punto immagine non ¢ ancora tornato nella posizione di
partenza. Tuttavia dopo due rotazioniin z, # = 4w, z=1¢e

w = €L0/2 _ 6L27r -1

per cui il punto immagine ¢ tornato per la prima volta nella posizione
di partenza. Cio vuol dire che w non e una funzione ad un sol valore
ma a due valori. Se si vuole una funzione ad un sol valore si deve
restringere l'intervallo di 8; imponendo per esempio 0 < 6 < 27. Questo
rappresenta un ramo della funzione a due valori w = /2. Se si prosegue
oltre questo intervallo si salta sul secondo ramo e cosl via.

Il punto z = 0 attorno al quale avviene la rotazione e detto punto
di diramazione. Ci si puo assicurare che f(z) = /z sia ad un sol
valore vincolandosi a non attraversare la semiretta Ox detta retta di
diramazione.

2.11. Serie di Laurent

Siano C] e Cy due cerchi concentrici con centro in a e raggi r; ed 79
rispettivamente, con r; < ry. Se a+h € un qualsiasi punto nella regione
anulare delimitata da Cie Cy ed f(z) ¢ analitica in detta regione allora
si ha

+o0 +o0

fla+h)= > a,h" < f2)= > az—a)

n=—oo n=—oo
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Figura 2.8:

dove

0 - L / &,

2 Jo (z —a)mt!

dove C & una qualunque circonferenza centrata in a e contenuta nella
corona circolare.
Dimostrazione. Siano A e B due generici punti rispettivamente su C
e Cy. Consideriamo quindi il taglio trasversale AB (come e riportato
in figura 2.8).
Essendo f analitica nella corona circolare risulta, per la formula inte-
grale di Cauchy:

1 f(2) _
2me 7{CQUBAU(01)UAB z—(a+h) dz =

1 f(2) 1 f(2)
%?&Z—(@—I—h)dz_%ﬁaz—(a—I—h)dZ'

Consideriamo ora z — (a + h) con z € Ch.

fla+h) =

z—(a—l—h):(z—a)—h:—h[l—Z;a} =
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ot
z—a—nh hl z—a
h
1 z": (z —a)k N (z —a)"t! 1 B
ho|e T pntl |-«

== >

e h—z+a h"

1 [ n - k . n+1 1
1)
Sostituendo questa espressione nell’integrale su C'; abbiamo
1 f(z) 1 " (z—a) (z—a)" 1
¢ I g = ?{ dz =
27u7{clz—a—h : 2L le(Z)Lz:% hk+1 +h—z+a P+t |

_ z": (27” 74 (- a)kdz) hk1+1+

T (e M S

27 Je hntl h—z+a
n o] . 1
= — —a)"d
/gZ::o (27TL ?glf(z)(z @) 2> hF+1 + It
dove . " 1)
z—a\" A
Fo=—-5—1 ( ) dz.
2me Jes N h z—(a+h) :
Su C] si ha
f(z) z—a
—— | < M; = 1.
z—(a+h)|~ h p=

Per la disuguaglianza ML:
(R, < Mp™r; — 0 (n — +00)

Conseguentemente

1 f(2) ) 1
2me %cl z—(a+ dz B Z ¢ 2me j{cl (z=a) dzhk“
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quindi posto n = —(k + 1) si ha

—a)td _ 7{ _JE e
2m j{cl (z —a) Zh’ngl Z L 2me Jey (2 — a)ntt ©

Si noti che poiche la funzione

f(2)

¢ analitica in tutta la regione anulare compresa tra C; e C e sopra
queste l'integrale su C] ¢ lo stesso che su C'. Per l'integrale su Cy si
procede in modo perfettamente analogo. O

La parte
—1

Z anh™

n=—00
della serie di Laurent si chiama parte principale o parte polare mentre
la parte

+o00

Z an,h™

n=0
si chiama parte analitica.
Nelle pagine precedenti abbiamo caratterizzato i diversi tipi di singo-
laritd di una funzione attraverso la nozione di limite. E possibile sta-

bilire il tipo di singolarita osservando la parte principale dello sviluppo
di Laurent di una funzione. In pratica vale il seguente teorema.

Teorema 2.11.1 (Enunciato). Sia zy una singolarita isolata per una
funzione analitica f(z) e sia > ooy a_m(z — 20)”"™ la parte principale
della serie di Laurent per f(z). Allora

1. zy € una singolarita eliminabile se e solo se a_,, = 0 per ogni m;

2. zg € un polo di ordine n > 0 se e solo se la parte principale ¢ la

somma finita:
a_pn a_1

4+ ;

(z — z)" z— 2

3. zg € una singolarita essenziale se e solo se la parte principale ha
infinitt termini non null. O
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2.12. Residui e Teorema dei Residui

Se f(z) ¢ analitica ovunque all’interno di una curva C; semplice e chiusa
ad eccezione di z = a che ¢ un polo di ordine n allora f ha la rappre-
sentazione:

f(z) = (Za_’;>n + (Za_?)il o+ Zaja + kz:%ak(z —a)k  (2.9)

con a_, # 0. Proviamo allora che

740 f(2)dz =2ma_4 (2.10)

dove

) 1 dnfl
a_1 = lim

D) den 1 {(z—a)"f(2)} (2.11)

e (' e una qualunque circonferenza centrata in a e contenuta nella re-
gione delimitata da Cy. Inoltre a_; & detto residuo di f(z) nel polo
z = a e si indica con R(f,a).

Diamo qui un cenno della dimostrazione della (2.10). Integrando (2.9)
su C segue:

]gf(z)dz:}g(a;”wdz—i—...+72 a— dZ—"}iakfg(z_a)kdz‘

zZ—a zZ—a

Il risultato ¢ immediata conseguenza dell’esempio 2.8.4.
Moltiplicando i membri di (2.9) per (z — a)™ abbiamo

(z—a)"f(z)=a p+ap(z—a)+...+a1(z—a)" 1 +...

Prendendo la derivata (n — 1)-esima di ambo i membri e passando al
limite per z — a segue:

dnfl
(n—1la_y = 1'5% on 1

{(z—a)"f(2)}.

Teorema 2.12.1 (dei Residui). Se f(z) e analitica all’interno e su
una curva chiusa e semplice C ad eccezione di un numero finito di pol
Qay,Qa, ..., 0, allora

}if(z)dz = 27n§:1 R(f, a;)

dove R(f,a;) & il residuo di f in .
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Ch

Cs

Figura 2.9:

Dimostrazione. Per i = 1,...,n, sia C; una circonferenza di centro «;
e raggio r; (parametrizzate al solito in senso antiorario), ognuna delle
quali contenuta in C' (vedere figura 2.9).

Considerando dei tagli trasversali tra C' e ognuna delle C; e tendendo
conto del teorema di Cauchy

/Ff(z)dz =0

dove
I' = Fl + BQAQ — Cg — AQBQ + FQ + BgAg — 03 — Ang—f-
+I's + B1A — Cy — A1 By

e quindi
n

Poiche per il polo «; si ha

f(Z) (Z _ Oél'>mi + + Z— Oy = ak, (2 a )
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Applicando la formula (2.10) segue:

}{ f(z)dz =2mR(f, ;)
Ci
e pertanto

if(z)dz = 27n§; R(f, ;). O

2.13. Calcolo di integrali definiti

Il calcolo di diversi tipi di integrali definiti puo spesso prendere van-
taggio dall’applicazione del teorema dei residui oppure scegliendo un
opportuno cammino di integrazione. Vediamo ora gli integrali che ri-
corrono piu spesso nella pratica. I primo tipo e il seguente

| fay

con f(x) funzione pari.
L’idea ¢ quella di considerare

§ 1)z

lungo un contorno I' costituito da un segmento sull’asse =z tra —R e
+ R e dal semicerchio sopra l’asse x avente come diametro il suddetto
segmento, quindi far tendere R ad infinito. Il seguente risultato serve
a precisare il metodo di risoluzione.

Sia C' la semicirconferenza disegnata in figura 2.10 e

M
lf(2)| < T Vze
dove M e k sono opportune costanti con k£ > 1, allora
RIEI;O/Cf(z)dz = 0.

Dimostrazione.
In virtu della disuguaglianza ML:

‘/Of(z)dz M M

S/C\f(z)Hdz\ < R = o




2.13. CALCOLO DI INTEGRALI DEFINITI 47

Y
C
—k L r=ryc t ¢
Figura 2.10:
Allora
}%gr;o /Cf(z)dz < WM}%EI;O = = 0.

Percio, tenuto conto che

jgf(z)dz :/Zf(z)dzqt/cf(z)dz:

:/_Zf(x)dx—ir/cf(z)dza

segue

/_+°° f(z)dr = lim R f(z)dx :f{ f(2)dz.

00 R—oo J-R T'(R—00,0)

E quest’ultimo integrale, per il teorema dei residui, ¢ uguale a 27 per
la somma di tutti i residui situati nel semipiano positivo y > 0. O

Si noti che nella dimostrazione dell’ultimo risultato non si richiede che
la funzione sia pari. Pertanto lo stesso risultato puo essere applicato al
calcolo di

/O+OO f(x)dx = = lim +Rf(x)dx = %/Ff(x)dx =7y R(f, )

1
2 R—oo J_R
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dove «; sono le singolarita di f nel semipiano strettamente positivo.

Esempio 2.13.1 Calcolare

2

+o0 T d
/,oo @+ 1222+ 22 +2)

I poli della funzione

2

z
1C) = i+ 9)
sono:
Z=1 polo di ordine 2
z=— polo di ordine 2
z=—141 polo semplice
z=—-1—1 polo semplice.
I poli del semipiano strettamente positivo sono z = 1 e z = —1 + .
Allora

2

+00 €T
/—oo (2 +1)%(x? + 22+ 2)

de =2m[R(f,¢) + R(f,—1+1)].

1l residuo in v ¢

lim — ¢ (z — ¢)? - _J— 12
== dz (22 +1)2(22+224+2) ] 100 °

Il residuo in —1 4+ ¢

lim %z+1—0( Z }:3_45

P 24+12(z+0—1)(z+1—1)

7
L’integrale richiesto vale quindi %W.

Esempio 2.13.2 Calcolare

o 14zt
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Posto

1
f(Z) - 1 + 24
con z = Re'? proviamo innanzitutto che
M
|f(2)] < Rk k>1.
Infatt

1 1 1 2

= < = < —
1+ R'e®] = Rile®| -1 Ri—1 - R

‘ 1
14 24

per R sufficientemente grande (per esempio R > 2).4

3 57 L7_7r

s ST o7
24+1=0 per z=e'4, "4 ea e

che sono tutti poli semplici di f(z). I poli ‘% e T sono gli unici che
cadono nel semipiano positivo. Pertanto

/0+<>0 : j_l;LA =T [R(f, eL%) —+ R(f, eL%TW)]

z—e 4 1 + 24
I 1 1 s
= lim — = e
etd 423 4
R(f,e%) = [z - e¥)—]
er) = 1l z—e =
’ - 1+ 24
N G g
= lim — =-e ‘71,
LeE4 A4

In definitiva

1+ 24 :TW’

/+oo dx \/ﬁ
0

4Per il caso generale si vedano le pagine 19-21 del paragrafo sulle trasformate di
Fourier.
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Esempio 2.13.3 Calcolare

/+oo dx
o (224 1)2(22 +4)
I poli della funzione di variabile complessa

1

e
&=y
sono:
Z=1 polo doppio
z=—1 polo doppio
z2=2 polo semplice
z= =2 polo semplice.

I poli del semipiano strettamente positivo sono z =1 e z = 21. Allora

Foo dx
[m (22 +1)2(22 + 4) =2m[R(f,v) + R(f,20)].

Il residuo in v e

F+ 1P+

_tim 2| 1 _
Comidz (2 0)2(22+4)]

R(f,t) =lim— |(z —1)? 1 ]:

2(z 4+ 1) (22 +4) + 22(2 +1)?

pa (z + )4 (22 + 4)2
~ im 2(22 +4) +22(z + 1) _ v
z2—1 (2+L)3(22 —|—4)2 36
Il residuo in 20 é
1
R(f,2.) =1 -2 =
(F:2) = lim == 20 e
1 L

I —
S (21022 +20) 36
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L’integrale richiesto vale quindi

/+°° dx 5 ( L L ) s
=2m|—=—-=)==.
—o0 (224 1)%2(2%2+4) 36 36 9
Il secondo tipo di integrale che vogliamo calcolare e
2
/ G(sin 6, cos 0)df
0

dove G & una funzione razionale di sin 8 e cos §. La risoluzione si ottiene
ponendo innanzitutto

z = e"(= cosf + 1sin ) (2.12)

Z=e %= cosh — 1sin6) (2.13)
1

Zz=zf= e =1=22= - (2.14)
z

Risolvendo rispetto a sinf e cosf mediante 1'uso di (2.12), (2.13) e
(2.14), si ha

. z— 271 2z 4+ 271
sinf = 5, cosf = 5
¢ d
dz = 1 df <d0 _ —Z> .
Lz
Percio

o z—zb 24271\ dz
AG(SIH@,COSQ)dG—}iG( 5, ' 3 )E

dove C' ¢ il cerchio unitario centrato nell’origine.

Esempio 2.13.4 Calcolare

2m do
0 5+3sinf’
Fatte le sostituzioni viste sopra abbiamo
e de dz 1

0o 5+3sinf  Jouz 54_3(2%‘1)

2

_j{ 2dz
 Jo 3224+ 101z — 37
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I poli della funzione integranda sono

—10¢ + 8¢ L
100 V100436 6 E
6 —100—8 _

6

Solo il primo polo é contenuto nel cerchio unitario C' e pertanto:

2dz 1 T
j{ = 2L <—> = —.
c 322+ 10tz — 3 44 2

Esempio 2.13.5 Calcolare

2r cos 36
——df.
o b—4cosb

Per procedere in questo caso dobbiamo considerare le sostituzioni viste
sopra e inoltre dobbiamo osservare che

dz = 12d0.

Allora

/2” cos 30 50 _7{ 242 dr
0o 5—4cosb S Jeb—2(z+2 Y2z

1 241
= ——j{ dz,
20 e 2322 = 1)(z — 2)

dove C' é al solito il cerchio unitario centrato nell’origine. I poli della
funzione integranda sono

z=0 polo di molteplicita 3
z=2 polo semplice esterno al cerchio C
z=1/2 polo semplice.

5 . T gy e = TR0 + RIS /2.
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&y _ 21
BR2z—1)(z—-2)| 8’

1 1 20 +1 65
R<f’2) A%l(z 2> 23(22—1)(2—2)] 24’
e in definitiva

1 2% +1 21 65 T
—— dz= - |2 -] =%
2] B2z —1)(z—2) 8 24 12

Il terzo tipo di integrale ¢

+o00 +oo
/ f(x) cosmadx / f(z) sinmadz, m > 0.

—00 — 00

In questi casi si cerca di risolvere I'integrale

}g f(z)e™dz

dove T ¢ il contorno descritto nel primo caso. ® Vale infatti il seguente
risultato:
se

M
|f(2)] < Rk

per z = Re'Y, dove k > 1 ed M sono costanti, allora

lim / f(z)e*dz = 0.
c

R—o00

Dimostrazione. Se z = Re? allora

/ f(z)e™*dz = / F(Re?)e" R | Re? df.
C 0
Allora
T R@Le eLmRe“g LReLed‘g < T f R@Le eme(Cos9+Lsin9)LR6L6 do =
i
0 0

— /ﬂ €_mRSin0‘f(R€L6)|Rd0 S
0

M (™ Rsing
< [ e do.

°Si noti che le singolarita di F(z) = "™ f(z) sono le stesse di f(z).
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Ora

T . 7'('/2 . U .
/ emesm9d0 :/ emesm9d0+/ emesm9d0‘
0

0 w/2

Ponendo nel secondo integrale a secondo membro ¢ = m — 6 otteniamo

T . /2 . 0 .
/ e—mRsmGdQ — / e—mRsmGdQ o / e—mRsm ¢d¢ —
0 0 w/2

w/2 .
—9 / emesm9d9'
0

Otteniamo cosi la maggiorazione

T . 2M w/2 .
‘ / f(ReLG)emeeeLRewde} <=5 / e~mBsind g (2.15)
0 0

Ora considerando la funzione
f(0) =sinf — O cosb 96}0,%[
abbiamo
FO)=0sn0>0 e ]oﬂ

e quindi la funzione f & crescente e risulta f(6) > f(0) = 0, per 6 > 0.
Se adesso consideriamo la funzione

sin 0

90) = = 96]0,%[

abbiamo 0 cosd — sin 8
, cos 6 — sin
g(0) = B E— <0

e quindi la funzione g(#) € decrescente, cioe
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L’integrale in (2.15) & quindi maggiorato da

2M /2 —2mRO /7w e\ —mR
R’“l/o e / d@szk(l—e ).

Quando R tende ad infinito, essendo m e k positivi, I'integrale tende a
0 e da cio segue la tesi. O
Come conseguenza di questo risultato abbiamo

/Ff(z)e””zdz = /—Z f(z)emzdzjt/cf(z)emzdz,

ovvero

/R f(z)e‘mzdz:/Ff(z)ebmzdz—/cf(z)e‘mzdz

-R

poiche quando R tende a +oo il secondo integrale a secondo membro
tende a 0 ne consegue che

/+OO f(z)e™*dx = / f(z)e™dz

—o0 I'(0,R—+o0)

e quest’ultimo integrale ¢ 2m¢ per la somma di tutti i residui di f(z)
nel semipiano positivo. In definitiva

“+o0o
/ f(z)cosmadr = Re [271’1,2 residui di f nel semipiano y > 0 }

—00

+oo
/ f(z)sinmzdr = m [271’1,2 residui di f nel semipiano y > 0 }

—0o0

Esempio 2.13.6 Calcolare

too cosmx
/ dx, m > 0.
0 1+ 22

Consideriamo la funzione
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che ha i poli semplici z = £, ma solo z = v € nel semipiano stretta-
mente positivo. Pertanto

—+o0
/ COs mwdl‘ = Re [QWLR(Fa L)] =

—00 1"‘1’2

= Re |2mlim [(z — 1)

zZ—L

e

el

s
=Re [2m1—| = me ™.
e|2mi— ] e

Essendo la funzione integranda pari allora risulta

de = —e ™.

/+°<> cosS mx ™
0 14 22 2

Esempio 2.13.7 Calcolare

/+°° T Sin mx
0

7@2 1) x.
Consideriamo la funzione
ZeLﬂ'Z
F(2) = —=

che ha due poli doppi z = +1, ma solo z = 1 appartiene al semipiano
a parte immaginaria positiva. Calcoliamo ora il residuo della funzione
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f(z) relativo al polo z = «.

R(F,1) = lzlg}diz (z —1)? =¢ 2] =

— lim —
251 (2 +0)?

d i 2elT? ‘|

e™ (imz + 1)(z +1)? — 2(2 + 1)ze™

pu 1. pu
o (z40)4

~ lim e (umz+ 1) (2 + 1) — 2ze'™ _
Z—1 (z+0)3

(1 —7)(20) — 2™ e
e (1 —m)(2t) — 2e _e

-8t 4

Ritornando al calcolo dell’integrale assegnato e osservando che la fun-
zione integranda € pari risulta

+oo g sin 1 e " T
/0 Wdl‘ = §%m <27TL lTW‘|> = Ze .

Esempio 2.13.8 Calcolare

dz.

o0 x sin 2x

/0 x?2+4

Innanzitutto osserviamo che la funzione integranda € pari, quindi
o0 1 sin 2x 0 1 sin 2x
/0 x? + 4 T2 / o 2244 4

Consideriamo la funzione

Z€L2Z

F(z)= ——
(2) 22 +4

che ha due poli semplici z = +2i1, ma solo z = 2t sta nel semipiano
a parte immaginaria positiva. Calcoliamo ora il residuo della funzione
f(z) relativo al polo z = 2¢.

ze'? 20, e

R(F, 2t) 225 (2 L>(Z—2L)(Z—|—2L) 0" 2
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Ritornando al calcolo dell’integrale assegnato

/+°° T sin 2x
0 2+ 4



