Capitolo 4

La Trasformata di Fourier

4.1. Serie di Fourier

Sia F'(z) una funzione soddisfacente le seguenti condizioni:
1. F(z) ¢ definita nellintervallo ¢ < x < ¢+ 2I;
2. F(z) e F'(z) sono generalmente continue per ¢ < x < ¢+ 2;
3. F(z+2l) = F(x), cioe F(x) & periodica di periodo 21.

Allora in ogni punto di continuita di F' si ha

F(z) = % + > (an CcoS "lﬂ + b, sin nlﬂ) (4.1)

n=1

mentre in ogni punto di discontinuita si ha

1 o
S (Fa+0)+ Fz—0) = 2+ <an cos " by sin ”lﬂ> (4.2)
n=1
dove
1 c+21
a0 =7 / F(x)dz, (4.3)
1 c+21
ap = 7/ F(z) cos nlﬂdx, n=12... (4.4)
¢ 1 fet2
bo=7 [ Fla)sin ”lﬂd;c, n=1,2,... (4.5)
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140 CAPITOLO 4. LA TRASFORMATA DI FOURIER

e F(z+0) e F(x—0) indicano rispettivamente i limiti destro e sinistro
nella discontinuita. *

La serie (4.1), o (4.2), con i coefficienti definiti da (4.3), (4.4) e (4.5), si
chiama serie di Fourier di F/(z). In molti casi interessanti risulta ¢ = 0
oppure ¢ = —[. Le condizioni 1, 2 e 3 prendono il nome di condizioni
di Dirichlet e sono condizioni sufficienti (vedere teorema 4.1.2) per la
convergenza della serie di Fourier.

Prima di dimostrare quanto appena affermato consideriamo ora due
lemma preliminari.

Lemma 4.1.1 Se k € N* allora

l k l k
/ sin %dw = cos %dz = 0.
-1 -1

Dimostrazione. Per k € N* abbiamo

/lsinm—xd:c ——L/li coskﬂ dr =
-1 ) ko dx l N

l
[ kmx
= _H [COS T‘| . =0

1 limite di f(z) da destra si indica spesso con
lin(l)f(:c+s):f(x+0), e > 0.
Analogamente il limite di f(x) da sinistra si indica con

;Lr%f(x—s):f(xfO), e > 0.

11 fatto che e — 0 e ¢ > 0 si indica talvolta per brevitd con ¢ — 07. Quindi ad
esempio

lim f(x+e¢)= f(z+0), e lim f(z—¢)= f(z—0).

e—0* e—0t
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/lcos@dx —L/li simkﬁ—aj dr =
1 l  krnJode l N

l [ k‘ﬂ'l"|l
sin — =0.0
l -1

:lm

Lemma 4.1.2 Risulta, per m,n € IN*:

o
0 m+#n

! MTIL nmwT L mmxz . nwx
CoS l CoS de = sin ] sin de =
1 1

I m=n

b)

L mmx nwx
sin cos —dx = 0.
1

l l

Dimostrazione. a) Richiamiamo le seguenti formule trigonometriche:

cos(a + 3) = cos acos f — sin asin 3 (4.6)

cos(a — ) = cos acos 3 + sin asin 3. (4.7)
Sommando e sottraendo (4.6) a (4.7) seguono rispettivamente
1
cosacosf = 5 [cos(av — (3) + cos(a + ()]
: . 1
sinasinff = 5 [cos(av — B) — cos(a + ()]

Per m # n la a) puo essere riscritta

! 1 ! _ !
/ cos mre cos @d:c = 5 [/ cos wd:ﬁ + / CoS wd:c =0
1 1 1

l l
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per il lemma 4.1.1. Analogamente, sempre per m # n:

l 1 — l
/ g e o e, 1 V Coswdx_/ g ML,
—1 =l

l l 2 l 1 l

Se m = n allora ricordiamo innanzitutto che

cos2a = cos?a —sina =2costa — 1

cos2a =cos?a—sin®a=1—2sin’a

quindi

l l 1 2
/ CoS m;mc CoS nlﬂdx = / cos? wdx = 3 / [1 + cos Trzﬂﬂ der =1
—1 =l =l

e analogamente

! ! 1 92
/ sin mre sin mal:z: = / sin? mﬁxdm = — / [1 — sin mmc} der =1
_ l ) 1 l 2/ [

b) Dalle relazioni

sin(a + ) = sinacos 3 + cos asin 3 (4.8)

sin(aw — 3) = sinacos § — cos asin f3. (4.9)
segue

sina cos f = % [sin(a — B) + sin(a + 5)].

Allora per m # n

! 1 _
/ sin m;r:c cos nlﬂdzp =3 / lsin 7(7% ln>7m + sin 7(7% —|—ln)7m; dz
—1 -1

e il risultato € una conseguenza del lemma 4.1.1. Se invece m =n

L mmnx Mmx 1 b 2mmx
/ sin coSs dx = —/ sin =0.0
—1 l { 2 J-1 [
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Teorema 4.1.1 Se la serie

A+ Z (czncosnliaj —l—bnsin#)

n=1
converge uniformemente a F(x) nell’intervallo (—1,1) allora, per n =
1,2, ..

a)
1
a, = —/ F(z) cos nlﬂd:c;
—l
B) .
b, = —/ F(z)sin @dx,
LJ l
7) -
Qo
A:—:—/F
3 =) Fld

Dimostrazione. «) Per ipotesi

Flz)=A+) (an cosnlﬂ—i—bnsin #) (4.10)
n=1

mmnz
l

Moltiplicando ambo i membri per cos e integrando tra —[ ed [ si

ha:
l l +o00
/ oS m?xF(x)d:I; = / [A +> (an cos ”lﬂ + by, sin mlr:zc)] cos m;rx
=t =t n=1
(4.11)
Tenuto conto che, per il lemma 4.1.2,
} } 0 m#n
mmx nmx . mmx | nrx
/ cos cos —dx = / sin sin —dx =
—1 l l —1 l l l _
m=n

l l

L ommx nwx
sin cos —dxr =0 m,n=1,2,3,...
-1
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la relazione (4.11) diventa

l I
/ cos m;xF(x)d:I; = A/ oS m;rx
-1 -1

s l
+Z {an/ Cosm?xcosdequ / Cosmﬂxsinn;mdx}
=1 —1 —_—

dz+

= Q! m # 0.
Quindi

mmnx
A l/ ) cos dx m=1,2,3,...

mnx

l

) Moltiplicando la relazione (4.11) per sin , integrando tra —[ e [

ed applicando le relazioni gia viste abbiamo:

!
/sinm;mF( d:I;—A/ sin
-l

o0 l
—i—z {an/ sin m;r:p Cos Td:c + b, / sm U sin #dm}
n=1 =l

= bl m # 0.
Quindi

dx—i—

by l/ sinmmcdx m=1,2,3,...

v) Integriamo ora la relazione (4.10) tra —[ ed [, e tenendo conto del
lemma 4.1.1 otteniamo

! !
/ F(z)dr = 2Al = A= 2%/ F(z)dx
—1 —1

Ponendo m = 0 nel risultato «) si ha:

1
aozjﬁlF(x)dx; A:%.D

Osservazione. 1 risultati ora ottenuti valgono anche se i limiti di inte-
grazione sono sostituiti da c e ¢ + 2. Osserviamo anche esplicitamente
che I'ipotesi di convergenza uniforme ¢ intervenuta nell’integrazione ter-
mine a termine della serie.
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Lemma 4.1.3 1.

1

1 M sin <M+§>t

§+Zcoskt: 1 :
k=1 2 sin §t

) 1
1 7rsm(M—i——)t
—/ 2) g1
0 2

7

2sin -t
2

1

-/
T J—7

1
dt =—-. 0
2sin —t 2

2

Lemma 4.1.4 Se F(z) ¢ generalmente continua allora

™ 1
lim F(x)sin (M + 5) xdr =0. 0

M—+c0 /0

Lemma 4.1.5 Posto

M
Su(z) = U > (a, cosnx + by, sin nx)

2 n=1
st ha: .
1 sin (M + 5) t
sMuy:—/ F(t+x) i dt. O
T 2sin —t
2
Lemma 4.1.6

SM(:E)—F(:E+O>+F<$_O) _
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1 o (F(t‘Fx)_F(x_O))Sin(]\/[+%)tdt+

I - QSin%t
1~ (F(t — F 0 1
—|——/ (—HU) 1(:5—1— ) sin<M—|——)tdt.D
7w Jo 281n§t 2

Teorema 4.1.2 Se F(z) ed F'(x) sono generalmente continue in (—m, )
st ha Flz+0) + Flz - 0)
r+0)+ r(r —
li =
Wi S (@) >

uniformemente in (—m, ).

Dimostrazione. La funzione
F(t+z)+ F(z+0)
2 sin %

¢ generalmente continua nellintervallo 0 < ¢ < z in quanto F(z) e

generalmente continua. Inoltre
F F F F 2t /2
lim (t+x)+ F(z +0) — im (t+2z)+F(x+0) 2t/

0+ 2sin L i—o+ t 2sint/2

~ lim F(t—f-w)—l—F(m—l—O)'
t—0+ t

Tale limite esiste in quanto per ipotesi F'(z) & generalmente continua
cosicche per ogni valore di z esiste la derivata destra di F'(z). Quindi

F(t+xz)+ F(x +0)

in b
251112

e generalmente continua in 0 < ¢ < 7. Analogamente

F(x+0)+ F(xz —0)
QSin%

¢ generalmente continua in —7 < ¢t < 0. Allora in virtu dei lemma 4.1.4
e 4.1.6 si ha:

lim Sy (z) — Fle+0)+ Fz—-0)

M—oo 2

=0
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ovvero

Nl[im Su(z) = F(w—i—O)—gF(x—O). -

4.2. Forma complessa della serie di Fourier

In forma complessa la serie di Fourier (4.1) e i suoi coefficienti possono
essere scrittl cosi:

400 .
Flz)= Y ce"T

n=—oo

dove, ponendo ¢ = —I[

1 l mT
=5 /4 F(x)e ™1 dx.

Infatti

+oo 0 [e%e)
mnE nTE mnE
Ecnelzgcnel—l—gcnel:
n=1

n=—oo n=—oo

00 00
=cCy+ Z C_kG_LkT + Z ckeLkT =
k=1 k=1

a,O o
_ LTT Tz
= —2 -+ |:C7k.€ tk I+ C]gebk‘ l i| -

ol
ey

- C;_O-|— > {(c_k—I—ck)coslmlT—x + (e, — c—g) sin]me}.
k=

—
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Adesso 1
cpto = 27/4 F(z) {e“kw_f + e | do =

l / ) cos lm—$dx

CL — _l lF Lk”l—z_—Lk%d_
ROk = o7 (:v){e e } T =

k
/ x) sin ﬂdz

Ora ¢ sufficiente porre by, = t(c_p—cy) e ax = c_p+cg, perk =1,2,3,. ..
O

4.3. Trasformata discreta di Fourier

Abbiamo visto che, se F'(z) soddisfa le condizioni di Dirichlet nell’intervallo
| — 1,1], allora in ogni punto di continuita di F'(z):

+OO nmTT
= > cpet T (4.12)
dove
1
Cp = —/ F(x)e™
20 )
Posto
1 l nmTT
= 5/ F(x)e™ T da (4.13)
-l
allora F'(x) si scrive

(4.14)
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La (4.13) prende il nome di trasformata discreta di Fourier e spesso
viene indicata con f(n) = F{F}, mentre F(z) si chiama antitrasfor-
mata discreta di Fourier.

Se z non ¢ punto di continuita allora nella (4.12) F'(z) va sostituito con

(F(z+0) + F(z — 0))/2.

4.4. Trasformate finite di Fourier

Riconsideriamo ora lo sviluppo di Fourier di F/(z), —l < x < [, nella
formulazione (4.1) con i coefficienti dati in «), 3) e v) ovvero

—|— Z (an cos —— + b,, sin mlr_x)

dove
1
ag = - / F(z)dz
L J
a, = 7 / ) cos —dz,
b, = 7 / ) sin —dz,
e facciamo I'ulteriore ipotesi F'(z) dispari. In questo caso F'(z) cos "7 &
una funzione dispari per ogni n € N mentre F'(x) sin *7* ¢ una funzione

pari per ogni n € N. Conseguentemente
a, =0 n=0,1,2...

mentre

by, =7 / ) sin wdw (4.15)

Pertanto
nwx

Zb sm—

con b,, definiti da (4.15).
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Definiamo ora

fs(n) = /Ol F(z)sin nlﬂdx,

allora

e percio si scrive

(4.16)

(4.17)

La (4.16) prende il nome di trasformata finita seno di Fourier di F(x)
per 0 < x < [ e viene spesso indicata con F {F'}, mentre la (4.17) si

chiama antitrasformata finita seno di Fourier di fs(n).
Assumiamo ora che F'(z) sia pari. In questo caso la funzione F'(z)

nmwT

sin e

¢ una funzione dispari in |-/, I[ e la funzione F'(z) cos “7* ¢ pari in |-/, [],
e pertanto b, = 0 per ogni n. Conseguentemente

F(z) ==+ Z @y, COS o
2 = [
con
an, l / ) cos mdw
Posto
!
fe(n) :/ F(z) cos nlﬂdx, n=12...

0

risulta

(4.18)
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e di conseguenza

nmwx

Flz) = % £00) + % i_ojl fuln) cos (4.19)

La (4.18) prende il nome di trasformata finita coseno di Fourier di F'(x)
per 0 < x < [, e viene indicata con F.{F'}, mentre F(x) si dice anti-
trasformata finita coseno di Fourier di f.(n) ed € indicata normalmente

con F~Hf.(n)}.

Esempio 4.4.1 Determinare
a) la trasformata finita seno di Fourier
b) la trasformata finita coseno di Fourier
della funzione F(z) =2z, 0 < x < 4.
a)
FAF} = fs(n) = /Ol F(z)sin nlﬂdz =

4
:/ 2xsinwda¢:
0 4

—cosnmx /4 —sinnmz/4\]*
= |op (2 EHR) _o (TE T o
nm/4 n?m2/16 0
32

= ——— COsSNnT;
nmw
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b) sen >0
nmx

FAFY =t = [ ' F(a) cos M g

4
= / 21 cos @dz =
0 4

sinnma /4 — cosnmz/4\]*
Y I eiediclig I § il f g
nm/4 n?m2/16 0
cosnm — 1
I
Sen =0

4
£.(0) :/ 2rdr = 16.
0
Esempio 4.4.2 Determinare

a) la trasformata finita seno di Fourier di a—;
x

0
b) la trasformata finita coseno di Fourier di —,

Ox
dove U(x,t) € una funzione definita per 0 <z <l et > 0.

a) Per definizione la trasformata finita seno é

ou LoU . nmx
Fs<%> = O%SIHle'—
l l
= U(x,t)sinm} T U(x,t)cos@dx:
I lo 1 [
=~ F(U).
Dunque

ﬂ(g—Z) - T r W, (4.20)




4.4. TRASFORMATE FINITE DI FOURIER 153

b) la trasformata finita coseno di Fourier é

ou LoU nwT
Fc(a—l') 8—:75 COS le’ =
l l
— [U(x, t) cos w] + nn U(z,t)sin @dx
l 0 l 0 )
ovvero
F. (g%) = ?}“S(U) — [U(0,t) — U(l,t) cosnr] . (4.21)

Esempio 4.4.3 Rusolvere il problema precedente per

ot
ou LoU | nmx
fs<a> = 0 ESIHTCZZ'—
sin 2%
dt/ l’ sm =
d
= —F, U
5 7s(U)

Analogamente

oUu d
A(2) - L

Da questi esempi si puo inoltre ricavare che

0*U d?

0*U d?
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Esempio 4.4.4 Risolvere il problema dell’esempio 4.4.2 per la fun-
zione
0?U

I’

a) Sostituendo g—U ad U nelle formule (4.20) e (4.21) dell’esempio
x
4.4.2 si ha:

0*U nm oU
f(a—> -t (a—> -

n?m? nm

- _l_zj:s(U) + ?U(O,t) - TU(l,t) COS M.

o*U nm oU
7{5e) =77 () - 000 - vt 0cosnr =

n?n?

= —l—z}"c(U) — [U(0,t) — Uy(l,t) cosnm] .

Esempio 4.4.5 Usare le trasformate finite di Fourier per risolvere
I’equazione

ou _ U

ot Ox?

U(0,t) =0

U(4,t)=0

U(z,0) =2z
con<zx<4det>0.

Prendendo la trasformata finita seno di ambo i membri dell’ equazione
assegnata (con l = 4), abbiamo

oUu 0*U
~ (%) =7 (5e)
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Posto u(t,n) = Fs(U) e tenendo conto dell’esempio 4.4.3

ou d
Fs (E) = %u(t, n).

Applicando ora ’esempio 4.4.4 abbiamo

0*U nm ou
f(%) B <3_>

Per l'esempio 4.4.2

ox 4

F, (8_U> — E]—;(U(:y,t)) + U(0,t) — U(4,t) cosnm =

nm
= —u(t,n).
Tu(t,n)
In definitiva si deve risolvere [’equazione

du n2m?

7 t
dt 16 u(t,n)
ottenendo
u(t,n) = u(0, n)e_”2”2t/16
dove 39
—32cosnm
0,n)=F22) = ——.
u(0,n) = F(22) = =20
Quindi
u(tn) = —32 cos N —n2ri/16
nmw
In definitiva
2 & —32cosnm 2 o nmT
U t _ = 7—n7rt/16‘_:
(z,t) 1 > - sin —

n=1

16 & /—cosnm 2 2 nwx
:_Z< >en7rt/1681n
T n

n=1

Esercizio 4.4.1 Sviluppare la funzione F(x) =z, per 0 < z < 2:

1

155
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Yy
// 2 /7
7 7/
7 v
7 /’
7 -2 2
v
d l I 2
7 I ] P >
/ 4 X
Vs /’
// /’
7 _9 ’
Figura 4.1:

a) in serie di Fourier di soli seni;
b) in serie di Fourier di soli coseni.

a) Per sviluppare F(x) in serie di soli seni é necessario che F(x) sia
periodica e dispari. Estendiamo quindi la definizione di F(z) a quella
di funzione dispari di periodo 4 (e quindi l = 2, vedere figura 4.1).

Possiamo ora scrivere per F(x) lo sviluppo

F(x) = le&in?
n=1

dove

nnx

2
/ F(z)sin —dx
0 2
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oOVvero

2
by, :/ xsm@dz—
0 2

——l ’ d<cos@>dx—
a dx 2 a

2 nmwT
T COS —

2 2
—/ CoSs wdm] =
0 2

nm 0

2 2 1. nmxl? 4 cosnm
= ——|[(2cosnm — — |sin — = —
nw nw 0 nw

S —— =

Fa) = "

n=1

( 4 cos mr) . nmx
nmw
1 T 1 . 27z 1 . 3mx

= 4| —— — 4+ — _— —_— =
{ 7Tsm 5 +27Tsm 5 37Tsm 5 +.

1)’”rl nwx

Z:: sin 5

b) Per sviluppare F(x) in serie di soli coseni ¢ necessario che F(x)
sia periodica e pari. Estendiamo quindi la sua definizione a quella di
funzione pari di periodo 4 (e quindi l = 2, vedere figura 4.2).

Allora

F(z) = ) +Zancos712ﬂ
n=1

dove

9 2 2
aozj/xdx:/xdx:2
0 0
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Y
. 2 .
\ p; N 7
\ s \ s
\ P \ 7
N P N ’
N2 2 N
I 1 -
T
Figura 4.2:
e
9 2
a, == F(x) cos L
2 Jo 2
2
= / T COS wdw =
0 2
{ (2 . mr:zc)rzz 2 2 nrx
= |z | —sin — - — sin —dx =
nmw 2 =0 NnmJo
[ ( —4 mrx)r
= |- Ccos —— =
n27r2 2 0
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STE
3
S

Figura 4.3:

In definitiva

= 4
F(z) =1+> 2 (cosnm — 1)008712& =
n=1

8 & 1 (2k + D)7z
—1- = .
2 kz:% 2k + 12" 2

Esercizio 4.4.2 Sviluppare la funzione F(z) = sinz, 0 < x < 7, in
serie coseno di Fourier.
Poicheé per ottenere uno sviluppo in serie di soli coseni F(x) deve es-
sere periodica pari effettuiamo un’estensione pari di F(z) di periodo 2m
(vedere figura 4.3).
Risulta allora .

agp nmwx

F(x) = 5 + 3 ay, cos l

n=1

conl =m. Quindi

2 (7 ™ 4
ag = — / F(z)dz = / sin xdx =
m Jo 0

™
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~| DN

!
/ F(z) cos mlr_xdx =
0

20

vy
/ sin x cos nxdx =
0

N =

= /07r (sin(z + nz) + sin(x — nx)) de =

1 —cos(n+ 1) cos(n—1)mr—1
+ =
n+1 n—1

| =

2(1
_ ( —I—COS?”L?T)’ n> 0.
m(n?—1)

Se n=1 allora

™

= 0.
0

2 [T 2 sin2x
a, = — sin z cos xdr = —
7 Jo T 2

In definitiva

2. 1+ cosnm
—Zicosnfn:
T 21

n=2 ns—

2 4 [0052x+cos4x+cos6x+
T wl22—-1 42-1 62—-1 |
Esercizio 4.4.3 Determinare la serie di Fourier per la funzione

2z 0<z<3

0 -3 <<

di periodo 6.
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1 /3
an =3 / F(z) cos mdw = / 2x cos @d:c =
-3
2 /3 3 d < . mrx) d
= - r—— (sin — ) dz =
3 Jo nwmdx 3
2 [ . nmx? 3 nmx ]
= — |xsin — —/ sin —dx| =
nmw 0 0 3
6 { mrxr’ 6 [ 1
= cos = cosnm — 1].
(nm)? 3 lo  (nm)?
3
b, = / sin @d:c = [/ 2x sin mdw =
3 0 3

:—1 / 2x—— (C s@) d:c] =
3 nm dz 3

-2 nwx | 3 nmwe
= — |xcos—| — cos —dz| =
nmw 3 o 0 3
-2 3 . nmx)?
= — |3cosnm — — sin —— =
nmw nm 0
= — COSNT.
nmw

Quindi in definitiva

3 s nwT 6 . nrx
= — Z cosmr—l)cos———cosmrsm— )
2 = 3 nmw 3

4.5. Integrale di Fourier

Sia F'(x) una funzione soggetta alle seguenti condizioni:

1. F(x) soddisfa le condizioni di Dirichlet in ogni intervallo finito
-1 <z <l
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2. l'integrale

/ " F(2)|da

—00
converge, ovvero F'(x) ¢ assolutamente integrabile nell’intervallo
—00 < T < +00;

vale allora il seguente teorema.

Teorema 4.5.1 (Teorema integrale di Fourier).

F(z) = /OJFOO (A(X) cos Ax 4+ B(A) sin \x) dA (4.22)
dove 1 proo
AN = ;/_OO F(x) cos Axdx
B(\) = %/Jroo F(z)sin Axdx. O

Osservazione 1. Una formulazione equivalente a (4.22) ¢ la seguente:

1 +o0o +oo
F(z) = 2—/ d)\/ ) cos Az — u)du. (4.23)
7r
Osservazione 2.  Le relazioni (4.22) e (4.23) sono valide se z ¢ un
punto di continuita di F. Se x € un punto di discontinuita allora il
primo membro di (4.22) e (4.23) deve essere sostituito da

N =

[F(z 4+ 0) + F(z — 0)].
4.6. Forma complessa degli integrali di Fourier

La formula del teorema integrale di Fourier (4.22) puo essere scritta
nella seguente forma complessa:

1 +o00 +oo
S / / F(u)e@=9 dud) =
27 —00 —00

_/ L)\J:d/\/ —L)xudu‘
2T

(4.24)
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Infatti tenuto conto che
L +o0 +o0
—/ d)\/ F(u)sin A(z — u)du =0
21 J—oo —00
basta sommare questa alla (4.23). Posto ora

= ™ Flu)eMdu, (4.25)

—00

dalla seconda uguaglianza in (4.24) si trae

F() 1/+Ooemf()\)d>\. (4.26)

")

La funzione f(A) definita in (4.25) prende il nome di trasformata di
Fourier di F(x) e si scrive

fA) = F{F}

mentre F'(z) ¢ detta antitrasformata di Fourierdi f(\) e viene indicata
con

F(z) =F " (f(\).

Assumiamo ora che F(z) sia dispari. Allora da (4.25) segue

+o0
fo) = /_ (F(u) cos \u — tF'(u) sin Au) du =

+00 +oo
= / F(u) cos Audu — L/ F(u) sin Audu.

— 00

Tenuto conto che F'(u)cos Au ¢ dispari e F'(u) sin Au ¢ pari risulta
400
fA) = —2L/ F(u) sin Audu.
0

Posto oo
fs(\) = / F(u) sin Audu
0

segue

f()‘) = _2[/fs()‘)
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quindi (notato che fs(\) & una funzione dispari),

Fa) = o [ e (o) fa)in =

")

—L

™

+00 +oo
/ C%M%mem/'smMﬂme:

—00 o0

1 oo
:—/ sin Az fy(\)dA =
T J—o00

9 oo
:—/ Fo(\) sin AzdA.
™ Jo

Definiamo allora

fs(\) = /OJFOO F(u) sin Audu

trasformata (infinita) seno di Fourier di F(z) per 0 < x < +00, mentre

definiamo

_mwzglmﬁ@ﬁmmw

7

antitrasformata seno di Fourier di fs()\).
Assumiamo ora che F(z) sia pari. Allora da (4.25) segue

f(A) = /+<>o F(u)cos \u du — L/Jroo F(u) sin Au du.

Poiche F(u)cos Au € pari (in w) e F'(u)sin Au ¢ dispari (in u) segue
+o0
f(A) = 2/ F(u) cos Audu
0

posto

fe(A) = /O+OO F(u) cos Audu

risulta

FA) =2f(N).
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Quindi notato che f.(\) & una funzione pari, possiamo scrivere la (4.26)
in questo modo

F(z) i[/+m2f0(A)cosA:pdA+L/+°°2fC(A)sinAdi _

- 2T o)
9 oo

~Z / £.(\) cos Azd.
mJo

Definiamo allora .
fe(N) = / F(u) cos Audu
0

trasformata (infinita) coseno di Fourier di F(z) per 0 < x < +o0 e la
denotiamo con

fe(N) = F{F}
mentre definiamo
2 [too
F(x) = —/ fe(N) cos AzdA
wJo

antitrasformata coseno di Fourierdi f.(\) e la denotiamo con F~1 (f.(\)).

Esempio 4.6.1 Risolvere l’equazione:
oU _ U
ot 0x2’

con le condizioni iniziali U(0,t) =0, e

z>0,t>0

1 O<zx<l1
U(z,0) =
0 x> 1.

Prendendo la trasformata seno di Fourier di ambo i membri dell’ equazione
assegnata abbiamo

+o0 +oo A2
/0 %—[t] sin A\xdx = /0 27[5 sin Axdzx.

Posto oo
u=u(\t) = / U(z,t)sin A\xdx
0
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la precedente diventa (integrando per parti il secondo membro):

+oo +o0
d_u = la—U sin Ax — AU cos Ax] — )\2/ U sin A\xdx =
dt Ox 0 0 (4.27)
= \U(0,t) — M.

Si e fatta l'ipotesi che sia U che la derivata parziale di U rispetto a x
tendono a 0 quando = tende a +0c0. Ora

+oo
u(A,0) :/ U(z,0)sin \xdx =
0

1 —cosA
—
Risolvendo (4.27) con la condizione U(0,t) =0 si ha

1
= / sin Axdx =
0

1— 2
u(A, t) = %S)\e_’\ b

Prendendo quindi l’antitrasformata seno di Fourier si trova la soluzione

2 [tool— A 2
Uz, t) = —/ %6_’\ sin Azd.
0

™

4.7. Teorema di Convoluzione

Definizione 4.7.1 Si definisce convoluzione di F(z) e G(x), —o0 <
x < 00, e st denota con F x G, l'integrale

FxG= /J:O F(u)G(z — u)du = H(x).

Vale il seguente teorema.

Teorema 4.7.1 Se H(x) ¢ la convoluzione di F(z) e G(x), allora

[T H@e e = [T p@ea [T Gleas

—o0 —00 —o0
OVvero

F(F*G)=F(F)F(G).
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Dimostrazione. Siano

=/ :’O ¢ E ()
) g(\) = /_J:O e MG (u)du

le trasformate di F' e GG rispettivamente. Allora

167

FF)FG) =fNg = [ ;OO e P(u)du | ;OO NG (v)dv =

+oo  p4oo
= / / e~ M) PG (v)du do.

Posto
r =z(u,v) =u+wv
u =u(u,v) =u
si ha
or o
ou Ov 11
= = 1
ou ou| |10
ou Ov
e quindi

[ e PG ) do -

= [T e PG — wdu e =

= [ e (f ;OO F(0)Gla —u)du) dz =
e

= F(H(x)) = F(F+G). O

In altre parole la trasformata di Fourier della convoluzione di F' e G ¢

il prodotto delle trasformate di Fourier di F' e G.
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4.8. Relazione tra trasformata di Fourier e trasfor-
mata di Laplace

Per un fissato = € R consideriamo la funzione (nella variabile t)

e "t d(t) t>0
F(z,t) =
0 t<O0.

dove ®(t) & una qualunque funzione generalmente continua per t > 0 e
di ordine esponenziale . Allora

“+00

F(F(x,1)) = / e~ N (z, t)dt = f(x, )

—00

e anche, utilizzando la lettera y anziche A:

flzyy) = /_+oo eV F (2, t)dt =

—/ W (2, t)dt +/ e V' E (z,t)dt =

= [ e =

= / e~ @D () dt = (posto s = x + 1y)

= [T et = f(s)
In definitiva, pur di considerare s complesso, segue
F(F(x,t)) = L[®(t)] t > 0.
In particolare per x = 0, cioe s = 0 + 1y:
F(F(0,t)) = F(®) = L[P(t)] t > 0.
Osservazione. Se (F'x G)(t) =0 per t < 0 allora
F(F+G)=L[F=*q|. (4.28)
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Ora supposto che F(t) e G(t) sono funzioni nulle per ¢ < 0 questo
implica che

(FxG)(t)=0 t<0
e dunque la (4.28). Inoltre

FxG :/_+OOF( VGt — u)du =

—/ t—udu+/+oo w)G(t —u)du =
—/+oo G(t —u)du =
—/ t—udu+/+oo u)G(t —u)du =

—/ G(t —u)du

infatti G(t — u) = 0 per t —u < 0 cioe per t < u, cosl
t
F(F+G) =L[FxG] :L{/ F(u)G(t —u)du| =
0

= L[F]L[G],

e ritroviamo il teorema di convoluzione per la trasformata di Laplace.

4.9. Antitrasformata di Laplace complessa
Sia .
f(s) = / e F(u)du, seC
0
la trasformata di Laplace di F'(¢). Vogliamo provare che

1 y+Loo
—/ e f(s)ds, t>0

F(t) = LV [f(s)] = { 2M¢ e (4.29)
0, t<0
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dove 7 ¢ scelto in modo tale che la retta s = 7 si trovi alla destra di
tutte le singolarita (poli, punti di diramazione, singolarita essenziali)
di f(s) e per il resto ¢ arbitrario. Infatti per definizione

f(s) = /O+OO e " F(u)du.

Allora
1' 1 s st d 1 ]' gt oo stfsuF d d
Tl'rJIrlOO 2_7'('[, /y—LT ¢ f(S) 5= Tl’rJIFIOO 2_71'1/ y—T /O ¢ (U) uas:

Posto s = v+ 1wy, ds = tdy, quindi I'integrale a destra puo essere scritto
cosi:

; i vt eyt Lyu —Yu
TLHEOO 5 / dy/ F(u)]du. (4.30)
Poniamo ora
e "E(t), t>0
®(t) =
F(t), t<O.

Assunta F'(t) = 0 per t < 0 dunque ®(t) = 0 per ¢t < 0. Quindi (4.30)

diventa .
lim —e" / eVdy / eV (u
T—+oco 27

e per il teorema integrale di Fourier si ha

tim oLt [ e ps)as = erar(n
1m —e e s)as = —e =
o’ s T

T—+oo 2T —T
1
—eM2me " F(t) = F(t), t>0
_ ) 2r
0 t <0,

In definitiva
1 vy+Loo
F(t) = —/ et f(s)ds,  t>0.
21 y—t00

Osservazione. Nella precedente dimostrazione si e assunto che la
funzione e”7*F'(u) sia assolutamente integrabile nell’intervallo (0, +00)
cioe che 'integrale

400
/ e~ F ()| du
0
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B
\,y_’_LT

-4

Figura 4.4:

converga, in modo tale da poter applicare il teorema integrale di Fourier.
Affinche cio si verifichi & sufficiente che F(t) sia di ordine esponenziale
v, con v numero reale tale che la retta del piano complesso s = v si
trovi alla destra di tutte le possibili singolarita di f(s). A parte cio
¢ del tutto arbitrario.

L’integrale che compare in (4.29) viene calcolato partendo dall’integrale

1
5 j{C e* f(s)ds

dove C' ¢ il contorno descritto in figura 4.4, detto anche contorno di
Bromwich. Indicato con I' I'arco di circonferenza BJKLA (circon-

ferenza di centro l'origine O e raggio R) si ha T'= /R? — ~°.

F() = lim /WTestf(s)ds:

R—+00 Jy—T

(4.31)
= lim [nge“f(s)ds— L/Fes'fj"(s)cis].

R—+oco | 271 2T
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4.10. Uso del teorema dei residui per il calcolo
delle antitrasformate di Laplace

Assumiamo che f(s) presenti come singolarita solo poli situati alla si-
nistra della retta s = v per un assegnato valore . Assumiamo inoltre
che l'integrale di f(s) sulla curva I' disegnata in 4.4 sia infinitesimo
per R — +4o00. Allora in virtu del teorema dei residui la (4.31) puo
scriversi

F(t) = residui di e* f(s) calcolati nei poli di f(s). (4.32)

Come abbiamo anticipato la validita della formula (4.32) ¢ legata al
fatto che

/ e f(s)ds — 0
r

per R — 4o00. Una condizione sufficiente affinche cio accada e data dal
seguente:

Teorema 4.10.1 Se esistono due costanti M > 0,k > 0, tali che
. M
Vs(= Re”) €T : |f(s)| < Tk
allora

li *f(s)ds=0.0
A J e f(s)ds=0

Rimandiamo all’appendice (pagina 185) di questo capitolo alcune con-
siderazioni sul teorema appena enunciato.

Esempio 4.10.1 Calcolare

-1 1
k lw+n@—24

usando la formula di inversione di Laplace.

R e

1 Y4100 est
= —/ ds.
27 Y—100 (8 + 1)(5 — 2)2
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T
\,y_’_LT

—

Figura 4.5:

Scelto il contorno di Bromwich come disegnato in figura 4.5 con vy > 2
e posto C' =T"U L risulta

st

1 e 2
%72 G2z~ ;Res [(3 T 1)(s - 2)

st

55 (4.33)

dove s1 = —1 e sy = 2, e, anche

1 est est
b 7{0 G228 = /p G 2"
(4.34)

y+.T est
+
i GG 2P

ds.

Poiché ora

(s+1)(s—2)?

per opportunt M e k, e per s € C, e percio

_ ! M
(s +D(s =2)% R

est

/F (s +1)(s —2)?

ds — 0 se R — 400
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da (4.33) e (4.34) seque allora

2 est y+.T st
e [z = [ e FO)

indipendentemente da vy, purche v > 2. Calcoliamo ora i residui nei
due poli:

lim (s + 1) e’ 1,
im (s = —¢
s——1 (S + 1)(8 — 2)2 9
d est 1
522 ds [(8 ) (s+1)(s— 2)2] ‘ ‘

In definitiva
F(t) = 1e_t + lte% — le%
9 3 9

4.11. Modifica del contorno di Bromwich nel caso
di punti di diramazione

Nell'ipotesi che f(s) presenti punti di diramazione le relazioni (4.31) e
(4.32) continuano a valere purche si modifichi opportunamente il con-
torno di Bromwich. Per esempio se f(s) presenta un unico punto di
diramazione, per esempio s = ( allora si puo usare il contorno in figura
4.6.

Qui BDE e LN A sono archi di cerchio centrato nell’origine e raggio R
mentre HJK e un arco del cerchio di centro O e raggio €.

Esempio 4.11.1 Determinare

ass

S

usando la formula dell’inversione complessa.
Per la formula dell’inversione complessa, Uantitrasformata di e~V /s

e data da:
1 Y4100 6575*“\/E
F(t) = / ds.
v

270 Jy—100 S
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LD B
R N T
H
E e\J
L °/
K
v =T
__/A
N
Figura 4.6:

Poiche s =0 e un punto di diramazione della funzione integranda con-
sideriamo il cammino C disegnato nella figura 4.6.

1 st—ay/s 1 st—av/s 1 st—an/s
— 7{ ¢ ds = — / ¢ ds + — / ¢ ds+
2me Jo s 2me JAB s 2mL JBDE S

1 est—ay/s 1 est—a\/g
o / ds + — / ds+
2mt JEH S 2wy JHIK S

1 st—a+/s 1 st—a/s
+— / € ds + — / € ds.
2w JKL S 2L JLNA S

Ora, poicheé l'unica singolarita della funzione integranda, s = 0, e es-
terna a C', per il teorema di Cauchy l'integrale a sinistra € nullo. Inoltre
non ¢ difficile verificare che lintegranda soddisfa la condizione

estfa\/g M

= Rb

S

su C, per qualche M,k > 0, a > 0. Pertanto in virtu del teorema
4.10.1, quando R — oo gli integrali lungo BDE e LNA tendono a
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zero. Conseguentemente

1 estfa\/g
Ft) = lim ——/ £ ds=
R—+00,e—0 271 JAB S
1 Y+too st—ay/s
= — / £ ds=
27 Jy—100 S
1 st—an/s st—ay/s st—ay/s
__ Ml-—{/ € s+ S—as+ [ —dst.
R—+00,e—0 271 | JEH S HJK S KL S

Lungo EH, s = xe'™, \/s = \/ze"™/? = 1,/ e per s variabile tra —R e
—e, x varia tra R e . Pertanto abbiamo:

st—a+/s _e ,st—ay/s e ,—Tt—ai\/T
[ [ e,
EH

S —R S R T

Analogamente, lungo KL, s = xe™™, \/s = \Jze ™?* = —1\/x, e per s
variabile tra —e e —R, x varia tra € e R. Allora

st—av/s —R ,st—a/s R ,—xt+aw/z
[y P L
KL 5

s —& s x
Lungo HIK ¢ s =c¢ce’ e si ha

ceflt—a/cetf/?

t—ay/s —

e’ T e

/ ———%s:/ ————ee’dfh =
HIK S T cet

- Oy 0/2
= L/ ese tmavEe g
s
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La F(t) puo scriversi

—c efxtha\/E R efthrLa\/E
[ [
R €T 5 i

F(t) = — lim ! {

R—00,e—0 27

4 /77‘(‘ esebeaﬁeLG/QdG} _

dr+

B . 1 {/R efxt(eaL\/E _ e*G,L\/E)

R—00,e—0 271 xT

+L/f7r eaebe_aﬁewmde} _

1 R ,—7t &3
— m ___{QL/° eMsinay
5 e

R—00,6—0 271

+t /_ﬂ eaem_“ﬁetmd(‘)}.

Poiché si puo prendere il limite sotto il segno di integrale, si ha

lim [ efeftmavee gg — / do = 2.

e—=0 /) _r

In definitiva
1 400 p—xt o
nw=1+—/ e sinay
T Jo x

4.12. Caso di un infinito numero di singolarita

Quando si vuol determinare 'antitrasformata di Laplace di funzioni con
un numero infinito di singolarita ¢ ancora possibile utilizzare i metodi
descritti in precedenza. In questo caso la porzione di curva del con-
torno di Bromwich e scelta in modo tale da avere raggio R,, tale da
racchiudere solo un numero finito di singolarita e che non passi per nes-
suna di queste singolarita. Allora I'antitrasformata richiesta ¢ ottenuta
prendendo il limite per m — +o0.



178 CAPITOLO 4. LA TRASFORMATA DI FOURIER

D B
—
E
Ry,
F
G
T, A
H
Figura 4.7:
Esempio 4.12.1 Determinare
porfeoshavs iy
scosh /s '

Per determinare ’antitrasformata richiesta consideriamo il contorno di
Bromuwich disegnato in figura 4.7.

1l segmento AB ¢ scelto in modo che si trovi alla destra di tutti i poli,
che non ¢ difficile riconoscere nei punti

1 2
s=10 sn:—(n+§) 2 n=12...

Infatti
_ coshwy/s
~ scoshy/s

L (o) /2 4 (o/5) A+
s[L4 (Vs)2/2!+ (Vs)4/Al + .. ]

1+ s2?/2! + 221 /4l + . ..
s[l+s/20+ s2/41 + .. ]

f(s)
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ed ¢ enidente che in s = 0 non c’e punto di diramazione ma un polo
semplice. Gli ulteriori poli di f(s) sono gli zeri della funzione cosh /s,
ovvero 1 valori per cui

Vs 4 o—Vs
cosh /s = % =0
OVVETOo
Vs = —e vV A==
Vs = 1 =™t =, 41,42, ...
da cut
1

Sk = (k‘ + §> !

oppure

1\? 9
Sk:—<k—|—§> .

Quindi f(s) presenta poli semplici in s =0 e nei punti

1 2
sn:—(n+§)w2 n=1,273,...

Si e scelto il contorno di Bromwich in modo che la parte curva BDE
FGHA sia un arco della circonferenza I',, con centro l'origine e raggio
Ry,

R,, = m*n?, m # 0,m € N.

Questa scelta assicura che il contorno non passi per alcun polo della
funzione f(s). Determiniamo ora i residui della funzione:

et cosh z+/s
scosh/s

Il residuo in s =0 ¢

e cosh /s
im —————— = 1.
s—0  cosh+/s
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1l residuo in uno degli altri poli s, é

) e’ cosh /s
Sn
scosh /s

lim (s —

S—Sn,

i o st
T ek ] lim [e cosh:L'\/E] _
s=sn | cosh /s s
i st
lim 1 i 1€ e* cosh x/s _
s=sn | sinh sinh /5/2\/s s

4 _]_ n 2,2
Le(”_lp) ™teos(n —1/2)wx
m(2n —1)

Se C,, =T, UAB ¢ il contorno in figura 4.7, allora

1 et cosh :c\/_
NN =1 (n— 1/2) n2t —1/9
2T y{cm scosh /s +— Z o — 1 cos(n /2)Tx

Prendendo il limite per m — 400 ed osservando che l’integrale lungo
I',, tende a zero si ha:

[ cosh zv/s
scosh /s

TL

>1|u>

’(”’1/2)2”% cos(n — 1/2)rx =

im

=1|Hu

i )" 7(2n71)27r2t/4 oS (2n —1)mz
- 2

Esercizio 4.12.1 Determinare

sinh sx
St .
s% cosh sa
Iniziamo con il determinare 1 poli della funzione

sinh sx

fls) =

f(s) = sz + (s2)3/31 + (s2)° /50 + . ..
T (/20 (sa) AT+ ]

s2 cosh sa’

T+ s223 /3! + st /5! + .
s[1+ (sa)?/2! + (sa)*/4! + .. ]
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Figura 4.8:

E evidente che s = 0 ¢ un polo semplice (benche inizialmente potesse
sembrare un polo doppio). Come nel caso precedente gli ulteriori poli
sono gli zeri della funzione cosh sa ovvero gli zeri della funzione

esa _|__ 67304
2

dunque

sa 2sa +2kme

= - "o et =—-1=c¢

1
sk:<k:—|—§)ma k=0,+£1,£2,...

Questi poli (come nel caso precedente) sono tutti semplici, infatti basta
verificare che f'(sg) # 0, Vk.
1l resto dell’esercizio procede come nel caso precedente.

Esercizio 4.12.2 Al circuito elettrico in figura 4.9 é applicata una ten-
sione periodica E(t) avente 'andamento di un’onda quadra (figura 4.8).
Determinare la corrente in funzione del tempo assumendo nulla la cor-
rente all’istante t = 0.
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0, L

Figura 4.9:

L’equazione differenziale della 1(t) nel circuito é:

dI

L + RI = E(t
T (t)

1(0) = 0.

Prendendo le trasformate di Laplace e dalle tabelle si ha:

E
Lsi(s)+ R i(s) = —Otanh§
s

oppure
Ey as
_ N
i(s) S5t ) tan 5
dove i(s) = L[I(t)]. Quindi
Eo 1 as
I(t) = —L | ———F=—tanh —|. 4.35
O =T e mm ™ (4:35)

La funzione
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presenta un polo semplice in s = —R/L e poli semplici in
2k +1
sy PRI 04 4
a

dove cosh(as/2) = 0. Il valore s = 0 non é un polo poiché

lim tanh(as/2) _a
50 5 2

é finito. Quindi s = 0 € una singolarita eliminabile. Allora il residuo
ins=—R/L é

est as L aR
li L) | ——————tanh — e L tanh —
i (s + R/L) L(H R/L) 2] R° oL

Il residuo in s = s = (2k + 1)me/a é

st

tanh &
—————tanh —| =
5=k s(s+ R/L) 2

s — Sk . [e*sinh(as/2)
lim |————| lim |[———————%| =
s=sk | cosh(as/2) | s=sv | s(s+ R/L)

- l(a/m sinluask/m] _ii(SsT i(;@sfg)] -

e(2k+1)7nt/a

- (2k + D)me[(2k + 1)me/a+ R/L]

Allora la somma dei residui ¢
2¢ (2k+1)met/a

(2k + )me[(2k + 1)me/a + R/L]

ée Rt/Ltanh —|— Z

aRsin(2n — 1)wt/a — (2n — 1)nL cos(2n — 1)nt/a
(2n — 1)[a®R? + (2n — 1)?72L?]

L —Rt/L 2 &
S tan Z
Re +7TZ

n=1
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Quindi dalla (4.35) si ha il risultato cercato

E
I(t) = Eoe*Rt/L tanh %—1—
2E, i aRsin(2n — 1)wt/a — (2n — 1)wLcos(2n — 1)t /a
L (2n —1)[a®R? + (2n — 1)?72L2]

n=1

Questo puo essere posto nella forma

E
I(t) = Eoe’Rt/L tanh @—l—

2L
+QEO i sin[(2n — V)7t /a — ®,,]
mL = (2n —1)[a®R? + (2n — 1)?72L2|\/2
dove
(2n — 1)wL

®,, = arctan
" aR



