Elementi di teoria dei gruppi ed applicazioni
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1 Gruppi

Un gruppo G € un insieme di elementi g con una legge di composizione m : G x G — G
(moltiplicazione) tale che per ogni due elementi gy, g2 € G

m(gi,92) = 192 € G (1.1)
Le seguenti proprieta devono esser soddisfatte:

i) la moltiplicazione ¢ associativa

91(9293) = (9192)93, Vg1.92,95 € G (1.2)

ii) esiste I’elemento identita e
e =gre=¢g1 Vge G (1.3)

iii) esiste I'inverso ¢g~*

Un gruppo G e detto commutativo o abeliano se Vg1, go

9192 = 9201 (1.5)

E’ facile vedere che l'elemento identita e ¢ unico. Un sottoinsieme H C G ¢ detto
sottogruppo se I'insieme dei suoi elementi ¢ un gruppo sotto la legge di moltiplicazione di

G.

L’ordine di un gruppo e il numero di elementi. Se l'ordine e finito il gruppo si dice
finito.

Il sottogruppo H C G e sottogruppo normale o invariante se
ghg '€ H Yge G, he H (1.6)
Una applicazione ¢ : G; — Gy (G7 e Go gruppi) e chiamato omomorfismo se

g1 — &(g1) G2 — #(g2) Va1, g2 € Gy (1.7)

implica
9192 = ¢(9192) = ¢(91)9(92) (1.8)

Se prendiamo in particolare g3 = e; si ha ¢(e;) = ¢(e1)p(e1) e quindi ¢(e1) = eq ©
I’elemento identita di Gs.

Prendendo g, = g; * si ottiene

$gr") = (6(g1) ™" (1.9)



Se I’'omomorfismo di gruppo € uno a uno si dice isomorfismo. L'insieme K, degli elementi
che sono trasformati in ey e il kernel di ¢

Ky =¢""(e2) (1.10)
Se G5 = G; omomorfismo diventa endomorfismo ed isomorfismo automorfismo.

Sia H sottogruppo di G e g un elemento fisso di G. L’ insieme di tutti i prodotti
gh (hg) per ogni h € H & chiamato il left H coset (right H coset), indicato nel seguito
come gH (Hg).

Se due coset hanno due elementi in comune sono coincidenti.
Infattise g € 1 H e g € goH
9 = gih1 = g2hy (1.11)
allora gy 'g1 = hohy! = ' € H. Pertanto g; = goh’ e g1H = goh'H = goH.
Pertanto il gruppo G si decompone in left (right) H cosets disgiunti.

Se H e un sottogruppo normale, allora Vg
gH =Hg (1.12)
Infatti I'’elemento generale di gH € gh con h € H e g € G. Ma
ghg ' =MW, W eH (1.13)

e quindi
gh ="y (1.14)

cioe ogni elemento in gH € in Hg. In altre parole left e right cosets sono coincidenti.

Sia allora H un sottogruppo normale di G e indichiamo con G/H linsieme di tutti i
cosets distinti di H in G. L’inseme G/H equipaggiato con la legge di moltiplicazione

(91H)(92H) = (9192)H ¢1,92 € G (1.15)

e un gruppo chiamato gruppo fattore di G rispetto a H. E’ facile verificare che la legge di
moltiplicazione soddisfa gli assiomi del gruppo. L’elemento unita di G/H ¢ eH.

Dato un omomorfismo ¢ : G; — G5 possiamo formare il gruppo fattore G /K, essendo
K4 un sottogruppo normale di G;. E’ facile mostrare che Ky ¢ un sottogruppo, ed inoltre
da ¢(ghg™') = ey segue che K, & un sottogruppo normale.

E’ possibile allora costruire un isomorfismo ¢ : G, /Ky — Go. Infatti se a e b
appartengono allo stesso K coset

¢(a) = ¢(b) (1.16)
Infatti a = bk con ¢(k) = ey e quindi vale la (1.16).



Viceversa se ¢(a) = ¢(b) a e b appartengono allo stesso coset. Infatti se vale la (1.16),
se ey € elemento identita di G, si ha

ez = ¢(a)p(b) ™" = p(ad™") (1.17)
cioé ab™! € K. Quindi esiste un h € Ky tale che a = hb cioe
ac Kgb=0bKy, (1.18)
Quindi a e b appartengono allo stesso coset.

Possiamo pertanto definire una applicazione ¢ : Gy /K, — G che & un isomorfismo:
gz_S(aK¢) = (5([)) be CLK¢ (119)
Il centro di un gruppo e costituito dagli elementi di G che commutano con tutti gli

elementi di G.

A partire da due gruppi G| e G4 e possibile definire il prodotto diretto G; x G5 come
I'insieme degli elementi (g1, g2), g1 € G1,92 € Go con la seguente legge di moltiplicazione

(91, 92)(91, 95) = (9191, 9295) (1.20)

Esempio 1. Gruppo delle permutazioni di tre oggetti Ss.

Gli elementi di G sono i sei modi in cui si possono permutare tre oggetti:

(1.21)

(1.22)

che corrispondono alle operazioni

non far niente

()
1,2)  permutare gli oggetti nella posizione 1,2
2,3) permutare gli oggetti nella posizione 2,3
1,3) permutare gli oggetti nella posizione 1,3

) permutazione ciclica

— W

(
(
(1,
(1,2,
(3,2,

C’¢ una legge di moltiplicazione naturale

) permutazione anticiclica (1.23)

(2,3)(1,2) = (3,2,1) (1.24)
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Infatti

(1,2) (a,b,c) — (b,a,c)
(2,3) (b,a,c) — (b,c,a) (1.25)

E’ chiaro che esistono ’elemento identita e I'inverso. L’associativita segue dal fatto
che a ciascun passo del prodotto ¢’e¢ uno stato definito.

Il gruppo delle permutazioni di n oggetti ¢ S,, con ordine n!.

Esempio 2. La collezione delle rotazioni del cerchio di multipli di 27 /n radianti. E’
un gruppo finito di n elementi.

Esempio 3. GL(n,R). L’insieme delle matrici n x n non singolari forma un gruppo
sotto la moltiplicazione righe per colonne, chiamato gruppo lineare generale,

GL(n,R)={A € M(n,R)|det A # 0} (1.26)

Analogamente si definisce un GL(n, C). 1l sottoinsieme di GL(n,R) costituito dalle ma-
trici A con det A = 1 forma un sottogruppo denotato con SL(n,R). L’insieme delle
matrici unitarie forma un altro gruppo (gruppo unitario)

U(n) = {Ac M(n,C)|AAT = ATA =T} (1.27)
Analogamente si definisce il gruppo speciale unitario SU(n).

Esempio 4. Il gruppo delle rotazioni nello spazio euclideo F3 = (R3,d>).

Consideriamo 'insieme O(3) (gruppo ortogonale) delle trasformazioni di F3 in se stesso
che preservano le distanze e lasciano l'origine inalterata. Dati Ry, Ry € O(3), definiamo

con x € FEs. La trasformazione identica esiste (r — z). Tutte le trasformazioni sono
uno a uno e quindi per ognuna di esse esiste 'inversa. Per definizione questa regola di
moltiplicazione e associativa.

Se fissiamo un sistema di assi ortogonali ad ogni trasformazione xr — 2’ & associata
una matrice 3 X 3 non singolare R;; tale che

e che soddisfa
R'TR=1 (1.30)

Questa proprieta segue dalla richiesta di lasciare inalterate le distanze.

Per ogni R € O(3) la corrispondenza R — {R;} € uno a uno. Dalla (1.30) segue
det R = +£1. 1l sottogruppo di O(3) con det R = 1 (sottogruppo senza inversioni) ¢ detto
SO(3) (gruppo ortogonale speciale). SO(3) € un sottogruppo invariante di O(3). Infatti
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det(ghg™") = deth = 1 se h € SO(3), g € O(3). Se g ¢ SO(3), allora g = Ph dove
P = diag(—1,-1,-1).

I corrispondenti gruppi in n dimensioni sono O(n) e SO(n). Questi sono esempi di
gruppi continui. Gli elementi sono funzioni continue di un certo insieme di parametri.

Esempio 5. Il gruppo SU(2).

L’insieme delle matrici unitarie 2 x 2 con determinante uguale a uno forma un gruppo
rispetto all’'usuale moltiplicazione. La forma generale ¢

U= (_O‘B g) (1.31)

con |a|* + |3|*> = 1. Possiamo esprimere U in termini di matrici di Pauli

71:((1) é) ng(? _OZ) 73:<(1) _01> (1.32)

e la matrice identita
1 0

Ricordiamo che le matrici di Pauli soddisfano Trr;7; = 20,5 € 7,7 = 6, +4€;,Tk, (€123 = 1).

Inoltre le matrici di Pauli sono hermitiane 7} = 7;. E’

o @0+i0¢3 Oég+i()é1 . S
U= (—az +i0q  ap— ia3) = To% i (1.34)

con i numeri reali ag, a; (i = 1,2, 3) che soddisfano

af+aj+as+a;=1 (1.35)
Se poniamo @ = — A7, con 712 = 1, A > 0, abbiamo
ag+ =1 (1.36)
e possiamo porre
o :cosg )\:sing (1.37)

con 0 < 0 < 27 (il motivo di questa parametrizzazione sara piu chiaro nel seguito). Quindi
dalla (1.34) otteniamo

7 0
U = cos 5[ — 47 - T'sin 5= exp(—in - 70/2) (1.38)

Mostriamo che SU(2) &€ omomorfo al gruppo delle rotazioni proprie di Es. Per ogni vettore

definiamo la matrice .
E:F-f:( s "”1_”2) (1.39)

T +i£€2 —X3



Osserviamo che

detT = —|7? (1.40)
Per ogni U € SU(2) definiamo la trasformazione
7 =UzU! (1.41)
Valgono le seguenti proprieta:

i) @ & hermitiano, essendo le matrici di Pauli hermitiane ed U unitaria.

ii) Essendo U unitaria, utilizzando la proprieta Tr(AB) = Tr(BA) si ha Trz’ = Trz =
0. Segue allora @ = #'-7 (ogni matrice hermitiana 2 x 2 a traccia nulla ¢ una combinazione
lineare di matrici di Pauli con coefficienti reali).

i) det T = detT = —| 7> = |72

Segue quindi che la trasformazione ¥ — &’ & un mapping di F3 in E3 che preserva la
distanza e non cambia l'origine. Quindi ¢ una trasformazione di O(3). Indichiamo con
R(U) I'elemento di O(3) che corrisponde alla matrice U (& = R(U)Z).

E’ allora
7 =UzU" = R(U)Z (1.42)

Se facciamo due trasformazioni otteniamo

T = U,U,zUSUT = U, R(U,)ZU = R(U)R(U3)Z = R(ULUs) % (1.43)

Pertanto U — R(U) € un omomorfismo di SU(2) in O(3). Osserviamo che R(U) = R(-U)
e quindi alla stessa rotazione corrispondono due matrici di SU(2).

Le sole matrici U tali che R(U) = I sono U = +1. Quindi il nucleo dell’omomorfismo
¢ Zy = {+1,—1}. Si ha quindi un isomorfismo da SU(2)/Z; in O(3). In realta si puo
dimostrare che l'isomorfismo ¢ su SO(3). Questo segue da

1

1
Ty Ty X T3 = %Tr(f@ﬁg) = %Tr(UflUT Uz, UTUTSUT) = 7 - &, x iy (1.44)

dove abbiamo usato la seguente proprieta delle matrici di Pauli
Tr(ry7m7) = i€ (1.45)

La (1.44) implica che il triplo prodotto scalare & invariante sotto le trasformazioni indotte
dalle U, ovvero det R(U) = +1, dato che il triplo prodotto non ¢ invariante sotto inversioni
spaziali (det R(U) = —1).

SU(2) e detto il gruppo di ricoprimento universale di SO(3). La (1.39) puo essere
invertita

1
T = éTr(Tﬁ) (1.46)



Combinando le (1.41) e (1.38) si trova

¥ = (- 1)n+ cos[F — (7 - £)7ii] + sin (7 x T) (1.47)
e quindi 77 ¢ ottenuto da 7 con una rotazione di un angolo 6 con 0 < 6§ < 27 intorno
all’asse determinato da 7.

L’espressione esplicita della matrice R(U) ¢ la seguente
1

Esempio 6. Il gruppo di Lorentz proprio.
L’insieme delle trasformazioni proprie di Lorentz forma un gruppo indicato con L,
che ¢ isomorfo al gruppo di matrici 4 x 4 A# (u =0,1,2,3) tali che

1

—1

ANgh=yg, g= (1.49)

-1
-1
con det A = +1. La matrice g e il tensore metrico dello spazio di Minkowski. Si verifica
che se Ay, Ay € L, allora anche la matrice A;Ay soddisfa la eq. (1.49), det AjAy = 1.
Diamo anche un esempio di boost lungo 'asse x:
coshy —sinhy
—sinhy  coshy
(1.50)

dove tanh x = g = v/ec.
Esempio 7. Il gruppo di Poincaré.

Il gruppo di Poincaré consiste di tutte le trasformazioni di Lorentz e delle traslazioni
nello spazio di Minkowski. Un elemento & caratterizzato da (a,A) dove a sta per un
quadrivettore a* e A e una trasformazione di Lorentz. Quindi per ogni quadrivettore x

(a,N)x =Ax+a (1.51)
La legge di composizione si ottiene facendo due trasformazioni
(a',A)(a,N)z = (d,N)(Az+ a)
= NAz+a)+d
= (Na+d, NNz (1.52)
OVVero
(a',A")(a,A) = (a' + Na, AN'A) (1.53)
Questa struttura di prodotto e quella del prodotto semidiretto di gruppi.
L’identita ¢ (0, 1) e I'inverso ¢

(a,A)"L = (=A"lq, A7Y) (1.54)



2 Gruppi di Lie ed algebre di Lie

Quando gli elementi di un gruppo non sono numerabili, e utile spesso disporre della
nozione di continuita.

Un gruppo ¢ un gruppo continuo a n parametri se i suoi elementi possono essere
parametrizzati da n variabili reali (continue) e non pid di n parametri sono necessari.
Chiamiamo n la dimensione di G. Scriviamo G = {g(a)},a = a,...a,,. Devono inoltre
valere le le seguenti proprieta:

9(a)g(b) = glo(a, b)] (2.1)
97 (a) = g[¢(a)] (2.2)
con le funzioni ¢ e v continue.

Un gruppo & detto gruppo di Lie se ¢ e 1) sono funzioni analitiche (infinitamente
differenziabili) di a e b.

Sono esempi di gruppi di Lie GL(n,R) (dim = n?*), GL(n,C) (dim = 2n?), O(n)
(dim = n(n —1)/2), U(n) (dim = n?) etc. Molti di questi gruppi lasciano invariate delle
forme quadratiche. Per esempio U(n) lascia invariato il prodotto scalare

(2,y) = Zl’fyz (2.3)

mentre O(n) lascia invariato
(x,y) = Yz (2.4)
i=1

Non tutti i gruppi sono gruppi di matrici. Per esempio il gruppo delle trasformazioni
canoniche in meccanica classica o il gruppo delle trasformazioni delle coordinate in Rela-
tivita Generale. Un elemento di questi gruppi non puo esser determinato da un numero
finito di parametri, ma piuttosto da una funzione o piu funzioni.

Una applicazione da R in G,
t —gla(t)] =g() teR (2.5)

con a(t) continuo, e chiamata un cammino (curva) in G. Due elementi g; e g, sono
connessi se essi possono essere congiunti da un cammino cioe se esiste un g(t) tale che

9(0) = g1 e g(1) = go.

Un gruppo e detto connesso se per ogni coppia di elementi ¢’¢ un cammino che gli
unisce.

Componente connessa di un gruppo e l'insieme degli elementi di un gruppo che sono
connessi tra di loro.



Per esempio il gruppo SO(n) & connesso mentre il gruppo O(n) non lo & (non ¢ possibile
passare con continuita da matrici con det = +1 a matrici con det = —1).

La componente di un gruppo contenente l'identita ¢ chiamata componente identita .
Per esempio il gruppo O(n) consiste di due componenti connesse (matrici con det = +1
e matrici con det = —1 ). SO(n) ¢ la componente identita.

Sottogruppi ad un parametro. Sono costituiti dallinsieme degli elementi (2.5) tali che
9(s)g(t) = g(s+1) —s,teR.

Uno spazio vettoriale V' su K insieme con una operazione bilineare da V' x V. — V|
chiamata parentesi di Lie, (X,Y) — [X,Y] ¢ chiamato algebra di Lie se

(X +8Y,Z] = a|X, 2]+ B]Y,Z] Vo,BEK, VX,Y,Z€V (2.6)

X,Y]=-[Y,X], VX,YeV (2.7)

e vale 'identita di Jacobi

X, [Y,Z)| + [V, |2, X)] +[Z,[X,Y]] =0, VX,Y,ZeV (2.8)

Studiamo adesso le proprieta infinitesime dei gruppi di Lie, ovvero le proprieta del
gruppo nell’intorno dell’elemento identita. Questo porta in modo naturale ai concet-
ti di generatori ed algebra di Lie. Per esempio la struttura locale del gruppo delle
rotazioni SO(3), gruppo di Lie i cui parametri sono gli angoli di Eulero, & completa-
mente determinata dall’algebra di Lie ben nota del momento angolare in tre dimensioni
[L,L', LJ] == ieijkLka ’i,j, k= 1, 2, 3.

Assumiamo che il gruppo sia un gruppo di Lie. A partire dalla funzione ¢ della eq.
(2.1) ¢ possibile definire i generatori del gruppo di Lie:

" d¢i(a,b) 9
X, = A AA =1... 2.
k ZZ:; oby, ‘b:o@ai (k n) (2.9)

Essi spannano uno spazio vettoriale n-dimensionale (>, _, ¢z X}) e soddisfano I’algebra
di Lie seguente [1]
(X, Xj] = X, X; — X;X; = CEX,, (2.10)

dove le ij sono le costanti di struttura.

Le costanti di struttura soddisfano le proprieta
ko k

CZI;CIZWL + C]kncllm + CSZC}W =0 (2.12)



Nel caso di gruppi di matrici ’algebra di Lie dei generatori puo essere ottenuta a
partire dai generatori infinitesimi dei sottogruppi ad un parametro (dgx/dt|—o = Xi, k =
1, ,n).

Osserviamo che un gruppo di Lie abeliano ha costanti di struttura nulle.

Una sottoalgebra A; di un’ algebra A & un sottospazio di V' che e chiuso rispetto alla
parentesi di Lie:
(X,Y|=2 X)Y,ZeA (2.13)

o simbolicamente [A;, A;] C A;.

Una algebra di Lie A ¢ decomponibile nella somma diretta di sottoalgebre
A=A40A 6. 0A, (2.14)

se per ogni coppia di sottoalgebre A,, Ag abbiamo A, N Ag =0 .
Una sottoalgebra A; di un’ algebra A, A; C A, & detta invariante se [A;, A] C A;.
L’algebra di Lie e semisemplice se non contiene sottoalgebre abeliane invarianti .
Data un’ algebra di Lie & conveniente definire il tensore simmetrico
Gij = Gji = Cﬁcjl'k (2.15)
che & noto come metrica (forma) di Killing. Vale il seguente teorema: ’algebra di Lie e
semisemplice se e solo se det g # 0.

L’operatore B

dove ¢" & il tensore metrico inverso, ¢ detto operatore di Casimir (1931) (del secondo
ordine) e commuta con tutti i generatori dell” algebra (semisemplice).

Racah (1951) ha generalizzato 'operatore di Casimir, considerando combinazioni mul-
tilineari dei generatori. In totale il numero degli operatori di Casimir, ovvero degli

operatori C' che soddisfano
[C,X;]=0 (2.17)

¢ pari al rango dell’algebra. Il rango corrisponde al numero massimo di generatori
commutanti tra loro.

Esempio 1 Algebre di Lie di SU(2) e SO(3).

SU(2)/Zy ed SO(3), essendo isomorfi, hanno le stesse costanti di struttura. Infatti se
indichiamo i generatori con J;, 1 =1,2,3 ¢

[JZ‘, JJ] = ieiijk (2.18)
Per quanto riguarda SU(2), basta considerare i sottogruppi ad un parametro
N
exp(—@rza) i=1,2,3 (2.19)

10



per ottenere i generatori

d 0 1
o T~ =—7 1=1.2 2.2
J; Zd@ exp( 2712)9:0 271 ? ;2,3 ( O)

Per quanto riguarda SO(3), scriviamo ’espressione delle tre rotazioni intorno agli assi:

1 0 0 Cop 0 S Cop —Sp 0
Ri(0)=10 cog —s¢ Ry(0) = 0 1 0 R3(0)=1|s¢g ¢ O (2.21)
0 S Co —Sp 0 Co 0 0 1

dove sy = sinf. Prendendo il parametro @ infinitesimo si ha R;(¢) = I3 — ieX; con

00 O 0 0 4 0 —2 0
0 ¢« O —i 0 0 0 0 O

Gli X; soddisfano le stesse relazioni di commutazione dei J;.

Notiamo che in entrambi i casi abbiamo ridefinito i generatori con un fattore ¢, in
modo tale che le corrispondenti matrici risultano hermitiane.

L’operatore di Casimir ¢ J2 = 1(J7 + J§ + J3) (vedi le (2.16) e (2.15)). Infatti dalle
costanti di struttura segue
9ij = —€un€jkl = 20;; (2.23)

Pill frequentemente la normalizzazione usata per l'operatore di Casimir & C = J? + J3 +
J2. Questo operatore ¢ invariante sotto 1’azione dei J;, ovvero [J?, J;] = 0. II rango di

SU12)(SU(n)) el (n—1).
Il generico elemento di SU(2) si scrive quindi nella forma
g = e (2.24)
con (3; parametri reali e i generatori J; hermitiani. m

Possiamo caratterizzare la connettivita di un gruppo considerando tutti gli insiemi di
curve chiuse del gruppo. Esse possono essere decomposte in classi di equivalenza C; in
modo che:

i) ogni due curve in C; possono essere deformate con continuita 1'una nell’altra (le due
curve sono omotope).
ii) nessuna curva in C; puo essere deformata in una curva di C; se j # i.

Il numero di tali classi € la connettivita. Per esempio un gruppo e detto semplicemente
connesso se ogni curva chiusa puo esser deformata in un punto.

Vale il seguente risultato: per ogni gruppo di Lie G ¢’¢ un unico (a meno di isomorfismi)
gruppo di ricoprimento universale G (semplicemente connesso) ovvero G' ¢ omomorfo a
G e lalgebra di Lie di G e isomorfa a quella di G. Il numero di volte che G copre G e

11



Figura 1: La sfera di raggio m

pari alla connettivita di G. G @ isomorfo a G /K dove K & un sottogruppo invariante del
centro di G.

Un gruppo di Lie ¢ compatto se la sua parametrizzazione consiste di un numero finito
di parametri che variano in insiemi chiusi e limitati.

Esempio 2.

Consideriamo il gruppo SO(2). E’ un gruppo ad un parametro. E’ possibile identificare
ciascun elemento di questo gruppo con un punto di un cerchio di raggio unitario. Ad una
rotazione di un angolo  associamo un punto di ascissa curvilinea . Questa corrispondenza
¢ biiettiva e rispetta la topologia del gruppo, nel senso che due rotazioni vicine sono
rappresentate da due punti vicini sul cerchio. SO(2) € connesso, in quanto posso passare
con continuita da un elemento all’altro. Inoltre il gruppo ¢ compatto, in quanto lo spazio
dei parametri é finito (0 < 6 < 2m).

11 gruppo O(2) invece & non connesso, in quanto non é possibile passare con continuita
da una rotazione ad una inversione spaziale. Quindi il gruppo O(2) si decompone in due
componenti e solo quella contenente I'identita ¢ un sottogruppo.

Esempio 3. Consideriamo il gruppo delle rotazioni nello spazio tridimensionale.

Abbiamo identificato ogni rotazione dando il vettore unitario 7 che caratterizza 1’asse
di rotazione e I'angolo 6 con 0 < 6 < 2x. Il problema & che

R(0,7) = R(21 — 0, —7i) (2.25)

come si puo verificare esplicitamente con la eq. (1.47). La struttura dello spazio dei
parametri del gruppo puo essere visualizzata associando a ciascuna rotazione un vettore
on

R(O,7) — 00 (0<6<m) (2.26)

I punti finali di questi vettori descrivono una sfera di raggio m (vedi Fig. 1) e a punti
diametralmente opposti sulla sfera corrisponde la stessa rotazione. Quindi per aver una
corrispondenza uno a uno ¢ necessario identificare punti diametralmente opposti.

L’insieme dei parametri & chiuso e limitato (e connesso), quindi R3 & un gruppo com-
patto e connesso. Non e pero semplicemente connesso. Infatti una curva che connette
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Figura 2: Esempi di curve chiuse nello spazio dei parametri del gruppo SO(3)

due punti diametralmente opposti e chiusa, in quanto i due elementi sono identificati, ma
non e riducibile ad un punto. Ci sono quindi due classi di curve omotope: quelle con un
numero pari di salti e quelle con un numero dispari di salti (vedi Fig. 2).

I1 gruppo SO(3) & quindi doppiamente connesso. In generale tutti i gruppi SO(n) con
n > 2 sono doppiamente connessi.

D’altra parte & possibile riscrivere la rotazione come (vedi eq. (1.37))

=

- T

U =exp(—id-T) =cosa—1i sina U € SU(2) (2.27)

a
con @ = 0/21i e 0 < 6§ < 27. Quindi e possibile costruire una corrispondenza tra gli
elementi di SU(2) e i punti della sfera di raggio 7. Questa corrispondenza ¢ uno a uno
se si identificano tutti i punti della superficie (o« = 7) con Ielemento -1. Per questo fatto
SU(2) non solo ¢ compatto e connesso ma anche semplicemente connesso. Tutti i gruppi
SU(n) sono semplicemente connessi.

3 Rappresentazioni

Sia GG un gruppo e V uno spazio vettoriale. Una rappresentazione di G € un omomor-
fismo di G nel gruppo GL(V') degli operatori lineari invertibili limitati su V', cioé una
applicazione

T:G— GL(V) (3.1)

tale che
T(g192) = T(91)T(g2) VYg1,92 € G (3.2)

Segue T'(e) =1, T(g7') = (T(g9)) ' (dae*=¢e,edaT(g9 ") =1)).

Lo spazio V ¢ chiamato spazio della rappresentazione e la dimensione di V' ¢ la
dimensione della rappresentazione.

La rappresentazione e detta fedele se 'applicazione & un isomorfismo.
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Una rappresentazione unitaria € una rappresentazione 71" in uno spazio di Hilbert
complesso V' tale che Vg € G T'(g) & un operatore unitario. Sia 7' una rappresentazione
del gruppo G in V. Un sottospazio M di V' e detto essere invariante per T se

T(g)reM VYgeG VreM (3.3)

cioe se Vg € G T(g) trasforma M in se stesso.

Una trasformazione che ammette sottospazi invarianti non banali, diversi da {0}, V &
detta riducibile. Una rappresentazione che non e riducibile e detta irriducibile.

Una rappresentazione ¢ detta completamente riducibile se il complemento ortogonale
di ogni sottospazio invariante ¢ invariante.

Un esempio di rappresentazione riducibile e

_ (Alg) Blg)
D(Q)—( 0 C(g)) (3.4)

dove A(g), B(g), C(g) sono matrici.

Un esempio di rappresentazione completamente riducibile e

Si scrive anche D = DM @ D®) ovvero in generale
D=DYgeD?Pg. oDV (3.6)
Si dice anche che D ¢ somma diretta delle rappresentazioni DM, D) . D®)

Date due rappresentazioni D e D® sugli spazi vettoriali Vi, V5, esse sono equivalenti
se esiste un operatore uno a uno lineare S tale che

SDW(g)S™" = DP)(g) (3.7)

Se gli spazi delle rappresentazioni sono spazi di Hilbert, e S' ¢ unitaria le rappresenta-
zioni sono dette unitariamente equivalenti.

Diamo 'enunciato del Lemma di Schur [2].

a) Siano T,7T" due rappresentazioni irriducibili di un gruppo G negli spazi V,V’ e
A € L(V, V') un operatore tale che

AT(g)=T'(9)A Vge G (3.8)
allora A = 0 o le rappresentazioni sono equivalenti.

b) Sia T' una rappresentazione irriducibile del gruppo G sullo spazio V e A € L(V,V)
un operatore tale che

T(g)A = AT(g) Vge G (3.9)
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allora A e multiplo della matrice identica, A = \I. m

Nel caso delle rappresentazioni di gruppi compatti (come SU(2) o SO(3)) e finiti
valgono alcuni risultati che ricordiamo senza dimostrare [1]:

i) ogni rappresentazione di un gruppo di Lie compatto ¢ equivalente ad una rappre-
sentazione unitaria

ii) ogni rappresentazione irriducibile & finito dimensionale
iii) ogni rappresentazione unitaria & completamente riducibile. m

Una rappresentazione dell’algebra di Lie LieGG € un omomorfismo dall’algebra di Lie
LieG nello spazio degli operatori lineari L(V'), ovvero una applicazione T LieG — L(V')
tale che

T(X,Y)) =[T(X),T(Y)] VX,Y € LieG (3.10)

In generale una volta costruita la rappresentazione dell’algebra di Lie, la rappresentazione
di un gruppo si ottiene esponenziando quella dell’algebra corrispondente

T(exp(X)) =exp(T(X)) X € LieG (3.11)

La procedura da seguire per costruire le rappresentazioni di un gruppo di Lie G &
quella di studiare le rappresentazioni dell’algebra di Lie del suo gruppo di ricoprimento
universale e quindi esponenziarle.

Esempio. Rappresentazioni unitarie irriducibili di SU(2).

Studiamo le rappresentazioni dell’algebra di Lie [J;, J;] = i€, Ji. Indichiamo gli
operatori della rappresentazione 7T'(J;) con lo stesso simbolo J;. Essendo SU(2) compatto
il teorema generale sopra citato assicura che le sue rappresentazioni irriducibili sono finite
dimensionali.

Poiche abbiamo definito i generatori dell’algebra di Lie di SU(2) fattorizzando una
i, la rappresentazione del gruppo si otterra come U = exp(if3;J;) con i parametri [;
reali. L’unitarieta di questa implica UTU = 1 e questa condizione sara soddisfatta se gli
operatori J; sono hermitiani.

Sia V' lo spazio vettoriale su cui la rappresentazione e realizzata. Poiche J; & her-
mitiano, .J3 puo esser trasformato, con una trasformazione di similitudine, nella forma
diagonale

J3|lm) = m|m) (3.12)

dove m denota 'autovalore reale e |m) il corrispondente autovettore (utilizziamo per i
vettori e per i prodotti scalari la notazione di Dirac). Gli autovettori sono ortonormali
(m'|m) = Sy

Definiamo poi Jy = J; +iJ;. Abbiamo allora le seguenti relazioni di commutazione

[Ty, Jo] = £ [T, J.] = 2J; (3.13)
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Usando queste relazioni si ha
e quindi concludiamo

Jim)y = Aplm+1)
J_|m) = Bplm-—1) (3.15)

Poiche la dimensione di V' & finita deve esistere uno stato |j), tale che J3|j) = j|j) ma

Jilj) =0 (3.16)
e quindi A; = 0.

Analogamente dovra esistere un intero ng tale che (J_)"|j) o [j—mno) e J_|j—ng) = 0.
Quindi B;j_,, = 0.

D’altra parte usando le relazioni

(m|[Jy, J_]|m) = 2m (3.17)

(m[J[n) = (Jynlm) = (n|Jim) = (n|J_|m) (3.18)

sl ricava

Am—le - AmBm—H =2m

A,._1 = B, (3.19)
Combinandole si ottiene
\Am,1|2 — |Am\2 =2m (3.20)
Per esempio per m = j si ha
Ay a2 = 2 (3.21)
Inoltre
Ajaf? =201 = 1) +2j (3.22)

In generale

[Ajml? = 20— (m—=1)) + ..+ 25

. 2m(m—1)
= 2mj — —
= m(2j —m+1) (3.23)

Quindi possiamo ricavare

Al = (G—m)(i+m+1)
| B, |? (j+m)(j—m+1) (3.24)
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La condizione B;_,, = 0 implica
ng = 2j (3.25)

ovvero n
j= 30 no=0,1,2... (3.26)

In conclusione ad ogni intero o semiintero j € associata una rappresentazione irriducibile
dell’algebra SU(2), di dimensione 2j + 1, specificata dalla base ortonormale:

Su questa base vale la (3.12) e inoltre

Jilm) =+/(j —m)(j +m+ 1)|m+1)
J_Im) =~/ (G+m)(j—m+1)|m—1) (3.28)

Su queste rappresentazioni l'operatore J? = J? + JZ + J2, per il lemma di Schur,
¢ multiplo dell’identita e vale j(j + 1). Per verificare questa proprieta basta riscrivere
J? = 3(JyJ-+ J_J) + J§ e calcolare J?m), utilizzando le (3.28) (o pili semplicemente
valutare J2|5)).

E’ possibile poi ricavare le espressioni esplicite degli elementi di matrice di J; e J in
questa rappresentazione, utilizzando le (3.28) e

1 1
h= (et ) Jy= (e =) (3.29)

ottenendo

(m!|Jy|m) = % [5m/,m+1\/(j —m)(G+m+1) + bV G+ m) (G —m+ 1)] (3.30)

1
21

([ Talm) = o (S mis VG = )G+ 0+ 1) = b/ G+ m) G —m+1)] (3.31)

Le rappresentazioni del gruppo SU(2) si ottengono esponenziando quelle dell’algebra
di Lie LieSU(2), ovvero
efili (3.32)
con ﬁ = 0n.
Nella rappresentazione bidimensionale (D%), J; = 7;/2, e questi generatori agiscono
su spinori a due componenti

Cl
"= <<2> eC? (3.33)

I due vettori della base sono |+ 1/2 >= ((1)) e|—1/2>= ((1))

La rappresentazione generica con peso massimo j (D7) ¢ 25 + 1 dimensionale. Questa
¢ detta anche rappresentazione di spin j perche ¢ la rappresentazione irriducibile con cui
e possibile descrivere gli stati di una particella con spin j.
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Allo scopo di definire il prodotto di rappresentazioni definiamo prima il prodotto
tensoriale di spazi vettoriali.

Siano V e V' due spazi vettoriali, di dimensione n e n’. Consideriamo l'insieme V ® V'
dei vettori

x:ZZcmaem(@e; m=1,--n, a=1,---n (3.34)

dove e, (€/,) € una base in V' (V') e ¢,y € C. Possiamo definire combinazioni lineari di
elementi di V' ® V', che acquista la struttura di spazio vettoriale ed & chiamato prodotto

tensoriale o di Kronecker di V per V.

Possiamo poi definire un prodotto scalare come

(¥,2) =Y broCma (3.35)

ST =D Cmabm @€y ey=.  bpeey ® el sono elementi di V ® V’. Consideriamo
poi due raﬁp}esentazioni D(g) e D’ (g) dello stesso gruppo G agenti rispettivamente su V'
e V'. E’ possibile costruire una nuova rappresentazione dello stesso gruppo G su V @ V'
definita come segue

9 — D(g9)® D'(g) (3.36)

dove
(D(g9) ® D'(9))(em ® €,) = D(g)em ®@ D'(g)e, (3.37)

La nuova rappresentazione e detta prodotto diretto.

Se D(g) e D'(g) sono unitarie anche il prodotto lo é. Comunque se D(g) e D'(g)
sono irriducibili in generale il prodotto non lo ¢. Comunque essendo D ® D’ unitaria, é
completamente riducibile. Quindi lo spazio V®V’ si decompone come somma, di sottospazi
invarianti Uy (A =1,---q) che si trasformano sotto la rappresentazione irriducibile D 4:

VeV =a4_ Uy DD =a&%_D, (3.38)

In ciascuno degli spazi U, scegliamo una base u2 con r = 1...dim Uy,. L’insieme di questi

>4 _, dim Uy vettori fornisce una base per V' ® V’. Abbiamo quindi

em Q€ = Z C(m,a, A, r)u? (3.39)
Ar

dove i coefficienti complessi C(m, a, A, r) sono chiamati coefficienti di Clebsch-Gordan.

Nota: Nella rappresentazione prodotto diretto i generatori sono la somma dei genera-
tori delle rappresentazioni costituenti.

Osserviamo infine che se D' ¢ una rappresentazione di Gy allora D! ® D? ¢ una
rappresentazione del prodotto diretto G; x Gs.

Un altro modo per ottenere le rappresentazioni irriducibili del gruppo SU(2) ¢ di
partire dalla rappresentazione D3 e farne il prodotto diretto, considerando come spazio
della rappresentazione il prodotto tensoriale simmetrico C? @ C2.
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Infatti se consideriamo per esempio un tensore del secondo ordine con due indici spino-
riali 7,3, questo puo esser decomposto nella parte antisimmetrica e in quella simmetrica.
La parte antisimmetrica ¢ proporzionale al tensore

€us = <_01 (1)) (3.40)

che ¢ invariante sotto rotazioni spinoriali (UTeU = ¢, come segue dalla (1.31)). La parte
simmetrica ha 2 x 2 — 1 = 3 componenti indipendenti che si trasformano come la rappre-
sentazione 7 = 1. Questa costruzione si generalizza a j generico. Lo spazio dei tensori
simmetrici di rango 2j

Toay.an; Q1y -ty = 1,2 (3.41)

¢ lo spazio della rappresentazione D7,

Come abbiamo gia osservato, due gruppi SO(3) e SU(2) hanno algebre di Lie isomorfe
ma i gruppi non sono isomorfi.

La corrispondenza tra i due gruppi e ottenuta considerando la rappresentazione bidi-
mensionale per una rotazione:

Ui, 0) = exp(—z§n - T) = cos 5] — - Tsing (3.42)
ovvero l'eq. (1.38). Il cambiamento § — 6 + 27w non altera la rotazione tridimensionale
ma trasforma una rappresentazione spinoriale nella sua opposta (U — —U). Quindi le
rappresentazioni di SU(2) con j = 1/2 (in generale con j semintero) sono rappresentazioni
a due valori del gruppo delle rotazioni. Pertanto solo le rappresentazioni di SU(2) con
spin intero sono vere rappresentazioni di SO(3). =

Consideriamo adesso due rappresentazioni di SU(2), D7t e D72, operanti sugli spazi
Vi, e Vj,. Allora vale [2]
J J2 _ mJ1ti2 Jj
D@ D" = EBj:\j1—j2|l) <3'43>
dove j varia a passi di uno tra |j; — ja| € j1 + Jjo.

Verifichiamo che la dimensionalita dello spazio somma diretta dei sottospazi invarianti
¢ (271 + 1)(2j2 + 1) (supponiamo per semplicita j; e jo interi con j; > ja):

Ji1t+j2 J1tj2 J1—j2—1
Z(2j+1) = Q(Zj)—Q(Z J)+ g1 +de— (G —J2) +1
Y N (i a1
_ 2(]1 + J2 +2)(]1 + Jj2) _2(]1 ]2)(.721 J2 ) 42+ 1
= (21 +1(252+1) (3.44)
dove abbiamo usato Y 7 j = n(n+1)/2.
Una base per D’ ¢ |jm), m = —j, ..., j con
gm)y = Y C(j,m,my, mg)|jrma) @ |jama) (3.45)

m=mj+ma
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I C(j, m, my, mg) sono i coefficienti di Clebsch-Gordan.

Nelle applicazioni alla meccanica quantistica V;, e V}, sono gli spazi dei vettori di stato
delle particelle con spin JO e J©@ rispettivamente. Il prodotto delle rappresentazioni é
generalmente riducibile rispetto al gruppo SU(2) generato da J = JW @ I + 1 ® J?.

Esempio

D:@ D = D° @ D! (3.46)

Date due rappresentazioni D3> consideriamo il prodotto diretto D> @ D3 che agisce
sullo spazio |m; > ®|my > con my = £1/2 ed my = +1/2, con dimensione uguale a
quattro.

I generatori nelle due rappresentazioni sono JW e J@ e soddisfano le algebre di Lie:

IO T = e g™ (T2, 0P = e (3.47)

Denotiamo i quattro vettori [m;) ® |mg) con |+ +),| + =), | — +),| — —).

Il risultato generale visto prima assicura che D> ® D> = DY@ D Quindi lo spazio
prodotto tensoriale si decompone come somma diretta dei due sottospazi corrispondenti
alle rappresentazioni con j =0e 57 = 1.

Indichiamo i vettori base dei due sottospazi con |00) e |1 — 1),|10),[11). Questi
soddisfano
J2|jm) = j(G + 1)ljm) Jaljm) = m|jm) (3.48)

conm=-—5,—j+1---,7—1,7.

I generatori della rappresentazione prodotto diretto corrispondono alla somma dei
generatori delle singole rappresentazioni

J=JVel+IeJ?=]04 J? (3.49)
Pertanto m = my + my. Cominciamo con lo studiare i coefficienti di Clebsch Gordan

per il sottospazio j = 1. Il vettore che corrisponde a m = 1 puo esser ottenuto come
my + msy solo con m; = mg = 1/2, quindi a meno di una scelta della fase

I11) = |+ +) (3.50)

Operando poi con J~ = JW~ 4 J@~ e ricordando che

J7lim) =/ (G +m)(j —m+1)|jm — 1) (3.51)
si ottiene
J11) =v2010) = (JO"+ T+ ) = |+ )+ | —4) (3.52)
da cui
10) = —(|+ =)+ - +)) (3.53)

Sl

2
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Operando ancora con .J~ si ottiene
-1 =|--) (3.54)
Abbiamo quindi trovato i coefficienti di Clebsch Gordan per il sottospazio j = 1.
|00) sara una combinazione di | — +) e | + —) ortogonale alle precedenti quindi

1

100) = NG

(I+=)=1-+) (3.55)

4 Il Gruppo di Lorentz, il Gruppo di Poincaré e le
loro Algebre di Lie

Scriviamo la generica trasformazione di Lorentz nella forma

=N (p=0,1,2,3) (4.1)
Ricordiamo che le trasformazioni di Lorentz lasciano invariata la forma

(y —2)* = guly — o) (y — x)" (4.2)
In conseguenza di cio la matrice A soddisfa I’equazione

ANgh=g (A guh’, = g0) (4.3)
dove g = diag(1, —1,—1,—1) & il tensore metrico e (A”) ? = A? . Dalla (4.3) segue

det A = £1 (4.4)

mentre dalla componente 00 della stessa equazione segue

3

(A%)? =14 (A)? (4.5)

=1

da cui segue
A% >1 A%< -1 (4.6)

Analogamente per la trasformazione inversa vale

(AT)TgA™ =g (4.7)
ovvero moltiplicando per gAT
At =gATyg (4.8)
0 in componenti
(A_l)uu = gup(AT)pUgau = gupAUpgau = AVM (49)
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Dalla componente 00 della (4.7) segue quindi

3 3

(M) =14 (A = (M%) =1+ (M) (4.10)

i=1 i=1

Pertanto il gruppo di Lorentz non ¢ connesso ma ¢ invece composto da quattro com-
ponenti che corrispondono alle quattro possibilita date dalle (4.4),(4.6). Indicheremo
le quattro componenti con Ll (detA = 1, A% > 1), L}, (detA = 1, A% < —1),
Ll (det A = —1, A% > 1), L*(detA = —1, A% < —1). Le trasformazioni si dicono
proprie (improprie) se det A = 1 (—1), ortocrone (anticrone) se A% >1 (< —1).

I1 gruppo di Lorentz ¢ isomorfo al gruppo delle matrici pseudo ortogonali O(1,3).
Le rotazioni tridimensionali sono particolari trasformazioni appartenenti al gruppo di
Lorentz.

Ricordiamo che un vettore si dice tipo tempo, spazio e luce se rispettivamente 2% >
0, 22 <0, 22=0.

Poiché l'identita del gruppo ha detA = 1, A% =11 € LL Pertanto LL ¢ I'unica
componente connessa con l'identita. Il nome ortocrone sta ad indicare che il segno della
parte temporale di un vettore time-like o light-like rimane invariato.

Infatti se z* & un quadrivettore di tipo tempo (z? = a®> > 0) e supponiamo x° > 0,

A% > 1, si ha
(Az)? = A%2° + A%2' = (/1 4+ AP A gz + A%
> 4/1+A%AN%Va? + xixi — |AY]|2]
= /14 A%AY Va2 4 izt — /A% A%Vaizi > 0 (4.11)
dove abbiamo fatto uso della (4.10).
In modo analogo si dimostra che se (A1) > 1 e (A3)% > 1 si ottiene (A;A5)% > 1.

Data una trasformazione di LL, si possono ottenere le trasformazioni appartenenti alle
altre componenti tramite le trasformazioni

S = T = (4.12)

Si ha chiaramente
st =1l Tl =1' srrl =1L} (4.13)

Dato che solo LL e connessa con l'identita Ll € un sottogruppo, detto gruppo proprio
ortocrono di Lorentz. L, & isomorfo a SO(1,3), mentre L & isomorfo a SOy(1,3) (la
componente di SO(1,3) connessa con 'identita).
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In realta in generale nel passare da un sistema di riferimento inerziale ad un altro
possiamo fare in aggiunta alla trasformazione di Lorentz una traslazione

't =AY+ at (4.14)

con a* quadrivettore costante. Sotto queste trasformazioni continua a rimanere invariata

la (4.2).
Facendo due trasformazioni successive si ricava la legge di composizione
(a',N)(a,A) = (a + Na,N'N) (4.15)

Si vede quindi che la struttura della moltiplicazione ¢ quella del prodotto semidiretto.
Saremo pertanto interessati al prodotto semidiretto Ty ®, SOy(1,3) dove Ty & il gruppo
delle traslazioni nello spazio tempo.

Consideriamo una rappresentazione U(a, A) di Ty ®5 SOp(1,3). Dovra essere allora
Ua',NU(a,A) = U(a" + N'a, N'A) (4.16)

Consideriamo una trasformazione infinitesima

ot =t + ¥ + ot (4.17)
Utilizzando la (4.3) segue
gux = (95, + €)9uo(9"\ + €°3) = gur + exn + € (4.18)
Segue quindi
Exv = —€ur (4.19)

Per una tale trasformazione possiamo scrivere
U(o,1+€) >~ 1+ia,P*+ %EWMW (4.20)

con M" = —M"" data I’antisimmetria di €,,. La rappresentazione U sara unitaria se P*
e M*" sono operatori autoaggiunti.

Per calcolare i commutatori di questi operatori consideriamo la seguente trasforma-
zione

UO0,A YU (', AYU(0,A) = UAa', A" AYU(0,A) = U(Aa, ATTAA) (4.21)
Posto A’ =1, a}, = a, infinitesimo si ha
UO,A™") (14 i, P"YU0,A) = U(A 1) =~ 1+ i(A ), P* (4.22)
Dalla (4.9), definendo (A1), = g,,(A71)%, segue

(A_l)/u/ = gupA;p = Ayu (423)
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e quindi
U0,A™ "), P*U(0,A) = A, Jo” P* = o’ A, P"

Se ne deduce percio
U0,A"Y)P*U(0,A) = A* P¥

Posto poi A =1+ € si ha
(1- %ep,\M”A)P“(l + %epAMﬂA) — PPt Y
da cui ,
i
—5€n [MP, PF] = e\ P

Tenendo conto dell’antisimmetria di €,

1
lea P P = P
= g'upep)\PA

1
= 5(gupp/\ _ g“’\Pp)epA

Pertanto
[Mp/\, pu} — '(Qupp/\ _ gﬂ/\PP>
Poniamo poi nella (4.21) o' =0 A’ =1+ €. Si ottiene
U, A1+ 56, M™)U(0,A) = U0,A7(1+€)A)
—= ]_ + %(A_IGIA)#VMuV
— 14 %(A—I)W(a)MAMMW
1

5 (El)p)\ApuA/\VMW

= 1+

Cioe abbiamo
U0,A"")M*™U(0,A) = A4 A MP

Sostituendo nell’ultima equazione A = 1 + € si ottiene
{1 - %epAMﬂ} M {1 + %ep,\M’)A} = AEAYMOT
= MW + e M7 4+ e M*"
da cui si ricava
7
— g6 [MPL MM = e (g MY + g M*)

1
L A g g
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e quindi
[MPA, M‘“’] = i(Mp“gA” — MM gPr 4 MY gt — Mp”g“’\) (4.34)

Ovviamente i generatori delle traslazioni commutano:
[P, P’ =0 (4.35)
Infatti dalla legge di composizione (4.16) segue
Ula, NU(d', )U(—a,I)=U(d,I) (4.36)
Scegliendo a;, = ¢, infinitesimo nella precedente e scrivendo U(a’, I) = I + i€, P* si ricava
U(a,I)P*U(—a,I) = P* (4.37)
e ponendo analogamente a, = ¢,, segue la (4.35).

Ci siamo pertanto ricavata 1’algebra di Lie associata ad T, ®5 SOy(1, 3), ovvero le eq.
(4.29), (4.34) e (4.35).

Per quanto riguarda l'algebra di Lie del gruppo SOy(1,3), eq. (4.34), & conveniente
considerare i seguenti operatori

1
Jk = _§€kllim Nk = MkzO (438)

per i quali valgono le relazioni di commutazione

i, Jm] = —[Ni, Np| = i€imiJi
[Jl, Nm] = [Nl, Jm} = iGkaNk (439)
Quindi .J genera il sottogruppo SO(3) (le rotazioni spaziali) e N genera i boost di Lorentz.
Ci sono due operatori di Casimir P*P, e WHW, con

1
Wi = Qe P M (4.40)

Le rappresentazioni unitarie irriducibili saranno caratterizzate dal valore dei due Casimir
che sono associati rispettivamente alla massa e allo spin della particella (1’elicita nel caso
di massa nulla). Per esempio se indichiamo I’autovalore dell’'operatore P*P, con p*p,, ci
sono quattro classi di rappresentazioni definite da p#p, > 0, ptp, =0, p*p, <0, p* = 0.
Le particelle osservate in fisica sono associate alle prime due rappresentazioni.

5 Il Gruppo SL(2,C)

Vediamo di dimostrare che il gruppo di ricoprimento universale di SOy(1,3) ¢ SL(2,C),
ovvero il gruppo delle matrici complesse 2 x 2 con determinante uguale a uno.
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Consideriamo le matrici o, ,6, (1 =0,1,2,3) definite da
o,=U,—m) o,=,1) (5.1)

dove le 7; (i = 1,2,3) sono le matrici di Pauli. Possiamo porre in corrispondenza i
quadrivettori * con le matrici hermitiane 2 x 2:

. - o S 2423 ol —ix?
E .
T, = §Tr(£au) (5.3)
come si verifica utilizzando
Tro,0, = 29,0 (5.4)

Osserviamo poi che det & = 22

Z la trasformazione lineare

= z,2" ed inoltre 2° = %Tri. Definiamo nello spazio delle

' =UzUY YU € SL(2,C) (5.5)

La trasformazione definita dalla (5.5) soddisfa det 2’ = det & dato che det U = 1 e quindi
induce una trasformazione 2’ = A" x¥ con (z')* = x2. Pertanto A € O(1,3). Invertendo
la (5.5) si puo anche ricavare la forma esplicita di A:

1
A = ETr(aMU(}VUT ) (5.6)

In realta si riesce a dimostrare che A € SOy(1, 3).

Inoltre ad ogni U corrisponde un solo A mentre ad ogni A corrispondono +U. Questa
corrispondenza conserva il prodotto (¢ un omomorfismo). Il nucleo dell’omomorfismo &
Z5 e quindi ¢’¢ un isomorfismo

SL(2,C)

o~ S0(1,3) (5.7)

SL(2,C) & semplicemente connesso ed & quindi il gruppo di ricoprimento universale
di SOy(1,3). Per studiare le rappresentazioni di SOy(1,3) dovremo studiare quelle di
SL(2,C).

Nell’ambito di questo corso costruiremo solo le rappresentazioni di SL(2,C'). Definen-
do

1 , 1 .
JU = 5 (Je = iNi) J& = 5 (Ji+iNi) (5.8)
e facendo uso delle (4.38), otteniamo la seguente algebra
I, Jfl)_ = degd”
0P = 0
JD I = e (5.9)
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La struttura di questa algebra ¢ quella che corrisponde all’algebra di Lie del gruppo pro-
dotto diretto SU(2) x SU(2). D’altra parte il problema di determinare le rappresentazioni
irriducibili unitarie di SU(2) x SU(2) ¢ del tutto banale. Queste sono date dal prodotto
diretto D' @ D7 = (jy, j2), dove D7 ¢ la rappresentazione di spin (peso massimo) j del
gruppo SU(2). Quindi

(j(i)>2|ji7mi >= 75,7 + Dlji,mi > i=1,2 (5.10)

Possiamo ora facilmente vedere il contenuto di una rappresentazione rispetto al sotto-
gruppo SU(2) di SL(2,C) generato da J®) 4 .J®. Poiche J = JW + J@ il contenuto di
spin sara

g1 = Jals s J1 + Ja (5.11)

La rappresentazione (0, 0) ¢ la rappresentazione scalare. Le rappresentazioni di dimen-
sione piu bassa, dopo la scalare, sono le rappresentazioni spinoriali ( %, 0) e (0, %) Queste

hanno gli operatori JO e J@ rappresentati come 7 e 0 per la (1,0) e viceversa per la

2 PE
(0, %) Equivalentemente gli operatori J e N delle (4.38) sono rappresentati da %7? e %?
nella rappresentazione (1,0) e da 37 e —7 nella (0,1).

Osserviamo che la rappresentazione (ji, jo) puo esser decomposta nel prodotto diretto

(J1,J2) = (j1,0) ® (0, j2) (5.12)

e che ogni rappresentazione (/,0) puo esser decomposta nel prodotto diretto di 21 fattori

(3,0) (prodotto tensoriale e simmetrizzazione).

Le rappresentazioni del gruppo SL(2, C') sono rappresentazioni a due valori del gruppo

di Lorentz. In generale solo le rappresentazioni di SL(2,C') con j; + jo intero sono vere
rappresentazioni del gruppo di Lorentz.

I vettori degli spazi delle due rappresentazioni (%,0) e (0,

5 ) sono spinori a due com-
ponenti detti spinori e spinori coniugati.

1
2

Su questi spazi il generico elemento di SOq(1,3)

U= eXp(%Oé‘ul,M‘uy) = exp(iOinNi -+ %aijeijkt]k) (513)
dopo aver posto
1
Xi = Qoi - Ok = 50 (5.14)
diventa ) )
U=exp(iad-J+ix-N) (5.15)

Per esempio per la rappresentazione (%, 0) si ha
U:exp%(d’—l—z’)@ T (5.16)
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Lo spazio su cui operano tali matrici e lo spazio degli spinori (undotted) ¥*, « =1,2.
Analogamente per la rappresentazione (0, %) si ha

U:exp%(o?—@'y)-f (5.17)

e lo spazio e quello degli spinori (dotted) 1. Gli spinori di Dirac sono ottenuti facendo la
somma diretta di spinori (3,0) @ (0, ). Risulta pertanto evidente la non unitarieta delle
rappresentazioni. Le rappresentazioni unitarie del gruppo di Poincaré saranno infinito
dimensionali. Come si vede la rappresentazione 2 x 2 di SL(2,C) non & unitaria; infatti
i generatori dei boosts sono antihermitiani. Come vedremo questo sara vero per tutte
le rappresentazioni finito dimensionali di SL(2,C) ed ¢ dovuto alla non compattezza del
gruppo (tanh x = v/c e quindi il range x ¢ —oo < x < 00). Si puo dimostrare che per un
gruppo di Lie non compatto le rappresentazioni unitarie sono infinito dimensionali. Tutte
queste affermazioni sono vere a causa dell’isomorfismo anche per T ®, SOq(1,3).

La variabile x con cui i boost sono rappresentati e la cosiddetta rapidita. Per esempio
nel caso di un boost lungo la direzione z, la (5.17) diventa exp(—x7/2), dove

x = log~(1+ ) = log % (5.18)

e # =wv/c. In particolare in boost successivi lungo lo stesso asse le rapidita si sommano.

Come abbiamo visto le rappresentazioni spinoriali sono rappresentazioni a due valori
del gruppo delle rotazioni. Pertanto quando facciamo una rotazione di 27 intorno all’asse
2z su uno spinore ) = !|+) + % —) con T3]|4) = £|+) otteniamo

) = ex e ) ) = 1) (5.19)

Quindi per riottenere lo stato [¢)) dobbiamo fare una rotazione di 47. Un esperimento di
interferometria neutronica ha confermato questa proprieta delle particelle di spin 1/2. Un
fascio di neutroni viene separato in due fasci che seguono due cammini diversi e vengono
poi fatti interferire. Un fascio passa attraverso un percorso privo di campo magnetico e
I’altro in un campo magnetico che ne altera la fase, in modo equivalente ad una rotazione.
La distanza tra i picchi delle figure di interferenza mostra che ci vuole una rotazione di
47 per riottenere lo spinore [¢)) (Rauch et al, Phys. Lett. 54A (1975) 425, Werner et al,
Phys. Rev. Lett. 35 (1975) 1053).
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