Esercizio 1.1 Calcolare ['integrale complesso

7{ 2zdz
o (22+41)(222 — 52+ 2)

usando il teorema dei residui e dove C' € la circonferenza avente centro
nell’origine e raggio /2 positivamente orientata.

Svolgimento. Innanzitutto identifichiamo i poli della funzione

2z
(224 1)(22%2 — 5z + 2)

f(z) =

che sono z = 41, 2 = 1/2 e z = 2, dei quali solo quest’ultimo ¢ esterno alla
circonferenza C'. I poli sono tutti semplici. Calcoliamo ora i residui della
funzione f(z):

2z L
R(f,0) = 1i _ L.
(f,¢) = lim Cro@E 519 5
2z L
) = 1 .
R(f, =) Sy (z —1)(22%2 — 52+ 2) 5
2z 4

R(f,1/2) = zlirf}z 222+ 1)(2 —2) BT

L’integrale da calcolare vale quindi

}2(22+1)(§Zgi5z+2) {L L 4}:_8

Esercizio 1.2 Calcolare ['integrale complesso
% eLﬂ'Zdz
c z(z—2)2

usando il teorema dei residui e dove C ¢ la circonferenza {x + 1y €C | 2* +
y? — 2x — 2y — 2 = 0} positivamente orientata.



Svolgimento. Innanzitutto calcoliamo centro e raggio della circonferenza C.
Ricordiamo che se una circonferenza ha equazione:

2+ +ar+by+c=0
allora il centro ha coordinate (—a/2, —b/2) mentre il raggio ¢

a’ b
R=\/—+——c
TR
In questo caso C' ha centro nel punto (1,1) (cioe 1 + ¢) e raggio 2. Ora
identifichiamo i poli della funzione

Tz
(&

f(Z)Zm

che sono z = 0, polo semplice, e z = 2, polo doppio, entrambi interni a C.
Applicando il teorema dei residui:

e Fdz
?é e =2m[R(f,0) + R(f,2)].

Calcoliamo ora 1 residui:

eLTl'Z 1
R(f.0)=1lm-—v =~
d eLTl'Z
. metT™z — e 2 — 1
= lim = .

L’integrale da calcolare vale quindi

7{ e Edz 5 [2m -1 n 1} 9
— = 27 —| = —T7 .
c z(z—2)? 4 4

Esercizio 1.3 Calcolare ['integrale complesso

?{ 22 4+22-3 "
o (24— 2%)(22+4)

usando il teorema dei residui e dove C ¢ la circonferenza {x + 1y €C | 2* +
y* — 2y — 3 = 0} positivamente orientata.
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Svolgimento. Innanzitutto osserviamo che C' e la circonferenza avente centro
in z =1 e raggio 2. Calcoliamo ora i poli della funzione

22 +22—3
=2 +4)

f(z) =

Il denominatore di f(z) si annulla per z = 0, z = 1 e z = £2:. Osserviamo che
z = 1 ¢ una discontinuita eliminabile poiche annulla il numeratore, pertanto
possiamo ridurre la funzione f(z):

z+3

f(z):m'

Per gli altri punti solo z = 0, polo triplo, e z = 2, polo semplice, sono interni
a C, pertanto:

z4+3
?{; mdz = 2m[R(f,0) + R(f,2¢)].

Calcoliamo ora 1 residui:

1 d? z+3 1 d 22+4—2z(2+3)
R(f,0) ==lim— Z7°% — iy & —
(£,0) 2:00d22 2+ 4 2042 (224 4)2
L d —22—62z+4
= -]1m - —— =
2:-0dz (224 4)?
1., (=22—6)(22+4) —42(—2% — 62 +4) 3
= —lim = ——.
2 2—0 (224 4)3 16
2 2
R(f,2¢) = lim R L R

=20 23(z+20)  (4e)(—8e) 32

z+3 20+ 3 3 s
T =9 A I Y
?{023(z2+4) : m[ 32 16} 6%t

Esercizio 1.4 Calcolare il sequente integrale reale utilizzando il teorema dei

restdut ) 00
CoS ”

0o 2—cosf



Svolgimento. Se z = e'? allora

9 2420 2241
cos = =
2 2z

€2L0 + 6—2L0 24 + 1
20 = =
COSs 5 5.2 ,

inoltre dz = 1zdf. Sostituendo nell’integrale della traccia si ottiene
2r cos 20 2 +1 dz
[ - f it
0o 2—cosf 0222(2_22_+1) Lz

41
:% dZ:
c12?(4z — 22 — 1)

7{ 241 d
=1 z.
c22(22 =4z +41)

dove C' ¢ la circonferenza avente centro nell’origine e raggio 1 positivamente

orientata. Posto
(2t 4+ 1)

22(22 — 4z 4 1)

osserviamo che z = 0 & un polo doppio per la funzione f(z) ed ¢ interno a C
mentre gli altri poli sono gli zeri del polinomio 22 — 4z 4 1, cioe 2, =2+ /3
e 25 = 2 —+/3, ma solo quest’ultimo & interno a C. Quindi applicando il
teorema dei residui

2 cos 26

o 2—cosf

f(z) =

dd = 2m[R(f,0) + R(f,2 — V3)).

Calcoliamo ora i residui dei poli in questione.
Il residuo in z = 0 e:
d (*+1)

R(£,0) :gg(l)% 2—dz+1

423(2% — 4 1) — (22 —4)(z*+1
—lim (2 —4z+1) = (22— 4)(2* +1)

= 4.
z—0 (22 — 4z 4 1)? ‘



Il residuo in z = 2 — /3 &:

— lim (' + 1) B
R(f2=V3) = lim 2(z—2-/3)

’ (2+1) 1 7
=¢ lim [z -] —=——.
2—2-/3 22 2—2—\/3 \/g

In definitiva

2 cos 20 7 27
——df =2 4 — —1| = — —12).
/0 Sy ) [ L \/gL‘| 3 (7V3 )

Esercizio 1.5 Calcolare il sequente integrale reale utilizzando il teorema dei

restdut
/27T d@
0 (24 cosh)?

Svolgimento. Se z = e'? allora

-t 241 d
6056:Z+Z _ a2t , dp =
2 2z

Lz
Indichiamo inoltre con C' la circonferenza del piano complesso avente centro
nell’origine e raggio 1.

/% do B 7{ dz B
0 (2+4cos0)?  Joz(2+ i—jl)Q B

_?{ dz _
o & (22 +42+1)? N

422

B 7{ dzdz B
CJeu(22 44z +1)2

_éj{ zdz
oo (24412

Posto
z

&= ey

b}



calcoliamone i poli, che sono
z=-2+3

entrambi doppi. Solo z = —2 + /3 ha modulo minore di uno, quindi

/02“ ﬁ _ %[QWLR(f, 24+ \/3)] = 87R(f, —2 + V3).

Il residuo in z = —2 + /3 &

d z
R(f,.—2+V3) = lm — — " =
(f f) Z_>_1£Ij_\/§, dz (2+2+ \/§>2

z—|—2+\/§—22
im =
sm—21v3 (2424 /3)2

_2v3+4-2V3 V3
a 24:/3 18"

2 df 4
Y /3
/0 ( 9‘[”

2+ cosf)?

In conclusione

Esercizio 1.6 Calcolare il sequente integrale reale utilizzando il teorema dei
residut

/+oo dx
oo (224 1)(22 4+ 22 +2)

Svolgimento. Consideriamo la funzione

1
(224+1)(224+22+42)

f(z) =

i cui poli sono z = 4+1 e z = —1 %+, tutti semplici, ma per poter appli-
care il teorema dei residui devono essere considerati solo i poli aventi parte
immaginaria positiva:

/;Oo (22 + 1><ff+ 2rg ) 2R+ RO =14 0)



Calcoliamo i residui in questione.

. 1
Rifre) =1n (z+0)(2+22+2)

1 1

20(=1+20+2)  2(1+420)

11 —2—1 —2—.
C2(=2+41)  2(=2+1) —2—¢ 10
1

Rf=140 = In oreaiey —
1 _
=12+ 120

1 1

(1—20)20  2(2+41)

1 2—1 2—1

22+1) 2—¢ 10 °

+oo dx —2—1+2—1 2
/ = 21t = —T.
—oo (22 +1)(22 + 22 + 2) 10 5

Esercizio 1.7 Calcolare il sequente integrale reale utilizzando il teorema dei
residut

/+°° 2?dx
—o 2(x2 4+ 1)2(22 +4)
Svolgimento. Consideriamo la funzione

22

2(22 +1)%(22 +4)

f(z) =

i cui poli sono z = =+, doppi, e z = £2i, semplici, tuttavia devono essere
considerati solo i poli aventi parte immaginaria positiva:

too r2dx
L. 2+ 12+ 4y 2B+ R 20l



Calcoliamo i residui in questione.

RO =t S
! 22 dy 20z +1)2(22 +4)

1., 22(z+0)(2%2+4) — [2(2%2 +4) + 22(2 + 1)]22

— —1 =

2 20 (z+0)3(22 + 4)2

2224 (24 1) — 22222 + 2z + 4)
= lim =

z—1 (Z + L)3(22 + 4)2
o —6-2-2+4 1
B —72 12

2
R(f,2t) = lim

22022+ 1)2(z + 20)

-4 1
2(=3)2(4) 18

/+°° dx 5 [ 1 1 } s
=2M |— — — | = —.
oo 2(x? +1)%(22 4+ 4) 120 18 18

Esercizio 1.8 Calcolare il sequente integrale reale utilizzando il teorema dei

restdut
/+°° COSTT d
—dx.
o (z?241)?

Svolgimento. Innanzitutto osserviamo che la funzione integranda e pari

quindi:
/+°° COS T /+°° COSTTT
—_— dz.
o (x2+ 2 T2 (22 +1)2

LTZ

Poniamo quindi
e

f(Z)Zm

e consideriamo che z = ¢ € I'unico polo avente parte immaginaria positiva ed
¢ un polo doppio, pertanto

/0+OO %d,f = Re [WLR(f, L)]



Calcoliamone il residuo:
d eLTI'Z

R =lim——— =
(£, 201 dz (z+1)?

me™ (z 1) — 2e'™* B

=1
e (z+10)?
me ™(2t) —2e 7 _ 2r+2 __7w+1
— = e = € .
-8 8t 4

Il valore dell’integrale ¢ quindi

too  cosmzx ™
——dr = — e ™.
/0 (22 4+ 1)2 v 4(7T+ Je

Esercizio 1.9 Calcolare il sequente integrale reale utilizzando il teorema dei
residut

+oo T COSTL
/ dx
oo (224 1) (22 + 22+ 2)

Svolgimento. Consideriamo la funzione

ZeLTI'Z

1@ = 2 19)

i cui poli sono z = 4+1 e z = —1 %+, tutti semplici, ma per poter appli-
care il teorema dei residui devono essere considerati solo i poli aventi parte
immaginaria positiva:

/+°° T COSTL

o DR 1 2n g o) T R AR ) RO L))

Calcoliamo i residui in questione.

ZeLT(Z
(£:0) At (z+0)(z2+224+2)

e ™ e ™ 1—-2 e ™
= = =—(1—2).
201+2¢) 2(14+2)1—-20 10




ZeLTI'Z
R(f,—1 = i =
(f, +) zj—nllﬂ (2+1)(z+1+2)

(_ 1+ L) eLT((L—l)

20(1 — 20)

(I—v)e ™ 2—1

224+1) 2—1

2+ct—1—2)e ™ e~
- - (1-0).
10 oY

+oo T COSTL e T e T
dr = Re<?2 —(1 -2 —(1 — =
/_oo @2+ 1)@ +20+2)" e{ 7”[10( ZRIETI L)H
I R
= 1071'6 .

Esercizio 1.10 Calcolare il sequente integrale reale utilizzando il teorema
dei residui

+oo T sin 2wx
/ dx
oo (22422 +5)(22+1)

Svolgimento. Poniamo

Ze27rLz

(22+2245)(22+1)

f(z) =

e osserviamo che i poli di f, tutti semplici, sono +¢ e —1 + 2., tuttavia
solo z = 1 e z = —1 + 2, hanno parte immaginaria strettamente positiva.
L’integrale vale quindi

/+oo  sin 2rxdx _ %m{Qﬂ'L[ROCa L) + R(f, -1+ 2L)]}.

—oo (22422 4+5)(22+1)

Calcoliamo ora 1 residui:

Ze27rLz

Rlfre) = lm (z+0)(z2+22+5)

L6727r 6727r 2 6727r

T 20@+20)  42+02—¢ 20 (2—1).
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Ze27rLz

—142 = i =
R(fa + L) Zﬂlir%im (22_'_1)(2_}_1_’_20

(_ 1+ 2L)62L7T(2[,—1)

(C3— 40+ 1)(1— 20)

(1420 240
82—t 24

—Ar —4m

e
_ 9 4 —9) =
o (T2t A -2 =0

; =%m {2m le;; (2—1) + i:r (50 — 4)1 } _

(e —4).

/+OO xsin 2wz dx
—o (22422 +5)(22+1

3

— _(6727r o 6747r).

ot

Esercizio 1.11 Calcolare il sequente integrale reale utilizzando il teorema
des residui

+oo rsinmx
dx.

—oo (22 4+ 1)(22 +4)(2? — 22+ 2)

Svolgimento. Poniamo

ZeLTI'Z

(224 1)(224+4)(22 — 22+ 2)

f(z) =

e osserviamo che i poli di f, tutti semplici, sono +¢, +2¢ e 1+, tuttavia solo
z=1,2=21ez=1+ hanno parte immaginaria strettamente positiva. Il
valore dell'integrale ¢ quindi

/+0° rsinx dx

o @@+ D@ 2w ry) o RAR ORRU 20HRU, ]
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Calcoliamo ora 1 residui:

ZeLT('Z
R — i —
o) = e — a7 2

20B)1—20) 1-20

e™™ (1420

6(1—2¢) (14 20)

6—7'('

= 1+ 2¢).
30( +20)
ZeLT('Z
(f,20) J (z+ 20)(22 + 1) (22 — 22 + 2)
2L€f27r 6727r

(4e)(=3)(—=2 —4e)  12(1+ 2u)

e (1—20)
C12(1420) (1—20)
6727r
= 1—2).
e (1—2)

Zeﬂ'LZ
(£, 1+ S (221 A) (2 + )z —1+0)

(14 ¢)e™t=1)

(20+1)(20 +4)(20)

I O
21— 2)(20 4 4)

(I +)e™ e
“—20ty oty
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/+°° zsinx dx
—oo (@24 1) (22 +4) (2% — 22 + 2)

Esercizio 1.12 Utilizzare la trasformata di Laplace per risolvere la sequente
equazione differenziale del secondo ordine:

Y"(t) — 3Y'(t) + 2Y (t) = cosh

dove Y (t) & una funzione soggetta alle sequenti condizioni iniziali Y (0) = 1
e Y'(0) = —1.

Svolgimento. Poniamo y(s) = L[Y (t)] e applichiamo la trasformata di Laplace
all’equazione differenziale:

LY"(t)] = 3L[Y'(t)] + 2L[Y (t)] = L[cosh ],

da cuil

s
s2—1°

s*y(s) = sY (0) = Y'(0) = 3(sy(s) — Y(0)) + 2y(s) =
Sostituendo le condizioni iniziali e mettendo in evidenza y(s):

(s* =35+ 2)y(s) —s+1+3=

52 —1

3452+ 4
2 5 ey s s .
(s —3s+2)y(s) =s +t o 27
In questo modo si ricava y(s):

s3 —4s% + 4
s2—3s+2)(s2—1)

y(s) = (
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Gli zeri del polinomio s? — 3s + 2 sono 2 e 1 pertanto y(s) ha s = 1 come
polo doppio ed s = —1 e s = 2 come poli semplici ed ammette la seguente
scomposizione in fratti semplici:

(s) A N B N C N D
s) = .
Y s+1 s—2 s—1 (s—1)2

Calcoliamo ora i coefficienti A, B,C e D:

A= R(y(s), 1) = lim G217 12
o s3—4s2 44 4
B—R(y(S),Q) —}91_)1% (8+1)(8—1)2 - _ga
d s> —4s*>+4 . ds3—432—|—4_

_ ) =lm— o =lim
¢ = R(y(s),1) 8%d8(8—2)(8+1) solds s?—s—2

_ (35> = 8s)(s* =5 —2) — (25 — 1)(s® —4s* +4) 9.
o (s2 — s —2)2 4

Quindi la scomposizione di y(s) ¢

1 4 9 1

y(s) = 12(s + 1) - 3(s —2) B 4(s —1) a 2(s —1)?

e la soluzione é:

Esercizio 1.13 Utilizzare la trasformata di Laplace per risolvere la sequente
equazione differenziale del secondo ordine:

Y'(t) = 2Y'(t) + 2Y (t) = *

dove Y (t) € una funzione soggetta alle sequenti condizioni iniziali Y (0) = 0
eY'(0) = 1.
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Svolgimento. Poniamo y(s) = L[Y (t)] e applichiamo la trasformata di Laplace
all’equazione differenziale:

LIY"(8)] = 2L[Y'(#)] 4+ 2L[Y (0] = LIt
da cui

Py(s) — sY(0) — Y'(0) — 2sy(s) + 2V (0)2 + y(s) = %

Sostituendo le condizioni iniziali e mettendo in evidenza y(s):

2 342
(52—25—1—2)3/(3):14—?:

s3

ricaviamo ora y(s):
5342
s3(s2 —2s+2)
La funzione y(s) presenta s = 0 come polo triplo e s = 1 4 ¢, poli complessi
coniugati, pertanto se tra questi ultimi scegliamo 1 + ¢, allora ammette la

y(s) =

seguente scomposizione in fratti semplici:
A B (C 2D(s —1) 2F
W) =t et S o r 1 Goat
Calcoliamo ora i coefficienti incogniti.
— 1 im d_2 834_'_2 —
2 5—0 ds? s% — 25+ 2

A = R(y(s),0)

1., d 3s*(s*—25+2)— (25 —2)(s°+2)

= —lim — =

2s—0ds (s2 — 25+ 2)2

1., d 3s'—6s%+6s%— (25" +4s — 253 — 4)
= —lim — =

2s—0ds (s2 — 25+ 2)?

11, d s*—4s® +6s2 —4s+4
= —lim — =
2s—0ds (s2 — 25+ 2)?

1., (4s® — 1252 + 125 — 4)(s? — 25 +2) — 2(2s — 2)(s* — 4s® + 65* — 4s + 4)
= — ]11Im =
2 s—0 (82 — 25+ 2)3

—8+16 1
16 2
15



=1 =1
20 (s2 —2s+2)2
s34+ 2
C = R(s? 0) = =
(5°y(s),0) =lim —————
s3 + 2

_(Q+0P+2 24242
(T+0)2(2e) (=24 20)(20)

B 1 (=1—0) 1
2(—1+u)(-1—0) 4 4

(s) = 1 N 1 N 1 1 s—1 n 1 1
I s T2 T 8 2(5—12+1  2(s—12+1
Antitrasformando:
1 21 1
Y(t) = Lil[y(s)] = 5 + 1+ 5 Qet cost + aet sint.

Esercizio 1.14 Utilizzare la trasformata di Laplace per risolvere la sequente
equazione differenziale del terzo ordine:

Y"(t) +Y"(t) = cost

dove Y (t) € una funzione soggetta alle sequenti condizioni iniziali Y (0) = 0,
Y'(0)=1¢eY”(0)=2.

Svolgimento. Poniamo y(s) = L[Y (t)] e applichiamo la trasformata di Laplace
all’equazione differenziale:

LIY"(#)] + LIY"(t)] = L[cost],
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da cui

s
241

s*y(s) — s*Y(0) — sY'(0) — Y"(0) + s%y(s) — sY(0) — Y'(0) =

Sostituendo le condizioni iniziali e mettendo in evidenza y(s):

S

(834—32)3/(8)—3—2—1:@

3 2
+ 35+ 2s + 3
2 1 = 3 5 :S .
sT(s+ Dy(s) = s+ +52+1 1

Da quest’ultima equazione si ricava y(s):

s+ 3s2+25+3
s2(s+1)(s?+1)

y(s) =

La funzione y(s) ammette la seguente scomposizione in fratti semplici:

A B C 2D(s — «) 2E(

s+?+s—|—1 (s—a)2+06%2 (s—a)?2+p2

y(s)

dove a + ¢ € un polo complesso di y(s), in questo caso scegliamo il polo ¢
quindi « =0 e § = 1. L’espressione di y(s) diventa:

A B C  2Ds  2E

u(s) 3+§+s+1+32+1_32+1'

I coefficienti sono particolari residui:

d 33—1—332—1—23—1—3_. d 53—1—332—1—23+3_

A =R 0) = lim — = —
(y(5),0) 20 ds (s+1)(s2+1) 0ds B +s2tstl
_hm(332—|—63—|—2)(33—|—32—|—3—|—1)—(332—|—23—|—1)(33—|—332—|—23+3)

— 1
§—0 (s3+s2+s+1)2

34352 +25+3
B:R(sy(s),()):lims Oy TAsTS g

s—0 (s+1)(s2+1)

s +3s24+2s+3 3
C=R —1) = lim 2
(y(8)7 ) 51_1 32(82 1) 2
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s*+ 35+ 25+ 3
D+.E =R i _
i W) ) = I e D 1 0

—t—3+2+3 I 1—v 14_5
(=D +)(20) 14+ l1—0 4 4

Sostituendo 1 coefficienti si ha

1 3 3 s 1

y(s):_g+§+2(3+1) C2s2+ 1) 2(s2+1)

pertanto la soluzione e:

3 1 1
Y(t) = L_l[y(s)] =3t—-1+ §€_t — 5 cost — 5 sin t.

Esercizio 1.15 Risolvere, utilizzando le trasformate di Laplace, la sequente
equazione differenziale

Y"(t)=Y'(t) = F(t), Y (0) =0, Y'(0) = 2, Y"(0) = -1
dove F(t) é una funzione che ammette trasformata di Laplace.

Svolgimento. Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione da risol-
vere:

LY™(t)] = LIY'(8)] = LIF(1)],
da cui, posto y(s) = LY (t)] e f(s) = L[F(t)], si ha

s’y(s) — sV (0) — sY'(0) — Y"(0) — sy(s) + Y(0) = f(s).
Sostituendo le condizioni iniziali:

(% — 8)y(s) =25 — 1+ f(s)
quindi
2s — 1 f(s
y(s) = + -
s(s—=1)(s+1) s(s—=1)(s+1)
Osserviamo che possiamo trasformare in fratti semplici il primo addendo a
secondo membro, in quanto ¢ indipendente da F'(t), per il secondo addendo
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possiamo scomporre in fratti la funzione che non dipende da f(s) e per an-
titrasformare il risultato applichiamo il teorema di convoluzione. Quindi
poniamo, per semplicita:

2s —1
s—1)(s+1)

g(s) = 5

1
s(s—=1)(s+1)

e scomponiamo singolarmente le due funzioni:

h(s) =

A B C
) =St e
dove 5 ]
g —
A= R(g().0) = liy 5 — =
2s — 1 1
BZR(Q(‘S):l) _s—>1 8(8+1) = 5
2s — 1 3

Procediamo analogamente per h(s):

A C
hs) = s s i} 1 S-I——l’

dove 1

A= R(h(s),0) = lim —— = —1

B = R(h(s),1) = lim S(S:_ 0 = %

€ = R(b(s).~1) = Jim, 5= 5
Pertanto
113 e f) 1(s)
y(s) = =3 20s—1) 2(s+1) s T —1) " 2As 1)
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Antitrasformando y(s) si ottiene la soluzione dell’equazione differenziale di
partenza

1 3 1 1
Y(t) = 1+ §et — §e*t —F(t)*1+ +§F(t) el + §F(t) xe =

L 3 ! Lot t—u
= 1+ -e'——e —/ F(u)du—l——/ F(u)e “du+
2 2 0 2 Jo

1 st
+—/ F(u)e 9.
2 Jo

Esercizio 1.16 Risolvere, utilizzando le trasformate di Laplace, la sequente
equazione differenziale

Y(8) — 2Y"(8) + 10Y'(8) = —tF(t),  Y(0)=Y'(0)=—1,  Y"(0)=2

dove F(t) é una funzione che ammette trasformata di Laplace f(s) funzione
di classe CV) per ogni s reale.

Svolgimento. Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione da risol-
vere:

LIY"(8)] = 2L[Y"(t)] + 10L[Y'(t)] = —L[tF(t)]
da cui, posto y(s) = L[Y (¢)] e f(s) = L[F(t)], si ha
s°y(s)—s°Y (0)—sY’(0)=Y"(0)—25%y(s)+2sY (0)+Y"(0)+10sy(s)—10Y (0) = f'(s).
Sostituendo le condizioni iniziali:
s(s* =25+ 10)y(s) + s +5—-2—25—2+10 = f/(s)

s(s? — 25 +10)y(s) = —s* + 5 — 6+ f'(s)
quindi
—s24+s5—6 f'(s)
s2—2s5+10)  s(s2—2s+10)

y(s) = 5

Poniamo, per semplicita:




1
s(s? — 2s + 10)
e scomponiamo singolarmente le due funzioni. Osserviamo che entrambe
hanno gli stessi poli s = 0, semplice, e s = 1 &£ 3¢, poli complessi coniugati.
Se scegliamo s = 1 + 3¢ allora g(s) ammette la seguente scomposizione in
fratti semplici:

h(s) =

AL 2B(s—-1)  6C
s (s—1249 (s—1)2+9

g(s) =

dove 9
—s“+s5s—6 3
A=R 0)=Ilm ————=—2
(9(),0) = limy 5= 770 = 75

—s24+5—6

BiC = Rlgls)1+30) = lim — s =

8—6u+1+31-6  3-3

(1+ 30)6¢ (1+30)60

2(=3+1¢) 2(=3+1)-3-1

1—1¢ 1—1 —3—L_

1 1
:2—0(—3—L+3L—1)=—5+E-
Quindi ( )
3 2(s—1 3
9(s) = =55~ 5(s—1)2+9]  5[(s—1)>+9]

Procediamo analogamente per h(s):

A 2B(s —1) 6C
h(s)_§+(s—1)2+9_(3—1>2+9’

dove
1 1

A _ —_ 1. _— =
R(h(s),0) =lim ——— 5 =10
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. 1
B -+ C = R(h(S), 1 + 3L) = slllrgrl& m =

1 1

(1+30)60  6(—3+1)

1 -3 — 1
= L :—(—3 — L) =
6(—3+¢)—3—1¢ 60
B 1 L
20 60
Quindi
1 s—1 1

TP T (IS VR I TV (P VR

da cui, si ottiene la scomposizione di y(s):

3 2(s—1) 3 f'(s)

y(s> = _% - 5[(8 _ 1)2 _|_9] - 5[(5 — 1)2 —|—9] + 10s *

P S
10[(s— 1)2+9] ' 10[(s—1)2+09]

Applicando opportunamente il teorema di convoluzione si ottiene la soluzione
Y (¢):

3 2 3 1
Y(t) = —E get cos 3t + get sin 3t — E(tF(t)) * 14
1 t 1 t
+E(tF(tD * (€' cos 3t) — %(tF(t)) * (e"sin 3t) =

3 2 3 Lo
= s get cos 3t + get sin 3t — 10 Jo uF (u)du+

1 gt

+— / uwlF (u)e'™" cos 3(t — u)du+
10 Jo
t

~30 ) uwlF (u)e'"sin 3(t — u)du.
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Esercizio 1.17 Utilizzare le trasformate di Laplace per risolvere la sequente
equazione differenziale:

Y +Y'(t) = F(t),  Y(0)=1, Y/(0) = -1

dove
2 O<t<l

F(t>:{0 t>1.

Svolgimento. Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione da risol-
vere:

LY" ()] + LIY'(1)] = LIF(2)],
da cui, posto y(s) = L[Y (t)] e sostituendo le condizioni iniziali in 0, si ha
s*y(s) — sY(0) = Y'(0) + sy(s) — Y (0) = L[F(t)]

s(s+1)y(s) —s+1—1= L[F(t)]

A questo punto si puo calcolare la trasformata di Laplace della funzione F'(t)
applicando direttamente la definizione:

LiF®) = | T et () dt =

0
! 2(1 — e
:2/ e—stdtzg
0

. :
L’equazione algebrica diventa

2—2e % 242 —2¢5
s+ yls) =5+ ——— = T2

da cui

Poniamo per comodita

s24+2
9(s) = s2(s+1)
¢ 1
hs) = s2(s+1)



e scomponiamo le due funzioni in fratti semplici. Entrambe ammettono un

polo doppio s = 0 e un polo semplice s = —1:
A B C
o) =St at i
dove )
A = Rig(s).0)=lim * T2

sllr%)% s+ 1

2s(s+1)—s*—2

= —2
Py (s+1)2
2
2
B = R(sg(s),0) = lim "= — 2
. 8242
C = Rigls).—1) = Jim, =2 =3
Procediamo analogamente per h(s):
A B C
h(s)=—+—
() s * s? * s+1
dove i 1 .
A= R(h(s),0) = lim — = — =-1
(h(s),0) s=0ds s+ 1 (s+1)2
1
B = R(sh(s),0) =1 =1
(sh(5),0) = lim —
1
C = R(h(s),—1) = 3111511? =1
Quindi
()_ 2+3+ 3 _}_2*3 E*S 2 -5
A N NI 52° st1°

L’antitrasformata delle funzioni dove compare il fattore e™* e data dalle
seguenti funzioni a tratti:

1 2 t>1

0 O<t<l
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L 2t — 1) t>1
=

2
y 0 0<t<l,
. 2¢~(t=1) t>1
o[-
s+1 0 0<t< 1.
La soluzione Y (t) ¢ quindi:
—2 42t 4+ 3¢t 0<t<l1
Y(t) =
—24 2t 43t +2-2(t—1)—2e ¢V t>1

da cui semplificando ulteriormente:

—24+2t+3e7t 0<t<1
Y(t) =
2 4+ 3¢t — 2 (1) t>1.

Esercizio 1.18 Risolvere la sequente equazione differenziale del secondo or-
dine utilizzando le trasformate di Laplace:

Y'(t) — 3Y(t) + 2V (1) = F(t)

soggetta alle sequenti condizioni iniziali Y (0) = 1,Y’(0) = 0, e dove F(t) e
la funzione cosi definita:

1 t>2
F(t)=
0 0<t<?2.

Svolgimento. Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione da risol-
vere:

LY ()] = 3LIY'()] + 2L[Y (t)] = LF(t)]
da cui, posto y(s) = LY (t)] si ha

6723

s*y(s) — sY (0) — Y'(0) — 3sy(s) + 3Y(0) + 2y(s) =
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(s =35+ 2)y(s)+s5—2—-3=
L’equazione algebrica diventa

—2s . 5 —2s
(32—38+2)y(5):—s+5+6 _Tshote
s s

da cui
—3 + 5 6723

23542 s(s2—3s+2)

y(s) =

Poniamo per comodita

(s)— —s+5
g  s2-35+2
¢ 1
h(s) = —————
(s) s(s? —3s+2)

e scomponiamo le due funzioni in fratti semplici. La funzione g(s) ammette
due poli semplici s =1 ed s = 2:

(s) = A B
T =TT T 52
dove L
—5
A= 1)=1 =—4
Rigls), 1) = lim —
s+5
R(g(s).2) = limy 2 =3
Procediamo analogamente per h(s):
A B C
h(s) = =
(s) s s—1 s-2
dove
A= R(h(s),0) = i L1
B T 5082 —354+2 2
1
B = R(h(s),1 =—1
(h(s). 1) =t~
1 1
C = R(h(s),2 =—



Quindi
( ) 4 N 3 N +€—25 6—25 N 6—25
§) = — —
Y s—1 s—2 25 s—1 2(s—2)
L’antitrasformata delle funzioni dove compare il fattore e=2* ¢ data dalle
seguenti funzioni a tratti:

1
2s - t > 2
L*l € — 2
2s
0 0<t<?2
_9s —el™? t>2
Lll—e -
s—1] 0 0<t<2.
o2(t=2)
—2s ] >
. o2 _ 5 t>2
2(s+1)]
0 0<t<?.
La soluzione Y (t) ¢ quindi:
—4€t+3€2t O<t<2
Y(t) = 1 o2(t—2)
—46t+362t+§—€t_2+T t22

Esercizio 1.19 Utilizzare la trasformata di Laplace per risolvere il sequente
problema ai limiti:

Y"(t) +4Y (t) = cost
Y(0)=1 Y(n/4) = 0.

Svolgimento. Poniamo y(s) = L[Y (t)] e applichiamo la trasformata di Laplace
all’equazione differenziale:

LIY"(t)] +4L[Y (t)] = L[cost],

s*y(s) — sY (0) — Y'(0) + 4y(s) = CEE

27



Poniamo A = Y’(0) e procediamo come al solito:

3 2
+As*+2s+ A
244 = A S
(& Dyls) = s+ A+ 57 s2+1

da cui
S+ A2 +2s+ A

Vo) = T d)
La funzione ammette 2 coppie di poli complessi coniugati tra i quali noi
scegliamo s = ¢ e s = 2¢ pertanto y(s) ammette la seguente scomposizione
in fratti semplici

y(s) =

2Bs 2C . 2Ds 4F
241 s241 s2+44 s244°

dove

S+ As?+2s+ A
B+.C =R =i =
T (y(s),0) = lim (s24+4)(s+1)

——A+20+ A

1
6L 6

s34+ As? + 25+ A
D+.E = R(y(s),2) = li B
+u (y(s),2) = lim (s +20(s2+1)

—12 T3
s n 25 n A
3(s2+1) 3(s2+4) s244’

8t —4A+4+A 1 A
= —1.
4

y(s) =

pertanto la soluzione é:

1 2 A
Y(t) = L y(s)] = 3 cost + 3 c0s 2t + 3 sin 2¢.

Per calcolare la costante A imponiamo la condizione di coincidenza in m/4:

V2 A

Y(r/4)=—+ ==0
(nj4) = X=+ 2
da cui segue A = —v/2/3 e quindi la soluzione é:
1 2 2
Y(t) = 3 cost + 3 cos 2t — % sin 2t.
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Esercizio 1.20 Risolvere, utilizzando le trasformate di Laplace, il sequente
sistema di equazioni differenziali

Y/(t) — Z'(t) = sint
Y'(t) + 22'(t) + Z(t) = 0
Y(0) = Y'(0) = Z(0) = 0.
Svolgimento. Applichiamo la trasformata di Laplace al sistema:
LIY'(8)] - LIZ/(t)] = Lfsin{]
LIY"(t)] + 2L[Z'(t)] + L[Z(t)] = 0

Poniamo, come al solito, z(s) = L[Z(t)] e y(s) = L[Y(t)] e teniamo conto
che tutte le condizioni iniziali sono nulle:

1
s2+1

sy(s) — sz(s) =

s*y(s) + 2sz(s) + z(s) =0

1

sy(s) — sz(s) = ]

s*y(s) + (2s+1)z(s) =0

Per risolvere questo sistema lineare decidiamo di utilizzare la regola di Cramer.
Calcoliamo prima il determinante della matrice dei coefficienti

S —S . 3 2
det(s2 9%+ 1 ) =s(2s+1)+s°=s(s+1)

quindi
1
s2+1

(s5) = 0 2s+1]
yisr = s(s+1)7

25 +1
s(s+1)2(s2+1)
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La funzione y(s) ammette la seguente scomposizione in fratti semplici:

(5)—é+ B N C +QDS_ 2F
P T s ¥ T T 112 T 211 241
dove 25+ 1
s
A= =i =1
R(y(s),0) pr (s+1)2(s2+1)
d 2s+1 d 2s+1
B — -1) = lim — ——— = lim — =
R(y(s), —1) o g s(s2+1) s1ds S5+ s
g 28 B D)
51 (s3 + s)?
2541 1
C=R((s+1y(s),—1) S s(s24+1) 2
25 +1
D+.E = =li -
+1e R(y(s),¢) 3{1}8(82+23+1)(5+L)
__x+l 1
T ey 24
Pertanto

La soluzione e
. I L.
Y(t)=L"[y(s)] =1+ §te —cost — 5 sin t.
Ripetiamo lo stesso procedimento per z(s):

s P
T os(s+ 17

2(s)

52 s

s(s+1)2(s24+1) (s+1)2(s2+1)
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La funzione z(s) ammette la seguente scomposizione in fratti semplici:

A n B N 2Cs 2D
s+1 (s+1)2 241 s2+1

z(s) =

dove

_ (2 2
A= R(z(s),—1) = lim d i i (s"+1) +2s

_— — = — 0
Soids 241 st (s2+1)2

. —S
B =R((s +1)z(s), -1) = lim ———= =7
—3 L
D= =i s
CHib=Rys). ) =l s 5T ~ 4

Quindi
1 1

) =S T qE T D
pertanto la seconda componente della soluzione del sistema differenziale e:

1 1
Z(t) = —te”" — = sint.
2 2

Esercizio 1.21 Risolvere, utilizzando le trasformate di Laplace, la sequente
equazione integrale

Y(t) =t + é/ot(t —u)Y (w)du.

Svolgimento. Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione integrale
ponendo y(s) = L[Y (t)].

LY ()] = L[] + L [é /Ot(t — W)Y (w)du] .

Applicando il teorema di convoluzione abbiamo che il secondo addendo a
secondo membro & proprio la convoluzione tra le funzioni G(t) = ¢ e F(t) =
Y (t) pertanto la trasformata di Laplace ¢ il prodotto delle trasformate di
Laplace delle funzioni t* e Y (¢):



quindi
1 1
vo)(1-5) =5

s =1 (s—D(s+1)(s2+1)

La funzione y(s) ha i poli reali £1 e i poli complessi coniugati £¢. Se tra
questi ultimi scegliamo s = ¢ allora y(s) ammette la seguente scomposizione
in fratti semplici

da cui

y(s) =

A n B n 2C's 2D
s—1 s+1 241 s24+1

Calcoliamo i coefficienti della scomposizione:

, 52 1
A=Rlys).1) = }:ﬁﬂ (s+1)(s2+1) "1

. 52 1
B = Rly(s), =1) lim, G+1)(s2+1) 4

52 L

C+:tD = R(y(s),t) = lim 1)1 1) =-7

Sostituendo i quattro coefficienti si ricava:

o 1 1
YO = 6= "1+ T )

e quindi t B
Y(t) = L y(s)] = SR 1sint.

4 4 2

Esercizio 1.22 Risolvere, utilizzando le trasformate di Laplace, la sequente
equazione integrale

Y(t)=t+2 /Ot cos(t — u)Y (u)du.
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Svolgimento. Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione integrale
ponendo y(s) = L[Y (t)].

LY(t)]=L[t]+ L {Q/Ot cos(t —u)Y (u)du| .

Applicando il teorema di convoluzione abbiamo che il secondo addendo a
secondo membro ¢ proprio la convoluzione tra le funzioni G(t) = cost e
F(t) = Y (t) pertanto la trasformata di Laplace ¢ il prodotto delle trasformate
di Laplace delle funzioni ¢3 e Y (¢):

_ 2sy(s)
y(S)— S2+ 82+1
quindi
2s 1
1— = —
y(s)( 52+ 1) 52
da cuil

(s) s2+1
§) = ———=.
Y s2(s —1)2
La funzione y(s) ha i poli doppi 0 e 1 pertanto ammette la seguente scom-
posizione in fratti semplici
C D

=242, ¢
AR R | (s —1)%

Calcoliamo i coefficienti della scomposizione:

d $2+1
A —R(y(s),o)—glﬂ%gm—

25(s — 1) —2(s* +1) — 2(s™1)

=1 (s2 — 1)3 -
B = Risy(s),0) = lim =L _ 1
et = im---———- =
5YLS), s—0 (32—1)2
d s>+1
C = R(y(s),1) = lim — -
(y(s),1) = lim — —
252 —2(s2 4+ 1
— lim 2 (s + >=—2
s—1 33



2
1
D = R(sy(s),1) = lim il

=2
s—1 52

Sostituendo i quattro coefficienti si ricava:

(s) 2+1 2 n 2
s)=-—+—— :
Y s s2 s—1 (s—1)?

e quindi
Y(t) = L7 y(s)] = 2 4+t — 2¢" + 2te’.

Esercizio 1.23 Risolvere, utilizzando le trasformate di Laplace, la sequente
equazione integro-differenziale

Y(t) =141 + 8/0t(t — W)Y (u)du
con Y (0) = 1.

Svolgimento. Applichiamo la trasformata di Laplace all’equazione integro-
differenziale ponendo y(s) = L[Y (¢)].

LIY'(t)] = L[1] + L[] + 8L [/Ot(t — W)Y (w)du] .

Applicando il teorema di convoluzione abbiamo che il secondo addendo a
secondo membro & proprio la convoluzione tra le funzioni G(t) = t? e F(t) =
Y (t) pertanto la trasformata di Laplace ¢ il prodotto delle trasformate di
Laplace delle funzioni t* e Y (¢):

1 1 16y(s
L1 y(s)

WO 1=t gt T
quindi
16y . 1 1 s*+s+1
v (s- ) =1r e
st — 16 s24+s+1
y(S)( = )— =
da cui
s(s>+s+1) s(s*+s+1)
V) == TG )
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La funzione y(s) ha i poli reali 2 e i poli complessi coniugati £2¢. Se tra
questi ultimi scegliamo s = 2¢ allora y(s) ammette la seguente scomposizione
in fratti semplici

A . B L 2C's 4D
s—2 s4+2 s244 s24+4

Calcoliamo i coefficienti della scomposizione:

B o s(sP+s+1) 7
A=Ry(s).2) =l o0 ~ 16

_ o s +s+1) 3
B = R(y(s),—2) = SILI{IQ (s —2)(s2+4) T 16

' s(s®+s+1)
D = 2)=1 -
C+. R(y<8)’ L) sLHZlL (82 - 4)(5 + QL)

(20)(=3+2) 1

= =——(=3+2).
(—8)(4) 632
Sostituendo i quattro coefficienti si ricava:
(s) 7 n 3 n 3s n 1
S) =
P = 16(s—2) T 16(s+1)  8(s2+4) | 2(s2+4)
e quindi
7 3 3 1
Y(t) = L y(s)] = Ee% + Ee_% + 5 cos 2t + 1 sin 2¢.
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