Analisi funzionale
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1 Spazi metrici, normati, di Hilbert

L’analisi funzionale trae i suoi sviluppi all’inizio del XX secolo (Frechet 1906, Hilbert
1912...). Parecchi problemi cui siamo interessati trattano non una singola funzione ma
un insieme di funzioni. In molti casi poi saremo interessati al caso in cui questo insieme
di funzioni € uno spazio vettoriale. Inoltre poiché spesso i processi di limite risultano
importanti ¢ necessario dotare questi spazi di metriche o almeno di topologie. Gli spazi
metrici svolgono nell’” analisi funzionale il ruolo della retta R nell’analisi.

1.1 Spazi metrici

Definizione Uno spazio metrico ¢ una coppia (X, d) dove X € un insieme e d una metrica
ovvero una funzione definita su X x X che ad ogni coppia di elementi x,y € X associa
un numero reale d(z,y) detto la distanza tra = e y tale che valgono le proprietd seguenti

i) d(z,y) >0, d(z,y)=0 seesolosexr=y
i) d(z,y) = d(y,z)
i) d(z,y) < d(z,z) +d(zy)
L’ultima disuguaglianza ¢ la cosiddetta disuguaglianza triangolare.
La funzione d si dice distanza o metrica.

Un sottospazio (Y,d) € un sottoinsieme Y C X con la restrizione della metrica d a
Y xY.

Diamo alcuni esempi di spazi metrici.
Esempio 1. La retta reale R con la distanza d(z,y) = |z — y|.
Esempio 2. Il piano complesso C con la distanza d(x,y) = |z — y|

Esempio 3. Lo spazio R" pué esser dotato di varie distanze date da

dp(,y) = [Jz1 = yaP + o+ an =gl 1< p <00 (1.4)

doo = sup{|z1 — Y1, .- |Tn — Ynl} (1.5)

dove x = (x4, ...,2,) e y = (Y1, ..., Yn) sono due elementi di R".
La metrica dy ¢ la metrica euclidea. Gli spazi metrici (R",d,) sono tutti distinti.

Allo scopo di dimostrare la disuguaglianza triangolare in (R",ds), dimostriamo la

disuguaglianza di Cauchy
n 2 n n

k=1 k=1 k=1



Questa segue dall’identita
n n

2
n n 1
(Z akbk> = Z (Z,ZC bi — 5 ((Zibj — bia]’)Q (17)
k=1 1 k

k= =1 i=1 j=1

n

La disuguaglianza di Cauchy permette di ricavare

2
n

D lax+by)* < Z Zb? (1.8)

k=1 k=1

da cui, estraendo la radice, e scegliendo a, = xp— 2 € by = 2z —yi, segue la disuguaglianza
triangolare.

Esempio 4. Consideriamo come insieme X l'insieme delle funzioni continue a valori
reali o complessi, definite per € |[a,b] ovvero C ([a,b];R) o C ([a,b];C). Possiamo
definire in questi spazi le metriche seguenti (1 < p < oo, non necessariamente intero)

b
d(f.g) = / f(@) - g(x)|da

do(f,9) = Ub f(z) — 9(93)!26195}
dp(fr9) = U |f(z) — g(z |pdx] "

doo(f;9) = max [f(z) —g(z)] (1.9)

a<x<b

1/2

Possiamo considerare di conseguenza gli spazi metrici distinti (X, d,).

Esempio 5. Spazi [P. Sia p > 1 un numero reale. Per definizione ciascun elemento di
[P & una successione di numeri complessi

v ={&} = (&, &) (1.10)

tale che -
D g < o0 (1.11)

j=1

La metrica & definita da y
0 P
T,y) = [Z 1S5 — 77j|p] (1.12)
j=1

[P ¢ in generale uno spazio metrico.

Per p = 2 otteniamo il famoso spazio delle successioni di Hilbert I2. Questo spazio fu
introdotto e studiato da D. Hilbert (1912) ed & il primo esempio di spazio di Hilbert. m
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Incominciamo col ridefinire una serie di concetti gia incontrati in R o C. Denoteremo
semplicemente con X lo spazio metrico (X, d).

Definizione Dato un punto zy € X ed un numero reale » > 0 definiamo
B(zg,r) ={z € X| d(z,z9) <7}  sfera aperta
B(zo,7) = {x € X| d(z,20) <r}  sfera chiusa (1.13)
xg ¢ il centro e r il raggio.

Definizione Un sottoinsieme M di uno spazio metrico X & detto aperto se Vo € M
esiste una sfera aperta B(x,r) C M.

Un insieme ¢ detto chiuso se il suo complemento in X € aperto. m

Una sfera aperta B(xg, €) ¢ chiamato anche un e-intorno. Per intorno di x, intendiamo
ogni sottoinsieme di X che contiene un e-intorno di xy. Chiamiamo un punto xgy di un
insieme M C X punto interno se M ¢ un intorno di x.

Possiamo definire poi il concetto di punto di accumulazione nel modo usuale e la
chiusura M di un insieme come l'insieme costituito dai punti di accumulazione di M.

Definizione Un sottoinsieme M di uno spazio metrico ¢ detto (ovunque) denso in X
se M = X. X e detto separabile se possiede un sottoinsieme numerabile che ¢ denso in

X.

Definizione Un insieme M si dice limitato se esiste un numero m > 0 tale che
d(z,y) <mVz,y € M.

Definizione Una successione {x,} in uno spazio metrico X & detta esser convergente
se esiste un = € X tale che lim,,_, d(x,,x) = 0. Scriveremo anche z,, — x. Se {z,} non
e convergente, la successione ¢ detta divergente.

Definizione Un insieme M si dice compatto se ogni successione di punti in M contiene
una sottosuccessione convergente. M e relativamente compatto se M ¢ compatto.

Definizione Una successione {z,} in uno spazio metrico X ¢ detta di Cauchy se
Ve > 0 esiste un N (e) tale che d(x,,z,,) < € per ogni m,n > N.

Lo spazio ¢ detto completo se ogni successione di Cauchy e convergente.

Teorema Ogni successione convergente in uno spazio metrico € una successione di
Cauchy.

Dimostrazione. Se x,, — x, allora Ve > 0 ¢’¢ un N tale che
d(zy,z) < % Vn > N (1.14)

Pertanto
d(Tm, ) < A, x) +d(z,2,) <€ Vn,m >N = (1.15)



Analogamente diremo che la serie Y | x,, & convergente se & convergente la succes-
sione delle somme parziali.

Teorema Sia M un sottoinsieme di uno spazio metrico X e sia M la sua chiusura.
Allora € M se e solo se esiste una successione {z,} in M tendente ad z. M ¢ chiuso se
e solo se x,, € M, e x, — x implica x € M.

Dimostrazione. Vedi [1] pag. 30.

Teorema Un sottospazio M di uno spazio metrico completo ¢ completo se e solo se
I'insieme M ¢ chiuso.

Dimostrazione. Vedi [1] pag. 30.

Se lo spazio metrico M non e completo, lo si puo sempre includere in uno spazio
completo M* con una procedura che si chiama completamento, in modo che M C M¥,
M = M*.

Esempio 6 La retta reale e separabile. Infatti il sottoinsieme Q dei razionali € denso
in R. Lo spazio Q dei razionali con la metrica d(z,y) = |* — y| non & completo. Il suo
completamento ¢ R.

Esempio 7 Lo spazio metrico (Cla, b, d2) non & completo. Per esempio la successione
di funzioni continue

b
1 per a§x§a+
+b +b +b 1
ug(x) = 1—k(x—a2 ) per a2 §x§a2 +E
b 1
0 per @t +E§$§b (1.16)

e successione di Cauchy nella metrica ds ma converge per kK — oo alla funzione discontinua
0(x — aT—i—b)

Il completamento di questo spazio ¢ L*[a, b]. Lo spazio L?[a,b] ¢ separabile, poiche il
set di tutti i polinomi, che ¢ numerabile, ¢ denso in L?[a, b]. In modo simile anche L*(R)
e separabile.

1.2 Spazi normati, spazi di Banach

Ricordiamo la definizione di spazio vettoriale.

Definizione Uno spazio vettoriale su un campo K e un insieme X con due operazioni
algebriche. L’addizione vettoriale associa ad ogni coppia (z,y) un vettore z + y in modo
che valgono le proprietda commutativa ed associativa della addizione. Inoltre esiste il
vettore 0 (zero o nullo) e 'inverso —z che soddisfano

r+0 =
r+(—z) = 0
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La moltiplicazione per a € K associa ad ogni vettore x il vettore ax, in modo che

a(fr) = (af)z
lr = x
alz+y) = ar+ay
(a+pB)r = axr+ Pz

perr,ye Xea,eK. n

Un sottospazio di uno spazio vettoriale X ¢ un sottoinsieme non vuoto Y di X, tale
da soddisfare le proprieta dello spazio vettoriale con la restrizione delle operazioni a Y.

Un insieme di vettori 1, ..., x, € linearmente dipendente se esistono dei numeri aq, ..., a,
tali che
ary + ... +apz, =0 (1.17)

[ vettori sono linearmente indipendenti se 'eq. (1.17) implica a; = ... = a,, = 0.

Per ogni sottoinsieme M C X di vettori, non necessariamente linearmente indipen-
denti, I'insieme delle loro combinazioni lineari e detto span di M.

Uno spazio X e detto finito dimensionale se esiste un intero positivo n tale che X
contiene un insieme linearmente indipendente di n vettori, mentre ogni insieme di n + 1
vettori ¢ linearmente dipendente. Per definizione dim X = 0 se X = {0}. Se X non ¢
finito dimensionale, € infinito dimensionale.

Definizione Uno spazio normato € uno spazio vettoriale X su un campo K su cui ¢
definita una funzione (norma) x — ||z|| con le proprietd

i) =] >0, (1.18)
it) |zl =0 see solosex=0 (1.19)
it)  azx| = lalz|| aeK (1.20)
i) lz+yl < |zl + ||yl disuguaglianza triangolare (1.21)

Una norma su X induce una metrica data da d(z,y) = ||z — y||.

Definizione Uno spazio normato completo nella metrica indotta dalla norma e detto
spazio di Banach.

Esempio Consideriamo I'insieme L'(R) ovvero 1’ insieme delle funzioni integrabili in
R. Dato che una combinazione lineare di funzioni integrabili & ancora integrabile, questo
insieme ha la struttura di spazio vettoriale. Possiamo definire una norma come

1] = /R f(@)|da (1.22)

E‘ chiaro che valgono la (1.19) e la (1.20). Tuttavia affinche sia verificata la (1.18), ovvero

[fl=0=f=0 (1.23)
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occorre considerare come elementi di L' le classi di equivalenza costituite dalle funzioni
uguali quasi ovunque. In particolare I’elemento nullo & costituito dalle funzioni che sono
Z€ro quasi ovungque.

Quindi L! & lo spazio normato i cui elementi sono classi di funzioni integrabili uguali
quasi ovungque.

Lo spazio L' & completo [2].
1.3 Spazi con prodotto interno, spazi di Hilbert
Definizione Uno spazio con prodotto interno o prehilbertiano e uno spazio vettoriale su

cui & definita una applicazione da X x X sul campo K, detta prodotto interno, (x,y) —<
x,y > con le proprietd seguenti

<z, y+z> = <z, y>+<x,2> (1.24)
<z,ay> = a<z,y> acK (1.25)
<zT,y> = <y, T > (1.26)
<z,x> > 0 (1.27)
<z,x> = 0 seesolosex=0 m (1.28)

Se X & uno spazio reale abbiamo al posto della eq.(1.26) < x,y >=< y,x >. Uno
spazio con prodotto interno ha una norma data da ||z|| = /< x,x >. La norma indotta
dal prodotto interno soddisfa 'edentitd del parallelogramma

Iz +yl1* + llz = l* = 2 (l=]* + llyl*) (1.29)

Il prodotto interno soddisfa la disuguaglianza di Schwarz.

Teorema (Disuguaglianza di Schwarz). Abbiamo

l<zy>P< <z, ><y,y> (1.30)

Dimostrazione. Per ogni coppia z,z ¢ <z — z,x — z > > 0. Quindi
<rr>><zr>+<x,z>—<z,z>>2Re<z,x>—<z2> (1.31)

Se y = 0 la disuguaglianza di Schwarz ¢ banalmente soddisfatta. Sia y # 0 e poniamo
z=(<y,x>/<y,y>)y. Allora

2
<< T > xr > < T >
<z,xr> > 2Re i Y —’ Y |

<Y,y > <Y,y >
- y<%x>P | <y,z>|?
T <yy> <y, y>
< > |2
:| y, x> | - (1.32)
<Y,y >



Teorema Continuita del prodotto interno. Se in uno spazio con prodotto interno X,
xn, — x, allora per ogniy € X e < z,,y >—< z,y >.

Dimostrazione. E’ infatti

| <@ny>—<zy>=]<z—2,y > <lzn — ||yl (1.33)

In modo analogo se Y >~ x, = x anche Y >° | < x,,y >=< T,y >.

Definizione Uno spazio con prodotto interno e completo nella metrica indotta dallo
stesso prodotto interno e detto spazio di Hilbert.

La definizione assiomatica di spazio di Hilbert fu data da Hilbert e Von Neumann
(1927-28) in alcuni articoli sulla meccanica quantistica.

Teorema (del sottospazio) Sia Y un sottospazio di uno spazio di Hilbert H. Allora
i) Y ¢ completo se e solo se ¢ chiuso

ii) se Y ¢ finito dimensionale, allora Y ¢ completo.

Dimostrazione. Vedi [1].

In particolare quindi tutti gli spazi di Hilbert di dimensione finita sono completi.

Esempio 1 Gli spazi R"(C") delle nple di numeri reali (complessi) con prodotto
interno definito da

<x,y>= inyi (< z,y >= Z@yl) (1.34)
i=1 i=1

sono spazi di Hilbert.

Esempio 2 Dato lo spazio {?, definiamo il prodotto interno con

<x,y >= Z@yi (1.35)
i=1
dove z = (z1,79, ) e y = (y1,¥y2, ) sono successioni in /2. Si dimostra che [* ¢

completo e quindi costituisce uno spazio di Hilbert. [? & separabile ed ogni spazio di
Hilbert separabile ¢ isomorfo a [2.

Esempio 3 Lo spazio L? [a,b]. La norma ¢ definita, nel caso di funzioni a valori reali,

da
I71=( bf(xfdx) / (1.36)

e puo esser ottenuta dal prodotto interno

< f,g >:/ f(z)g(z)dx (1.37)



Nel caso di funzioni a valori complessi sara

<f,q >=/ mg(x)dx (1.38)

Questa definizione ha senso dato che

Tt = [F@llg@)] < glF@)P + 5ot (139)

e quindi f(z)g(z) € L'[a,b]. Come abbiamo gia visto lo spazio L?[a,b] & separabile,
poiché ogni funzione continua pud esser arbitrariamente approssimata da un polinomio
definito in [a,b] e I'insieme delle funzioni continue in [a, b] & denso in L?[a,b]. L?[a,b] ¢
completo nella norma (1.36).

Definizione Se X ¢ finito dimensionale e B € un sottoinsieme di X di vettori linear-
mente indipendenti tale che X = spanB allora B e detto una base.

Definizione Due vettori x, y € H sono ortogonali se < x,y >= 0. Un insieme di
vettori z; € H ¢ detto un sistema ortonormale se < z;,x; >=0peri # je < z;,x; >=1
per ogni 1.

Definizione Somma diretta. Sia M un sottospazio di uno spazio di Hilbert. Se esiste
un sottospazio N tale che H = M + N, ovvero ogni x € H si scrive in un sol modo come
somma di un elemento di M e uno di N, M (N = {0} , H si dice somma diretta e si
usa la notazione H = M & N.

Sia M un sottospazio di uno spazio di Hilbert H. Denotiamo con M~ l'insieme dei
vettori di H che sono ortogonali a M. M* & detto complemento ortogonale di M. M~
¢ un sottospazio vettoriale di H ed inoltre ¢ chiuso. Infatti se {x;} ¢ una successione in
M+ tendente a v € H, dalla continuitd del prodotto interno segue < z,y >=0Vy € M
e quindi x € M+,

Teorema Sia H uno spazio di Hilbert. Sia M un sottospazio chiuso di H. Allora per
ogni x € H esiste un unico elemento z € M tale che

d=|lz — z|| = inf ||z — 1.40
|z — 2|l = inf |z —y] (1.40)
Dimostrazione. L’insieme dei numeri ||z — y|| con y € M ¢ limitato inferiormente, quindi

possiamo definire d = infy ¢y ||z —y||. Per definizione di d esiste una successione {y,} y, €
M tale che

12 = Ynll = d (1.41)
Allora
Y — ymH2 = Y =2~ (Ym — x)Hg
- 2||yn - :E||2 + 2||ym - :E||2 - H —2x + Yn + ym||2
1
= 2llyn — 2”4+ 2llym — =|* — 4z — 5 (Wn + Yom) I
< 2llyn — l” + 2l ym — z|* — 4d?
— oo 2d% + 2d* — 4d* =0 (1.42)
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dove abbiamo utilizzato la identita del parallelogramma e dato che 1/2(y,, + y,) € M si
ha ||z — $(yn + Ym)|| = d (d essendo estremo inferiore).

Quindi {y,} € una successione di Cauchy e poiche M & chiuso (e quindi completo)
{yn} converge ad un elemento z di M. L’unicita si dimostra facilmente con 'identita del
parallelogramma.

Teorema (della proiezione) Sia H uno spazio di Hilbert e M un sottospazio chiuso.
Allora ogni vettore x € H si pud scrivere in un sol modo come y+z conz € M ey € M*.

Dimostrazione. Sia x € H. Per il teorema precedente esiste un unico elemento z € M
a distanza minima. Definiamo y = x — z, quindi x = y + 2. Sia w € M. Allora se
d = ||z — z|]| e t € R abbiamo

@ <o = (2 +tw)|* = |ly — tw|?
= d>—2tRe < w,y > +t* < w,w > (1.43)

Pertanto —2tRe < w,y > +t?> < w,w >> 0 per ogni t, che implica, scegliendo t = Re <
w,y >/ < w,w >, Re < w,y >= 0. In modo analogo prendendo it al posto di ¢ si
dimostra Im < w,y >= 0. Quindi y € M*. L’unicita si dimostra facilmente. m

Quindi H = M @ M*. z & anche chiamato proiezione ortogonale di  su M (termine
motivato dalla geometria elementare). Questa decomposizione permette anche di definire
un mapping

P. H —- M
r —z= Pz
P & chiamato proiezione (operatore di proiezione o proiettore) e soddisfa la condizione
P? = P (& idempotente).
Teorema Se M & un sottospazio chiuso allora (M=+)+ = M.

Dimostrazione. Infatti & ovvio che M C (M*)* (se z € M allora ¢ anche x € (M+)1).

D’altra parte
H=M®M+ =M (M*)* (1.44)

e quindi M non pué essere un sottospazio proprio di (M=+)*.

Si ha inoltre se M C N, N+ C M+*. Infatti ogni elemento ortogonale a N & ortogonale
anche a M. Infine se M non & chiuso M+ = M™*. Infatti per la proprietd precedente
M+ c M*. Inoltre se x € M* ey € M, sia 3, € M una successione tendente a
y € M. Allora < y,, v >—< y,x >= 0 e quindi x € M, da cui si deduce M+ C M.
Combinando i due risultati segue M+ = M*. Di conseguenza se M non & chiuso &
(MYt =M.

Definizione Un insieme B di vettori ortonormali ¢ detto un insieme (o sistema)
ortonormale e completo in H se SpanB = H.

Esso ¢ detto anche una base anche se non ¢ una base nel senso dell’algebra, a meno
che H non sia finito dimensionale.
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Teorema In ogni spazio di Hilbert H # {0} esiste una base ortonormale e completa.
Dimostrazione. Vedi [5] pag. 44.

Teorema Se {e;} coni = 1,2 - ¢ un insieme ortonormale in H (separabile) le seguenti
affermazioni sono equivalenti:

i) {e;} & completo

) x=>% ", <e,xv>¢ YreH

i) <z,y>=> 0 <z,6 ><e,y> Ver,yc H
) |z)|>=>2 | <ze>|* Ve e H
Dimostrazione.

i) — 4i). Il vettore z — > 0, < e;,x > e; & ortogonale ad ogni e;; quindi

T — Z < e, x> e; € Span(e;)” = Spcm(ei)L = H+={0} (1.45)

i=1
Pertanto © — Y, < e;,x > & uguale al vettore nullo.

i1) — 1i1). Dalla continuita del prodotto scalare segue

<x,y>= Z <z e >< e,y > (1.46)
i=1
i1i) — iv). Basta porre y = x.

i) — ). Se z & ortogonale a tutti gli e; dalla iv) segue 2 = 0, e quindi Span(e;)™ =
{0} = H* da cui segue Span(e;) = H.

Nel caso finito e infinito dimensionale ma separabile la procedura di Gram Schmidt
permette di costruire una base ortonormale.

Teorema Ortogonalizzazione di Gram Schmidt. Sia {hy, hs...h,} un insieme finito di
vettori linearmente indipendenti. Allora esiste un sistema ortonormale {ej, es...e,,} tale
che Span(ey, ey...€,) = Span(hy, hy...hy,).

Dimostrazione. Il primo elemento ¢ dato da

1
€1 = —h1 (147)
|74 ]]
Il secondo e dato da ]
€)= T—"70G2 Go= ho— < e1, hy > €1 (148)
||92H
Il generico e dato da
1 k-1
e = mgk G :hk—z < e]-,hk >€j (149)
k .
7=1

Questa procedura si estende per induzione al caso in cui si abbia un’ infinitd numerabile
di vettori.
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1.4 Sistemi di funzioni ortogonali in L2

Serie di Fourier Consideriamo lo spazio L*(—7, ) delle funzioni a quadrato integrabile
sull'intervallo [—, 7]. Un sistema ortogonale completo ¢ dato dalle funzioni periodiche
expinr, n=0,4+1,+2,.... Si ha

/ e M dy = () (1.50)

pern#me
/ e My = 21 (1.51)

—T

per n=m. Se f € L?*(—m, m) sara allora

flz) = Z cne'™ (1.52)

n=-—0o
con

1 T ,
Cn =5 /_7r fx)e " dx (1.53)

La completezza del sistema segue dal fatto che ogni funzione in L?(—m,7) puo essere
approssimata da una funzione continua e ogni funzione continua puo essere approssimata
da una funzione continua periodica.

Consideriamo altri esempi di spazi di Hilbert separabili, come
L*[-1,1] L*(R) L?*[a,0) (1.54)

e costruiamo con la procedura di Gram-Schmidt un sistema ortonormale e completo par-
tendo dallo spazio dei monomi (1,z,z%..). Nelle applicazioni ¢ utile definire insiemi
ortogonali rispetto ad una misura du(x) = s(z)dx:

b —_—
/ s(x)e;(x)e;(z)dr = 0 (1.55)

con s(x) > 0. Il prodotto interno sara dato da

b
<f,q >:/ s(z)f(z)g(z)dx (1.56)

Polinomi di Legendre Consideriamo in L? ([—1, 1] ; R) I'insieme dei polinomi 1, x, z2.....
Ricordiamo che L?[a,b] ¢ il completamento di C'[a,b] e che inoltre per il teorema di
Weierstrass ogni funzione in C'[a, b] puo esser approssimata da un polinomio.

Applicando la procedura di Gram Schmidt agli hy(z) = 2* possiamo ottenere una
successione ortogonale {gx}. Invece di normalizzare i vettori a 1 richiederemo P(1) = 1.
Quindi Py(z) =1e

k—1

Py(w) = ge(@)/gx(1)  ge=hi =)

J=0

<Pj,hk >P-

PP (157)
VEE
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Si ottiengono allora i polinomi di Legendre:

P@)=1 Pa)—z Pyx)= 3I22_ L. (1.58)

Si ha Span{P,} = L?([-1,1]; R). Valgono la relazione di ortogonalitd

1
2
P, ()P (z)dx = 0pm—"— 1.59
| P Pala)e = b= (1.59)
e la formula di Rodrigues
1 da 9 n

I polinomi di Legendre soddisfano I’equazione

(1—a2*)y" — 22y +n(n+1)y=0 (1.61)
e le seguenti relazioni:
(n+1)Pyy1— (2n+1)aP,+nP, 1 =0 (1.62)
d d
P,+—PFP, —x—PFP,=0 1.63
it dz " Y (1.63)

Una funzione f € L?[—1,1] puo esser decomposta sulla base ortogonale e completa
dei polinomi di Legendre,

f@) = cnPu(w) (1.64)

con .
2 1

o=t / (@) Pa(2)dz (1.65)
-1

Polinomi di Hermite Altri spazi di interesse sono L?(—oc0, ), L*(—oc,al, L*[a,o00).

Per L?(—o00,00) scegliamo come funzione peso s(z) = exp(—z?). In questo caso la
procedura di Gram Schmidt da la successione
1

en(r) = ————=—=H,(2) (1.66)

(2nnly/m)1/2
dove gli H,, sono i polinomi di Hermite di ordine n.

Ricordiamo le relazioni di ortogonalita

/ exp(—22)H,,(2)Hpp(2) = 02" n!/T (1.67)
e la formula di Rodrigues
n 2 d" 2
H,(z) = (—1)"exp(x )% exp(—z”) (1.68)



I polinomi di Hermite soddisfano 1’equazione

y"' —2zy +2ny =0 (1.69)
e le seguenti relazioni
d
%Hn(.ﬂj) =2nH, 1(x)
Hyio(x) —22H, 1 (z) +2(n+ 1)H,(z) =0 (1.70)

I polinomi di Hermite sono un sistema ortogonale e completo per lo spazio L?(—00, o)
rispetto alla misura exp(—x?)dz.

Polinomi di Laguerre Consideriamo lo spazio L%[0, c0). Possiamo ottenere da questo
con un cambiamento di variabile sia L?*(—o0, a] che L?[a, 00).

Consideriamo la funzione peso s(z) = exp(—x). In questo caso la procedura di Gram
Schmidt da la successione

1
Lo(z) =1, Li(z) =1 —x, Ly(x) :1—2x+§x2... (1.71)
ed in generale
en(z) = Ly(x) (1.72)
dove gli L,, sono i polinomi di Laguerre di ordine n. Vale la formula di Rodrigues
1 d
L,(x) = exp(z)mﬁ(x" exp(—x)) (1.73)

I polinomi di Laguerre sono un sistema ortonormale e completo per lo spazio L?[0, 00)
rispetto alla misura exp(—x)dz.

Si definiscono anche i polinomi associati di Laguerre
n
ol d”

e . n+oa _
L& (z) = exp(x)z i (" exp(—2x)) (1.74)
che soddisfano I'equazione differenziale

Yy +(a+1—2)y +ny=0 (1.75)

Le relazioni di ortogonalita per i polinomi associati sono

o ra
/ 2 exp(—2) L (o) L2 (2)ds = —0 0+ s (1.76)

0 n!

I polinomi di Laguerre corrispondono ad o = 0.

Nota In Meccanica quantistica si definiscono invece come polinomi associati
dP

P -
I2(2) = < Lu(2) (L.77)
perp=1,2---
La loro normalizzazione &
0o l | 3
/ 2?42 exp(—x)[L2H] (2)]Pdx = on At O (1.78)

con n e [ interi.
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2 Distribuzioni

Una variabile fisica ¢ di solito rappresentata ricorrendo al concetto di funzione. In alcuni
casi pero il concetto di funzione non e piu sufficiente, in quanto la semplificazione porta
a considerare, per esempio, cariche puntiformi in elettrodinamica o punti materiali in
meccanica. In questi casi e possibile generalizzare il concetto di funzione, sostituendolo
con quello di funzionale, ovvero una regola che assegna un numero reale o complesso ad
ogni funzione appartenente ad un certo insieme di funzioni test. Questo nuovo concetto
permette di descrivere in modo matematico consistente la densita di carica o di materia
puntuali. Noi considereremo funzionali di un certo tipo, detti distribuzioni, e a seconda
dello spazio di funzioni test distingueremo tra distribuzioni e distribuzioni temperate. Il
concetto di distribuzione permettera la descrizione di oggetti come la delta di Dirac.

Questo strumento permettera inoltre di definire la trasformata di Fourier di funzioni
come 1 o sinz, cio¢ di funzioni che non sono di classe L' o L?.

2.1 Spazio D di funzioni test

Prima di definire le distribuzioni dobbiamo introdurre lo spazio delle funzioni test. Co-
minciamo col ricordare cosa si intende per funzione a supporto compatto. Supporto di
una funzione ¢ la chiusura dell'insieme in cui f(x) # 0.

Una funzione f:R" — R(C), definita su R” e nulla al di fuori di una regione chiusa e
limitata €2 si dice a supporto compatto.

Indichiamo con C§°(R") o con D(R"™) (nel seguito ometteremo R™) lo spazio delle
funzioni a supporto compatto ed infinitamente derivabili. Naturalmente il supporto (2
non ¢ lo stesso per tutte le funzioni. Queste funzioni saranno le funzion: test.

Lo spazio delle funzioni test € uno spazio vettoriale, ovvero se @i, ps € D anche
a1 + by € D, Va, b € R e gli assiomi dello spazio vettoriale sono soddisfatti.

Lo spazio di funzioni test non ¢ uno spazio normato ma e’ possibile introdurre un
concetto di convergenza. Consideriamo una successione di funzioni test {¢;} con i € N
in D(R™). Diremo che la successione {¢;} € una successione nulla se

i) se tutte le ¢; sono zero al di fuori di una regione limitata (indipendente da )

ii) per ogni multiindice « di dimensione n

lim sup |0%;(z)| =0 (2.1)

i—00 peRn

dove
olel

T 02010232, 0x0n

con « = (o, @s...a;,) multiindice e |a| = oy + ag + ... + a,, V'ordine della derivata.

o° (2.2)
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In altre parole la successione {p;} ed ogni successione di derivate {9%p;} tendono
uniformemente a zero.

Esempio. Un esempio di funzione test in C§°(R) ¢

1
2 —1

) (2.3)

¢ = exp(

quando |z| < 1, e uguale a zero per |z| > 1.

La successione {%gp(m)} con ¢ data dalla (2.3) ¢ una successione nulla. La successione
{%gp(w /i)} non soddisfa la i), in quanto non esiste un intervallo finito al di fuori del quale
tutte le funzioni sono zero. La successione {%(p(@:{;)} non soddisfa la 7).

2.2 Distribuzioni in D
Considereremo in questo paragrafo distribuzioni definite per ¢ € D. Diamo prima la
definizione di funzionale lineare.

Definizione Un funzionale lineare € una applicazione lineare da uno spazio vettoriale
X in un campo scalare K.

Se K = R (C) il funzionale ¢ un funzionale reale (complesso).

Definizione Una distribuzione € un funzionale lineare e continuo definito sullo spazio
D.

Cio significa che YV € D, T associa a ¢ il numero reale (complesso) (T, ¢). Ricordiamo
che un funzionale 7" su D ¢ lineare se

(T, a1 + bps) = a(T, ¢1) + b(T, @2) (2.4)

Va,b € R(C) e Y1, 09 € D.

Per verificare la continuita del funzionale lineare, basta verificarla nell’origine. Quindi
un funzionale 7' su D ¢ continuo se per ogni successione nulla di funzioni test {y;} la
successione numerica {(7,¢;)} tende a zero. In particolare il funzionale nullo O & tale
che (0,p) =0Vyp € D.

Lo spazio delle distribuzioni sara denotato con D’. E’ anche chiamato spazio duale di
D.

Esempio 1. Le funzioni localmente integrabili, ovvero le funzioni integrabili secondo
Lebesgue su ogni regione limitata, permettono di definire delle distribuzioni nel modo
seguente: la distribuzione T} associa a ¢ il numero dato da

(Ty, ) = Rnf(fﬁ)@(x)dx VoeD (2.5)
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Proviamo a dimostrarlo. La linearita del funzionale (2.5) ¢ ovvia. Consideriamo poi
una successione nulla {¢;}. Si ha

(Tl =1 [ Fe)eta)dn] < supeealiio)] [ 17(@)lds (2.6

dove € R" ¢ una sferetta tale che al di fuori di essa tutte le ¢; sono nulle. Dalla (2.6)
essendo {¢;} una successione nulla, segue

lim [(T},0)[ =0 (2.7)

1—>00

Distribuzioni che possono esser generate da funzioni localmente integrabili si dicono
distribuzioni regolari. Tutte le distribuzioni che non sono regolari si dicono distribuzion:
singolari.

Due funzioni localmente integrabili tali che

f(z) = g(z) qo. (2.8)

individuano la stessa distribuzione regolare.

Nel seguito, nel caso di distribuzioni regolari T utilizzeremo lo stesso simbolo della
funzione (T, ¢) = (f. ¢).

Esempio 2. Sia ¢ una costante. Consideriamo il funzionale su D definito da

(c,p) = /n cp(x)de o €D (2.9)

La (2.9) definisce una distribuzione regolare.

Esempio 3. Sia €2 un dominio in R". Consideriamo il funzionale

o) = [ o)z = [ Iafa)ola)da (2.10)
Q n
con Iq funzione caratteristica dell’insieme 2. La (2.10) definisce una distribuzione rego-
lare.

Esempio 4. Definiamo il funzionale lineare  come il funzionale che associa ad ogni
© il numero

(6,0) =¢(0) @eD (2.11)

Il funzionale & lineare e continuo. La linearita ¢ ovvia. Inoltre il funzionale é continuo.
Infatti se {¢;} € una successione nulla segue (per i sufficientemente grande), Ve > 0

(0, 0)| = 1i(0)] < sup|epi| < e (2.12)

La distribuzione ¢ detta delta di Dirac.
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La delta e una distribuzione singolare. Se la distribuzione ¢ fosse regolare dovrebbe
esistere una funzione f localmente integrabile tale che

(6,¢) = - f(@)p(x)dr = p(0) Vo €D (2.13)

Consideriamo come funzioni test la famiglia di funzioni

a2

Va(x) = exp|x’2—_a2 per |z| <a .(x) =0 per |z| > a (2.14)
con
x| =[xt + a2 (2.15)
Si ha .
[ t@va@isl =1 [ f@pdoal < [ el (210
R lz|<a € Jiz|<a
dove abbiamo usato |¢,(z)| < 1/e. Se la f(z) fosse localmente integrabile si avrebbe
lim |f(z)|dz =0 (2.17)
a—0 lz|<a
e pertanto dalla (2.16)
lir% f(z)e(x)dx =0 (2.18)
a—0 Jgn
D’altra parte
1
G = [ Fabule)dr = () = © (2.19)
Rn
e quindi anche
1
lim ()Y (z)dr = - (2.20)
a—0 Jpn e

in contraddizione con la (2.18). Ma ci6 ¢é assurdo e quindi la distribuzione § non ¢ regolare.

2.3 Operazioni sulle distribuzioni

Consideriamo alcune operazioni sulle distribuzioni.

Addizione di distribuzioni. Siano 7; e T, due distribuzioni in D’. La somma &
definita come la distribuzione T} + T5 € D’ tale che

(Th + T, 0) = (Th, ) + (T, ) Vo €D (2.21)

Moltiplicazione di una distribuzione per una costante. Sia o un numero reale
(complesso). La moltiplicazione di una distribuzione T per « ¢ la distribuzione aT" definita
da

(aT,p)=(T,ap) Vo €D (2.22)
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11 lato destro definisce un funzionale lineare e continuo su D.

Lo spazio D’ con le due operazioni di addizione e moltiplicazione & uno spazio vetto-
riale.

Traslazione di una distribuzione. Sia 7T una distribuzione in D’. Definiamo la
distribuzione traslata come la distribuzione T'(x — a) tale che

(T(x —a),p(x)) =(T,p(x +a)) Vo €D (2.23)

Questa definizione ¢ precisamente quella che ci aspettiamo. Infatti se 7 ¢ la distribuzione
regolare associata alla funzione f vale

. flz—a)p(x)dr = - f(@x)o(x+ a)dx (2.24)

Esempio 1.
(0(z — a),¢(x)) = (6, p(z + a)) = ¢(a) (2.25)

Cambiamento di scala. Data la distribuzione T" vogliamo definire la distribuzione
T(ax) dove ricordiamo = = (z1, ..., 2,), ax = (axy,...,az,) con o € R. Consideriamo
prima una distribuzione regolare Ty. Vale

[ Hean)ewis = — [ f@)e(/a)de = @71 llela/e) (226

a]™ Jrn
Quindi definiamo la distribuzione T'(ax) con

(T(ax), p) = (T, 1/]a]"p(x/a)) (2.27)

Se invece ar = ayx1, ..., T, allora e

(T(ar21, ..., ny), ) = (T |a...an| Lo/ ) (2.28)
dove z/a = (1 /a1, o/, -+, xp /).

Esempio 2. Se 6 € D'(R) ¢ §(ax) = th Infatti

(6(ax), ) = (6. p(x/a) = ~—(0) (2.29)

| [e]
Come conseguenza si ha §(—z) = 0.
Nel caso di una trasformazione generale con una matrice n x n e
(T(A™'2),0) = |det A|(T, p(Ax)) (2.30)

In questo modo ¢ possibile studiare le proprieta di invarianza delle distribuzioni ri-
spetto a trasformazioni (traslazioni, rotazioni, trasformazioni di Lorentz, etc.)
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Moltiplicazione di una distribuzione per una funzione C'*°. In generale non e
possibile definire il prodotto di distribuzioni. In alcuni casi pero questo e possibile. Per
esempio sia g una distribuzione regolare associata ad una funzione g € C*°. Allora e
possibile definire il prodotto T'g con T" € D’ con

(Tg,¢) = (T,g9¢) ¢€D (2.31)
Infatti sotto queste ipotesi anche gy € D.
Esempio 3. Se g € C* allora g(x)d(z) = g(0)d(z).

Derivata di una distribuzione. Una funzione localmente integrabile puo non aver
derivata in alcuni punti. Una distribuzione ¢ invece sempre derivabile, e la derivata e
ancora una distribuzione. Consideriamo prima una distribuzione regolare generata da
una funzione di una variabile che ¢ derivabile ovunque e con derivata continua. Vale
allora

(fw%=/mfwwwﬂw=—/mﬂ@¢@ﬂx=—ﬁwﬁ (2.32)

ovvero la derivata della distribuzione regolare f coincide con la distribuzione regolare
definita da f’.

Definiamo quindi, per ogni distribuzione 7' € D', la sua derivata T € D’ come quella

distribuzione tale che
(Tla 90) = _(T7 90/> VT € D/ (233>

La (2.33) definisce un funzionale lineare e continuo. La linearita ¢ ovvia. Inoltre se
{¢:s} & una successione nulla anche {¢;} lo & e quindi (7', —¢}) — 0.

L’ovvia generalizzazione ad R" per ogni multiindice « e
(8aTa 90) = (_1)|04\(T7 aa(p) (234)

dove |a| = Y"1 | a;. Essendo ¢ € C§° segue che una distribuzione ¢ infinitamente deri-
vabile. Questo permette quindi di estendere il concetto di differenziabilita a funzioni che
non sarebbero derivabili nel senso dell’analisi.

Esempio 4. Calcoliamo la derivata della delta di Dirac:
(0", ¢) = =(6,¢") = —¢'(0) (2.35)

Esempio 5. Derivata della 6. Dalla proprieta di 6 segue

<aw»—Aww@wx (2.36)

La (2.36) definisce una distribuzione. La linearita ¢ ovvia. La continuitd segue da

|/ pi(x)dx] < sup |pi(z)la —i0 0 (2.37)
0 z€[—a,+al

21



Figura 1: Esempio di una fuzione continua a tratti

se la regione al difuori della quale tutte le ¢; sono nulle & l'intervallo (—a, +a).

Percio abbiamo
0.0) = —(0,) = - / o (2)dx = (0) (2.38)
0

Quindi
0 =96 (2.39)

Analogamente

(50200 = ~(0(-0).¢) == [ )z = —4(0) (2.40)

dove abbiamo utilizzato

(0(-a).0) = 6.0(-0) = [ woto= [ viopis (241

In conclusione

d

—0O(—x) = -6 2.42

() (2.2
Esempio 6. Derivata di una funzione continua a tratti. Sia f una funzione continua

a tratti, con derivata prima continua a tratti, salvo nei punti xi,xs... dove f ha delle

discontinuita con salti uguali a hq, ho... come in Fig. 1. Se definiamo la funzione

filw) = fla) =) mbla — ) (2.43)

questa funzione € continua e possiede una derivata uguale a f’ salvo in x1, 5....

Possiamo costruirci le distribuzioni f e f; associate alle funzioni f e f;. La derivata
della distribuzione regolare f; coincide con la distribuzione regolare definita da f{. Risulta
inoltre

=1 =) hid(x — ax) (2.44)
k
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Infatti

(f{a 90) = _(fla 90,> = _(f> @/)+(Z hk&(x_xk)a 90/> = (fla @)_(Z hké(x_xk)a 90) (2'45>

ovvero

fr=F+> hib(z — ) (2.46)
k

2.4 Distribuzioni temperate
Abbiamo gia incontrato lo spazio lineare delle funzioni rapidamente decrescenti o spazio
di Schwartz S(R"). Possiamo introdurre in § una nozione di convergenza.

Una successione {¢;} in S si dice successione nulla se

lim sup |M®0%p;(z)| =0 (2.47)

i—00 peRn

Qn

per ogni « e (3 e dove ricordiamo M® = x7"...x%".

Lo spazio S non coincide con D. Per esempio la funzione exp(—|z|?) sta in S, ma non
appartiene a D. Si puo dimostrare che D e denso in S, cioe per ogni ¢ € S esiste una
successione di funzioni {¢;} € D tendente a .

Possiamo allora dare la seguente

Definizione Una distribuzione temperata (o a crescita lenta) ¢ un funzionale lineare
e continuo su S. Indicheremo con S’ lo spazio delle distribuzioni temperate.

Una classe particolare di distribuzioni temperate sono quelle generate da funzioni di
crescita lenta.

Se f € una funzione a crescita lenta, cioé se per qualche m > 0
/ |f(2)|(1 + |z|*)™dzx < 0o (2.48)

con |z| dato dalla (2.15), allora essa determina una distribuzione temperata definita da

(fro)= | [flo)plx)de, peS§ (2.49)
Rn
In modo equivalente una funzione e a crescita lenta se e localmente integrabile e
esistono ¢,n € R con n > 0, tali che

|f(2)] < clz[™ per x — o0 (2.50)
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Abbiamo visto che D C §; quindi le distribuzioni temperate essendo definite su S
sono anche definite su D, pertanto &’ C D’. Mostriamo un esempio di distribuzione in D’
che non appartiene a S’. La serie di distribuzioni

oo
g=>_ exp(i®)d(z — i) (2.51)

=1

definisce una distribuzione in D’. Infatti YV € D
(9.0) =Y exp(i®)p(i) < oo (2.52)
i=1

dato che le ¢ sono a supporto compatto. Se invece prendiamo ¢ € S ci sono delle funzioni
per cui la (2.52) non converge. Basta prendere ¢(z) = exp(—z?).

Si dimostra che &’ ¢ denso in D’. Poiche &' ¢ un sottoinsieme di D’ segue che le
operazioni definite in D’ valgono anche in &’ salvo la seguente precisazione.

Notiamo che se f & una distribuzione temperata e a una funzione se vogliamo che il
prodotto af sia ancora una distribuzione temperata occorre che la funzione sia di lenta
crescita.

Definiamo anche il supporto di una distribuzione.

L’unione degli aperti Q per cui (T,¢) = 0¥p € D con supporto contenuto in € &
detto insieme nullo. 11 complementare dell’” insieme nullo ¢ il supporto, e quindi essendo
il complemento di un aperto esso sara chiuso.

Vale il seguente risultato. Se T' € D’ ha supporto limitato allora T" appartiene anche
aS'.

Esempio 1. Il supporto della distribuzione ¢ ¢ 'insieme costituito dal punto x = 0.
Infatti se consideriamo ¢ € D con supporto su intervalli non contenenti il punto z = 0, ¢

(0,0) =0 (2.53)
Esempio 2. Indichiamo con Pv % la distribuzione temperata su R definita da
1 —€ o
(Pv =, ) = lim { / ) 1 4 / @daz] veS (2.54)
x e—0t o I ¢ x

Questo limite dell’integrale si chiama wvalore principale di Cauchy. Ora

lim @dx (2.55)

e—0t lz]>e T
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esiste. Infatti poniamo ¢(x) = ¢(0) 4+ z1(x) con ¥ (z) funzione continua tale che 1 (0) =
¢'(0). Si ha

e—0t lz]>e T a—00 e—0t <|z|<a ¥

im [ 2% = dim tim {QO(O) / Liw+ /€<|x|<a¢(x)dx]

a a

= lim lim {(p(O)(ln——1n—)+/6§x|§a¢(x)dx}

a—00 ¢e—0+ € €
= / (x)dx (2.56)
L’ultimo integrale esiste e quindi definisce un funzionale lineare. Si puo dimostrare che
(2.56) ¢ anche continuo.

Proviamo ora a calcolare la derivata della distribuzione temperata In |z| = 6(z) lnx +

O(—z)In(—x).

d d
(L inpalg) = —(nlal, L p(a)
_ /ool 4 o) +/_€ln(— 1L o)
= - lim E na——p(z)ds . z)plz)de
! /m1 @do+ [ Sple)ds| + i (o(0) - (-1
= — — — —E€ Nne
oot | J. FPWArTT | peweri T IR e
1
— (Pv- 25/(0) lim €l
( vx,sf))Jr @(0)65536 og €
1
= (Pv—,p) (2.57)
X
Pertanto
2| = Pt (2.58)
dx g '

2.5 Swuccessioni di distribuzioni

Sia {T,} una famiglia di distribuzioni in D" (o analogamente in S’) dipendente da un
parametro continuo y. Diremo che la famiglia 7, converge alla distribuzione 7' quando
Yy — 1Yo € scriveremo

lim T, =T (2.59)
Y—Yo
se
lim (T}, p) = (T, ) Vo € D (2.60)

y—yo
Valgono i seguenti teoremi.

Teorema. Sia {7,} una famiglia di distribuzioni in D’. Se

lim (T, ¢) (2.61)

Y—Yo
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esiste Vo € D, allora il funzionale su D definito da
(T, ¢) = lim (T,, p) (2.62)
Y—Yo
¢ una distribuzione su D.

Dimostrazione. Si verifica facilmente che il funzionale definito da (2.62) ¢é lineare e
continuo.

Teorema. Sia {7,} una famiglia di distribuzioni in D’ convergente a T per y — .
Si ha allora, per ogni multiindice o, 0T}, — 0“T per y — Y.

Dimostrazione. Verifichiamolo nel caso T' € D'(R):
(T 0) = =Ty, @) =ymye —(T,¢") = (T, ) (2.63)

Quanto detto per le famiglie e valido anche per successioni di distribuzioni, quando y
e intero positivo e yy = oo.

Teorema. Sia {f,} una famiglia di funzioni localmente integrabili e su ogni sfe-
ra chiusa in R" supponiamo che f, converga uniformemente a f per a — g, ovvero
sup | fo(x) — f(z)| — 0. Allora f, tende a f nel senso delle distribuzioni.

Dimostrazione. Poiche f, converge uniformemente e possibile passare a limite sotto il
segno di integrale.

In modo analogo diremo che una serie di distribuzioni converge se converge la succes-
sione delle somme parziali delle distribuzioni.

Differenziazione rispetto ad un parametro. Sia T, una distribuzione dipendente da un
parametro continuo y. Con y fisso [T+, — T,] /h € una distribuzione dipendente dal para-
metro h. Definiamo derivata della distribuzione 7T}, rispetto al parametro y la distribuzione
dT,/dy, definita dalla seguente equazione, quando il limite sottoindicato esiste

dT, 1

<d_y’ p) = lm o [(Tyen, ¢) = (Ty, ©)] (2.64)

Esempio 1. Consideriamo la derivata rispetto a y della distribuzione T(x — y) in
D'(R). E*

(T = o)pla) = Jim 3 (T =y =)= Tz ). ¢(o)
= }LLI%%(T’ ez +y+h)—e(@+y))
= (T,¢'(z +y))
= (Tl +y) = (T —y)pl)  (265)
Pertanto p
L) = T —y) (2.66)

dy
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cioe la derivata della distribuzione traslata rispetto al parametro della traslazione e uguale
all’opposto della distribuzione derivata, traslata.

In particolare

d%/é(a: —y)=-0(r—y) = (2.67)

Sia {f,} una famiglia di funzioni localmente integrabili su R" con la proprieta

lim fo(@)p(z)dr = p(0) Vo €D (2.68)

a—ao JRn

Chiameremo { f, } una d-famiglia n-dimensionale. Se I'indice o assume tutti i valori interi,
parleremo di J-successione.

Teorema. Sia f:R" — [R una funzione non negativa localmente integrabile su R"
per cui

flz)de =1 (2.69)
Rn

Per a > 0 definiamo )
fulw) = - f(a /) 270
Allora {f,} ¢ una o-famiglia per o — 0.

Dimostrazione. Il cambiamento di variabile permette di ottenere

i) fa(z)dr =1
R’!’L

i) lim falz)dz =0 YA >0
a=0 Jiz1> 4

i) lim falz)dz =1 YA >0 (2.71)
a—0 |z|<A

Dobbiamo mostrare che per ciascuna funzione test ¢, lim,_o [z fo(@)@(z)dz = ¢(0)
ovvero utilizzando la )

lim - fa(@)[e(x) — p(0)]dx = lim - falz)n(x)dz =0 (2.72)

a—0 a—0
dove n(z) = ¢(x) — ¢(0). Dividiamo la regione di integrazione R" in due parti |z| < B e
|z| > B. Allora

| - fa(z)n(z)dz| < | fo(@)n(z)de| + | Jfal)n(x)dz| (2.73)

|z|<B |x|>B

Ma la funzione test ¢ ¢ limitata e cosi la n per cui |n| < M Vzx

| - fa(z)n(z)dz| < sup || fol@)de + M fa(z)dz (2.74)

|z|<B |z|<B |z|>B
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Poiché 1 é continua e 1(0) = 0, sard anche limp_.osupj, <5 7| = 0. Quindi Ve > 0, pos-
siamo scegliere B tale che sup|,<p || f|x‘<B fa(z)dx < €/2 e utilizzare la ii) per scegliere
un v tale che

/| folz)dz < ﬁ for0<a<~y =m (2.75)
z|>B

Esempio 2. Diamo degli esempi di d-famiglie

14

fl@)= 3x1y(@) fulz) = §X[—1,1](1/SU) v — 00
_ 1 . o
0= e
_z2? —x2 /4t
flz) = e\/éZl fe(z) = ‘ g t— 0"
)= o)L ey = o
\/E.%Sﬂ ¢ \/EIS/Q
<2 )
flz) = Smxf fulz) = Si:/;f v — 00
T
flz) = S:l; fo(z) = 812:’:1‘ v — 00 (2.76)

dove xj_11](x) ¢ la funzione caratteristica dell'intervallo [—1,1].

Esempio 3. Consideriamo la distribuzione temperata log(z + iy) ottenuta dalla
funzione di lenta crescita x — log(z + iy). Nel senso delle distribuzioni vale

1
T 41y

% log(z + iy) = (2.77)

Infatti basta considerare la distribuzione di lenta crescita log(x + iy), applicare la defini-
zione di derivata, ed integrare per parti.

Quindi

1 d
li = lim —1 ' 2.78
yi%lJr T+ 1y yi%l+ dx ol +iy) (2.78)

D’altra parte per la funzione log(z + iy) vale
lim log(z +iy) = lim [log|z + iy| + iArg(z + iy)]
y—0+ y—0F
= log|z| +imf(—x) (2.79)

Questa sara vera anche per le distribuzioni. Infatti, passando a limite sotto il segno di
integrale, si ha

lim [ log(z + iy)p(z)dx = / [log |z| + im0 (—x)] p(z)dz (2.80)

y—07F
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Pertanto, utilizzando la (2.63),

1 d 1
= 1li =— im0(—x)] = Pv— —imd 2.81
x + 10 yi%l+x—|—iy dx[0g|x]+z7r(x)] vz (281)
Analogamente
1 1
= Pv—+1 2.82
prr vx+z7r5 (2.82)

Esempio 4. Consideriamo la successione di funzioni

I,
fn(x) = —sinnz (2.83)
n
Questa converge uniformemente a zero. La successione delle derivate cos nx non converge
in senso classico. Ma se consideriamo la successione di distribuzioni, la successione f!

converge a zero. Infatti

1 [+
(for ) =~ / sin nay'(z)de — 0 (2.84)

se [—a, al & il supporto della funzione .

La distribuzione 6¢(a(z)). Sia a € C'(R). Definiamo la distribuzione 6(a(z)) con

0(a(z)) = lim_fa(a(z)) (2.85)
dove {f,} & una o-famiglia.
Supponiamo che la a(z) ammetta zeri semplici nei punti x, k = 1,2...,n. Vale

- 1
S(a(x)) = kZ: m(S(x — ) (2.86)

Basta dimostrare il teorema localmente nell’intorno dello zero zy. Sia ¢ € D([z) —
€k, Tk + €x]), ovvero abbia supporto in [xy — €g, Tk + €.

Se Y e D([:L‘k — €k, T + Ek])

Gat@).¢) = dm [ fa(a@)ee)is
N I NPt e —
Tl Sy TR T
. 1
- “’f(“ L
= |a/(x1k)|¢(wk)
= (mfs(l'—xk)a(ﬁ)
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Se invece ¢ € D(a, ) e l'intervallo («, #) non contiene nessun zero zy, allora
(0(a(z)),¢) =0 (2.87)

Sommando i vari contributi si ottiene il risultato finale.

Esempi .
§(z? — a?) = %[5@ —a)+ (d(x+a))] a>0 (2.88)
+o0
d(sinz) = Z d(z — km) (2.89)

k=—o00

2.6 Prodotto diretto di distribuzioni e prodotto di convoluzione

Prodotto diretto. Questa operazione combina una distribuzione 7" € D'(R") con una
S € D'(R™). Consideriamo una funzione ¢(z,y) € D(R"™ x R™). Per ogni x € R",
e(x,y) € D(R™). Si pud dimostrare che (S, ¢(z,y)) € D(R™). Questo permette di
considerare il funzionale

(T'x S, () = (T (5, o(x, y)) (2.90)

Si verifica che questo definisce una distribuzione in D(R" xR™) che ¢ detta prodotto diretto
o anche tensoriale. Si dimostra che il prodotto diretto e commutativo ed associativo.

Una analoga definizione vale in §’.

Esempio 1. Un esempio di prodotto diretto o tensoriale ¢ la ¢ in R* §(Z) = 6*(x) =
d(z) x d(y) x 6(z). Infatti

(0(), p(x,y,2)) = ©(0,0,0) (2.91)

Prodotto di convoluzione. Siano f e g due funzioni localmente integrabili su R".
Se Vx esiste 'integrale

frglx) = - f)g(z —y)dy (2.92)
questo definisce il prodotto di convoluzione delle due funzioni.
Se supp f C A e supp g C B ed inoltre gli insiemi sono tali che VR > 0 I'insieme
Tp=|(z,y):x €A ye B, |vt+y| <R] (2.93)
sia limitato in R?" (vedi Fig. 2), il prodotto di convoluzione f* g & localmente integrabile.

Infatti utilizzando il teorema di Fubini si ha

[ pegde < / . / F)llg(z — )ldydz

lz|<R |

< | 1f)llg(x)ldyde (2.94)
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A X

Figura 2: Un esempio di regione Tx limitata

dove abbiamo fatto il cambiamento di variabile z = z — y. Possiamo allora considerare la
distribuzione f * g definita da

(F+9.9)= [ Tl ~ vidyelz)dz o € DRY) (295)
Facendo il cambiamento di variabili a jacobiano uno z — x4y, y — x possiamo riscrivere

la (2.95) nella forma
(f*g,9) = /f(x)g(y)w(x +y)drdy (2.96)

ovvero

(f xg,0) = (f(2),(9(y), p(z +y))) (2.97)

Assumeremo la (2.97) come definizione di prodotto di convoluzione di due distribuzioni.
Ora per6 anche se p(z) & a supporto compatto in D(R") non e detto che ¢(x + y) sia a
supporto compatto in D(R?"). Quindi la convoluzione cosi definita non esiste sempre. 11
prodotto esiste se una delle due distribuzioni e a supporto compatto.

Diamo il seguente criterio:

Teorema. Siano T} e Ty due distribuzioni su D(R™). Allora T} x Ty esiste se vale una
delle seguenti condizioni:

i) T} o T, hanno supporto limitato

ii) 71 e Ty hanno supporto limitato a sinistra (valido per n = 1)
iii) 77 e T» hanno supporto limitato a destra (valido per n = 1)
]

Il prodotto di convoluzione, quando esiste, e commutativo ed associativo. I prodotto
di convoluzione ha una unita (la §):

(T 6, 0) = (T(x), (0(y), p(x +y)) = (T(x),p(x)) = (T, ¢) (2.98)
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Quindi T+ 6 = T'. In modo analogo si dimostra

T(x—a)=Tx0(x—a) (2.99)

T+d =T (2.100)

Quindi la derivata di una distribuzione e equivalente alla convoluzione della distribuzione
con la derivata della § di Dirac.

Vale inoltre, se T * Ty esiste,
(TyxT) =Ty« Ty =T, x Ty (2.101)

Infatti
(Ti 1) =0+ (TyxTo) = (8 «Th) « Ty =T, x Ty (2.102)

Utilizzando le proprieta commutativa ed associativa si dimostra 'altra.

Questa proprieta si generalizza al caso R"
80‘(T1 * TQ) = (0O‘T1) * Tg = T1 * <8aT2> (2103)
dove a € un multiindice.

Nota. Per distribuzioni temperate il prodotto di convoluzione S T & sempre definito
se una delle due e a supporto compatto.

3 Trasformata di Fourier di distribuzioni temperate

Sia T una distribuzione temperata. Definiamo la sua trasformata di Fourier come la
distribuzione F'T" tale che

(FT,p) = (T, Fp) con p €S (3.1)

La (3.1) & ben posta in quanto abbiamo visto che se ¢ € S Fp € §. La (3.1) definisce
quindi un funzionale lineare e continuo, F'T': § — C. La linearita ¢ ovvia e la continuita
segue dalla continuita della trasformata di Fourier. Infatti se {¢;} ¢ una successione nulla
{Fp,;} ¢ ancora una successione nulla, e quindi

In modo analogo si definisce la trasformata inversa:

(F7'T, @)= (T,F¢) con p €S (3.3)
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Valgono inoltre le stesse proprieta della trasformata di Fourier di una funzione.

F[0°T] = ()" FT

F (=) "‘T] = 0°FT
F[e“T| = [FT)(z — a)
FT'(x— a)] =e T (3.4)

Ricordiamo che « ¢ un multiindice e |a| = a1 + as + . .. ay.

Dimostriamo per esempio la prima delle (3.4) (per semplicita in R', T denota

OFT /0z*):
(F [T(k)} 790) = (T(k)’ ng) =
= ((ix)*FT,¢) (3.5)

In modo analogo si dimostrano le altre relazioni.

Esempio 1. Calcoliamo la trasformata di Fourier della 9:

(Fb.0) = (0.F¢) = Fel0) = s [ oladde = () (39

e quindi
F5:(%$W2 (3.7)
Esempio 2. Calcoliamo la trasformata di Fourier della distribuzione regolare

associata alla funzione costante 1 € S’. E’

(F1,9) = (1, Fyp) = /Fsodx = (2m)"%p(0) = ((2m)"?5,¢) Vo €S
da cui si ottiene

F1=(2m)"% (3.8)

Osserviamo che la funzione costante 1 non ¢ trasformabile secondo Fourier mentre lo ¢ la
distribuzione temperata ad essa associata.

Esempio 3. Calcoliamo la trasformata di Fourier della distribuzione di Heaviside 6
(in R). Per il teorema del passaggio al limite sotto il segno di integrale, &

+oo +oo
/ o)dy = lim [ e Po(y)dy
0

p—0T Jo
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Si ha allora

+o0o
(Fo.0) = (6,Fp)= / (F)(y)dy

+o0
= lim e P (Fo)(y)dy
p—0t Jg
“+o0o
= lim e e Y dxdy
p—0t

g
i

+oo
= lm — X
pi@* \/27r / #@)

e*(eri:Jc)ydydx

—+o00
= lim — dx
p—0t /21 / p + iz
1 1
dove abbiamo utilizzato il teorema di Fubini.
Abbiamo quindi, facendo uso della (2.82)
1 1 7 1 T

Fo = = — Pv— — 9. 3.10
Vor t—i0  var 'z V32 (3.10)

Esempio 4. Facendo uso delle proprieta elencate in (3.4) si dimostra:

Fsinar = @\/g [0(z+a) —d(z — a)]
1 1 1 1 —a
2\/%[ ]7\/ﬁ(1’—z’0)2—a2

Esempio 5. Calcoliamo la trasformata di Fourier della distribuzione temperata in
R? (r — a), dove r* = z7 + 23 + 23, a reale positivo, definita da

F(#sinaz) = r+a—i0 x—a—i0

(6(r — a), ¢) = /S 2dS,

Tale distribuzione ha per supporto la superficie S, della sfera con centro nell’origine e di
raggio a. Si ha allora:

(Fo(r—a),¢) = (8(r —a), Fyp) = /S Fgds,

= (2m) 7?2 / / o(y)e “VdydS,
« JR3

= e [ e [ sy (3.11)
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Posto |y| = p, v -y = apcos b, dS, = a*sin 0dfda, si ottiene

30— ap) = <= [ o) [ crauay

a’ sinap 2 sinap
- = o2 w=( 2% o) )

dove abbiamo posto u = — cos @ nell’integrale su 0. Quindi ¢
2 sinap
Fé(r—a)=1/—a (3.13)
™ P
4 Soluzioni fondamentali
Studieremo equazioni differenziali parziali lineari a coefficienti costanti, del tipo
POu=v (4.1)

dove P(0) e un operatore differenziale di ordine m
P@) =) a.0" (4.2)
laj<m

con 0“ l'operatore differenziale definito in (2.2). I coefficienti a, sono costanti e u e v
sono funzioni in R"™ o distribuzioni.

Una distribuzione E e detta soluzione fondamentale se soddisfa
P(O)E =9 (4.3)

Un risultato dovuto a Malgrange (1953) e Ehrenpreis (1954) [4, 5] assicura che una tale
soluzione sempre esiste in D’. Hormander (1958) ha poi dimostrato che una soluzione
fondamentale esiste in S’ [6]. Questo risultato ci permettera di studiare '’equazione (4.3)
considerandone la trasformata di Fourier. Per esempio in R', prendendo la trasformata
di Fourier otteniamo, utilizzando la (3.4):

FP()E =) au(ix)*FE = P(ix)FE = (2r) "'/ (4.4)

a<m
e quindi I'equazione differenziale diventa una equazione algebrica in F'E.

Supponiamo di aver trovato una E che soddisfa la (4.3), sia v € D, allora
u=FE=xv (4.5)
é soluzione della (4.1). Infatti

PO)Exv)=PO)Exv=0%v="10 (4.6)
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Il teorema garantisce solo l'esistenza della soluzione, ma non l'unicita. Ovviamente pos-
siamo aggiungere alla soluzione trovata una qualsiasi soluzione dell’equazione omogenea

PO)u=0 (4.7)
Se la soluzione fondamentale ¢ stata trovata facendo uso della trasformata di Fourier,
essa sara una distribuzione in §’.
Soluzione fondamentale per il Laplaciano in R?

Applicando la trasformata F ad ambo i membri dell’equazione AE = § si ottiene
~[2PFE = (2m)2,

in cui |z|? = 22 4+ 22 + x2. Si osservi che |z|72 & localmente integrabile in R? (lo si vede
subito usando coordinate polari) ed & percid una distribuzione regolare. Si ha quindi che
una soluzione dell’equazione sopra ¢ data da

FE = —(2r) 73|z 72

Usando F~! si ottiene

(E.g) = (F'FE.p) = (FE.Fy) (18)
SRR GO (49)
= —(2m)® /113#/ o(y)e¥ dydz (4.10)
= RLHEOO/V ]x|2 /R3 Zy'g’;dydx, (4.11)

in cui Vg e la sfera di raggio R. Applicando il teorema di Fubini, passando a coordinate
polari, posto r = |y|, p = |z, si ottiene

(E,p) = —(2m)7% lim / // P e gin dadfdpdy  (4.12)

R—+4o00
R 17’p —zrp
- 42@‘%% o) [y (4.13)
R
2
= —2m) lim [ ey / ST (4.14)
—+00 JR3 rorp

Tenendo conto che f0+oo(sin w)/u du = /2, si ottiene

1 ©(y) 1
E S — dy = (——
(B, ) A7 Jgs T ( Amr’ #);
da cui .
F=—— 4.15
4rr ( )



Osserviamo che la soluzione non e continua nell’origine.
Quindi per trovare una soluzione all’equazione
Ap=p (4.16)

dove p ¢ la densita di carica, basta calcolare

B plz) = — /R b e (4.17)

3 47T|:L'—l‘/|p

Nota. In 2 dimensioni 1/|z|? con |z|* = z% + 22 non & piu integrabile. Occorre
considerare la distribuzione Pv(1/|z|?) definita da

(Pvﬁ,w) :/ Mda:Jr/ de (4.18)
T lz|<1 |

|| z>1 |z [?

In questo caso la soluzione fondamentale risulta

E=F1'P = —2rlogr + cost (4.19)

P

con r = |y|. Per la dimostrazione completa vedi [6].
Soluzione fondamentale per il d’Alembertiano

Sia T € D'(R) e consideriamo ’equazione

(x —a)T =1.
La soluzione piu generale ¢
1
T=P Ad(x — 4.20
v + Ad(x — a) (4.20)
dato che (x —a)d(z —a) = 0.
Quindi per esempio
1 1 1
T = Pv , T'= ——+ =—
T —a r —a 10 xr —a—10

sono soluzioni di tale equazione. In effetti tali soluzioni differiscono fra loro per un multiplo
della distribuzione 6(xz — a). Analogo discorso vale per 1'equazione

(x —a)(z —b)T =1, (4.21)

per la quale le distribuzioni

1 [ 1 _ 1 ]
b—axz—b+i0 z—a=x1i0
1
= 4.22
(x —a+x1i0)(z — b=+ 10) (4.22)

T, =
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sono soluzioni della (4.21).

Possiamo ora trovare una soluzione fondamentale per il d’Alembertiano (lavoriamo in
unita in cui la velocita della luce ¢ = 1)

o2
0= _
ot? A

in 3 dimensioni spaziali, cioe con A Laplaciano in R?. Applicando la trasformata F ad
ambo 1 membri dell’equazione OF = § si ottiene

—(yo — ly[)FE = (2m)77,
in cui |y|? =47 + y3 + y3. Quindi, per (4.22), con a = |y| e b = —|y|, una soluzione &

—(2m)~?
(yo —10)2 — [y[>
La soluzione fondamentale del d’Alembertiano che si ottiene da tale F'E ¢ detta funzione

di Green causale o ritardata per la ragione che vedremo piu avanti ed ¢ indicata con
Erit‘

FE =

(4.23)

Usando F~! si ottiene

-2
(e) = <(yo—_§§;)_|y|2’F190> (4.24)
~ Jre (o - %Tz)_jyyp /R \ p(x)e™Vd zdy (4.25)
(/34 (yo—(—QZ'r()))_;e—m]’;?ley"p)' (4.26)
Da cio segue che
Eq = —(2m) / TV
e (o — 10 — [y
= —(2m)~lim - d'y (4.27)

=0 Jra (Yo — i€)> — [y]?

e la funzione di Green ritardata. Integriamo la (4.27) su yo applicando il lemma di Jordan.
La funzione integranda ha poli del primo ordine in +|y|+ie. Per ¢t < 0 I'integrale va chiuso
al di sotto affinché 'arco di circonferenza all’infinito che si aggiunge non dia contributo e
quindi si ottiene 0, perché il cammino cosi chiuso non racchiude singolarita. Per ¢ > 0 si
deve chiudere al di sopra e si ottiene 277 per la somma dei residui nei due poli suddetti
che nel lim,_,q risulta

ilylt —ilylt ]
eilylt _ o=ilyl iy _ (2ﬂ)7351n VIt iy
2y I

—(27)*2mi
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Il risultato e quindi

__0(t)sin[y|t
By = (21)7° / ey O SMIYIE s (4.28)
R3 M

Si ha quindi

to0(t) t ,
) = 0 [ ay [ U [ ovpmax o)
RS
T0(t) t
~ () 3/2/de3 / Sm'“"( o) (¢, y)dt. (4.30)

D’altra parte
(Erit, ©) = (FxErit, Fi ')
e quindi si ottiene
73/29(75) sin |yt
vl
dove abbiamo indicato con Fy la trasformazione di Fourier rispetto alle sole variabili
spaziali.

F B,y = (27) (4.31)

Facendo uso di

Fé(r—a) = \/?asm ap (4.32)
m

p
con l'identificazione |y| = p e a = t, si ottiene

B = 0<t><2w>—3/2£%5<|x| —0) = b - ). (433)

Si osservi che 0(t)d(|x| 4+ t) = 0 perché (t) e 6(|x| 4+ t) hanno supporti disgiunti. Tenuto
conto di cio e della proprieta

S~ xP?) = 5 [0(1x] + ) + 5(/x| — 1))
si ha anche
B = %’? 5(z?), (4.34)

in cui #? := ¢ — |x|?>. Da tale espressione, essendo 6(t) invariante per trasformazioni
proprie (ortocrone) di Lorentz, risulta che E,;; ¢ invariante per trasformazioni proprie or-
tocrone di Lorentz. La ragione dell’aggettivo ritardato per Em ¢ la seguente. Innanzitutto
osserviamo che, essendo r = |x| =t, & dt = dr e quindi f0+ =/ T dr. Quindi

(Brg) = = +ooe@t) / Wd&dt (435)

x|

+oo |X|
- = / /S | Pl =X%) g g (4.36)

_ w 3
= = /R ’ d*x (4.37)

x|
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Tenendo conto di cio si ottiene

(9% Erit,0) = (9(), (E(2), 0(z +y))) (4.38)
1 + |z|,z +
= / 9(0.¥) - / 3 alth ;Z“ Y) fadyodty. (4.39)
R
Ponendo z +y = x e, successivamente, yo + |x — y| = ¢, si ottiene
1 + x—y|,x
(9% Erig,0) = /g(yo,y)—/ Py + | vl )d3xdy0d3y (4.40)
Am JRrs x -yl
gt —x—yly) 3 3
= t,x)d xdtd 4.41
| [ et o'y (4.41)
gt —x—yly)
d t . 4.42
(A= ey o) (1.42)

Quindi

ft,x) = (g% By (t,x) = /R3 g(t4—7r|; : i:’y)d?’y.

Questa f e soluzione dell’equazione

Of =g (4.43)

Si osservi che il valore al tempo ¢ di f in x e determinato dai valori della sorgente g
nei vari punti y ai tempi precedenti ¢’ =t — |x — y| e questa ¢ la ragione dell’aggettivo
ritardato.

Osserviamo che, con lo stesso procedimento, per I'operatore di Klein-Gordon
O 4 m?,
si ottiene la soluzione ritardata

ey A

E..=—(2r)™ d*y. 4.44
1= /m(yo—iO)Q—I}y'IQ—m2 ’ )

Osserviamo infine che in fisica si usa spesso la trasformata di Fourier in R* con prodotto
scalare

LY =2ToYo —X-Y.
Le formule sono essenzialmente le stesse salvo qualche cambiamento di segno che puo far

apparire diverse formule che producono gli stessi risultati quando usate coerentemente nei
calcoli.

5 Funzionali limitati e teorema di Riesz

Definizione Un funzionale lineare f su uno spazio normato X e limitato se esiste un
numero reale ¢ > 0 tale che Vx € X

|f (@) < cl|x]] (5.1)
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Si definisce la norma di f come

f(x
1= sup L2 (5:2)
zexazo 2]
oppure
1fll="sup [f(z)] (5.3)
zeX,||z||=1
Dalla definizione segue
[f@) < Iz (5.4)

Si verifica che la norma soddisfa gli assiomi (1.18)-(1.21). La norma corrisponde all’
inf ¢, per cui vale la (5.1).

Definizione Un funzionale lineare si dice continuo in X se per ogni successione x,, — x

si ha f(z,) — f(x).

Teorema Sia f un funzionale lineare continuo nell’origine. Allora f e continuo in
tutto X.

Dimostrazione. Sia {x,} una successione in X e sia z,, — x. Allora z,, — 2z — 0. Per
la continuitd in 0 f(z,, — x) — 0 e dalla linearita di f segue f(z,) — f(x) — 0 e quindi f
¢ continuo.

Teorema Un funzionale lineare € continuo se e solo se € limitato.

Dimostrazione. Sia f limitato. Dalla definizione segue

[f(zn) = f(@)] = |f(2n — 2)| < cflan — x| (5.5)

e quindi f e continuo.

Viceversa sia f continuo. Supponiamo per assurdo che f non sia limitato. Allora
possiamo trovare una successione {x,} con x,, # 0 tale che

[f(@n)| = nllzn|| (5.6)

Pertanto la successione y,, = x,,/[n||z,||] — 0 ma

[f ()| = |fTzn/ (nllzal))] = 1 (5.7)

contrariamente all’ipotesi di continuita. Quindi f ¢ limitato.

Esempio Consideriamo il funzionale f definito sullo spazio normato C' (([a,b];R) , || - ||o0)
da

o) = / (1)t (5.8)

con € C([a,b];R) e con la norma ||z]/o = maxicqp) |¢(t)]. Il funzionale f & lineare e
limitato ed ha norma || f|| = b — a.
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Infatti

D=1 [0t < ) pax 0] = 0 - )] 59)

Prendendo il sup su tutti gli « di norma 1, otteniamo ||f|| < b — a. Se in particolare
prendiamo x = 1 che ha ||z|| = 1 otteniamo ||f|| =b—a. =

L’insieme di tutti i funzionali lineari su uno spazio vettoriale X ha esso stesso la
struttura di spazio vettoriale. Esso ¢ denotato con X* ed e detto spazio duale algebrico.
Possiamo anche considerare il duale del duale (X*)*. (X*)* ¢ isomorfo a X.

Teorema della rappresentazione di Riesz Ad ogni funzionale lineare e continuo
f definito su uno spazio di Hilbert H corrisponde uno ed un sol vettore g € H tale che

f(z) =<g,2> (5.10)

Dimostrazione. Se Ker(f) = H allora il vettore g = 0 (vettore nullo). Sia Ker(f) # H.
Ker(f) & uno spazio vettoriale ed inoltre poiche f & continuo, Ker(f) & chiuso e quindi
& un sottospazio chiuso di H. Dal teorema della proiezione segue Ker(f)+ # {0}, quindi
esiste almeno un vettore non nullo gy € Ker(f)*. Per semplicitd possiamo normalizzarlo
al(||lgoll =1). Per ogni x € H

f(@)go = f(g0)x € Ker(f) (5.11)
Pertanto dato che gy € Ker(f)* avremo
0 =< go, f(x)g0 — f(g0)z >= f(x) — f(90) < go,x > (5.12)
ovvero
f(z) =< f(90)g0, x > (5.13)
e quindi il vettore g é dato da L
9= f(90)90 (5.14)

Dimostriamo che il vettore ¢ unico. Supponiamo che Vx € H
flz) =<g,2 >=<h,x > (5.15)

Quindi
<g—h,x>=0 (5.16)

Prendiamo allora in particolare x = g — h ed otteniamo la tesi dell’unicita.

6 Operatori lineari

6.1 Operatori limitati
Definizione Sia H uno spazio di Hilbert. Un operatore lineare ¢ una applicazione T :
H — H tale che

T(ax + By) = oTx+ BTy (6.1)
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Ve,y € H e o, €C. L'operatore sara definito su un dominio Dy C H. Nel seguito la
parola operatore indichera sempre un operatore lineare.

L’immagine si dice codominio o range e sara indicato con Rp. L’insieme dei vettori
per cui Tz = 0 si dice nucleo di T' e viene indicato con Ny o KerT.

Definizione Un operatore T' e limitato se esiste un numero reale ¢ > 0 tale che
Vx € Dy

[Tz]] < cfjz| (6.2)
dove la norma e quella in H. La norma di un operatore & definita da
Tz
e (63
0 [zl =

Vo € DT-

Per dimostrare che un operatore non ¢ limitato basta trovare una successione {x,} € H
con ||z, || =1 tale che ||[Tz,| — oc.

Esempio 1 L’operatore identita I : H — H e 'operatore definito da [x = x Vo € H.
Si ha Dy = H e Ny = {0}. Si ha inoltre ||{]| = 1.

Esempio 2 L’operatore 0 definito da Ox =0Vz € H. Siha Dy = H e Ng = H. La
norma ¢ [|0]] = 0.

Esempio 3 L’operatore di derivazione. Consideriamo lo spazio L?[0,1]. Cominciamo
col definire 'operatore T' = d/dx solo per le funzioni C'[0,1]. Quindi Dy = C*[0,1].
L’operatore non ¢ limitato. Consideriamo la successione f,(z) = sinnrz. Si ha

1
1
I full? = / sin’nrrdr = - (6.4)
0 2
Mentre e
T full* = n*n/2 (6.5)
e quindi
|7 fall?
— (6.6)
1/l
Esempio 4 L’operatore di moltiplicazione per x. Consideriamo l'operatore () definito
da
Qf(x) =xf(x) con f e L*[0,1] (6.7)
Si ha . )
jQfF = [ r@pie < [ ife)fde < 11 (69

Pertanto ||Q|| < 1 e l'operatore ¢ limitato.

Consideriamo la famiglia di funzioni

fex)=0 0<z<1l-—¢€ f(xr)=11—-€e<z<1 (6.9)
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Siha ||f > =¢ce ||Qf]|? = €(1 — €+ O(¢?)) e quindi

i QLI /1] = 1 (6.10)
Quindi ||Q]| = 1.
L’operatore @ in L?(R) invece non ¢ limitato. Consideriamo la successione
folx) =1 n<zx<n+1 f,(r)=0 altrimenti (6.11)
conn > 0. Siha .
fA(z)dr =1 (6.12)
e
400 1
IQFIP = / # A a)dr = 5 (3n” + 30+ 1) (6.13)
Quindi
QS]]
el > (6.14)
1/l

Ma n puo esser preso arbitrariamente grande e quindi I'operatore () non e limitato.

Esempio 5 Consideriamo un operatore lineare su uno spazio H finito dimensionale.
Sia €1, €s...€,, una base ortonormale in H. Se x =Y, oye;, y =y -, [;e; allora

<yy>=|Tz|> =) 187 =) @a; < Te;, Te; > (6.15)
i=1 i=1 j=1
Ma |a;| = [ < e,z > | < |lz||[|e:]| = [|z[] ¢ quindi
|1Tz)* < (Z | < Te;, Tej > |> ]2 (6.16)
ij=1
ovvero l'operatore e limitato.
Inoltre nella base considerata e
O =< eg, Tox >= Z < e, Taje; >= ZTMO@' (6.17)

i=1 i=1
dove Ty, =< eg,Te; >. =

La somma di due operatori S e T' & definita da (S + T)z = Sz + Tz Vo € Dgyp =
Dgs () Dr. Analogamente si definisce il prodotto di operatori ST con (ST)z = S(T'x) con
x € Dgr.

Valgono le disuguaglianze ||S + T'|| < [|S|| + [|T]| e ||1ST| < [IS|IIT]-

Definizione L’operatore T' ¢ continuo se x,, — x implica Tx,, — Tz nella norma di

H.
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Teorema L’operatore T' ¢ limitato se e solo se € continuo.

Dimostrazione Analoga al teorema sui funzionali continui.

Definizione L’operatore lineare T si dice una estensione dell’operatore T (T D T)) se
i) D D Dy ii)Tx = Tz Vo € Dy

Teorema Un operatore lineare limitato 7" ha un estensione T:Dy— H dove T &un
operatore lineare limitato e ||T|| = ||T||.

Dimostrazione. Consideriamo un x € Dyp. Posso trovare una successione {z,} € Dr
tale che x,, — z. Si ha
[T%n = Tl < [|T|[lzn — zml (6.18)

quindi Tz, € di Cauchy. Ma H e completo quindi T'xz,, — y. Definiamo

Tr =y (6.19)

Questa definizione e indipendente dalla successione scelta.

Per quanto riguarda la norma abbiamo
[Tl < | T|[| ] (6.20)

Nel limite )
[ Tz|| < ||| (6.21)

Pertanto dalla definizione di norma |T|| < ||T||. D’altra parte essendo T una estensione
|T|| > ||T||. Quindi in definitiva |T|| = ||T]|. =

E’ possibile poi estendere T a tutto H, ponendo Tz = 0 quando = € le. Anche in
questa estensione la norma non cambia.

6.2 Operatore inverso
Sia T" un operatore lineare.
Definizione L’operatore T : Dy — H & detto iniettivo se x1,x9 € Dr
x1 7é To = Ty 7é Txo (622)

o equivalentemente
Tey =Tro = 11 = 9 (623)

In questo caso esiste 'operatore inverso T~ : Ry — Dy tale che
T 'Tx =x Vr € Dy (6.24)

ovvero
TT 'y =y Yy € Ry (6.25)
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Teorema L’operatore inverso esiste se e solo se

Ter=0=2=0 (6.26)

Dimostrazione. Supponiamo che Tx =0 = x = 0. Sia T'z; = T'xy. Poiche T ¢ lineare
segue T'(z1 — z3) = 0 e quindi x; — x5 = 0. Per la (6.23) quindi esiste I'operatore inverso.
Viceversa se esiste I'inverso, ponendo x5 = 0 nella (6.23) , otteniamo Tz; =0 = z; = 0.m

In generale 'inverso di un operatore limitato non ¢ limitato (lo € nel caso in cui H sia
finito dimensionale).

Se esiste 'operatore inverso allora I’equazione Tz = y con y € Ry ha 'unica soluzione
x =T 1y.

Teorema Sia 7" un operatore su H. T ammette inverso limitato se e solo se esiste un
numero reale ¢ > 0 tale che
|Tz| > c||z| Vz e Dr (6.27)

Dimostrazione. Infatti dalla (6.27) segue Ny = {0} e quindi 7" esiste. Infatti se vale
la (6.27) I'unica soluzione dell’equazione Tx = 0 ¢ z = 0. Inoltre, posto y = Tz, segue
2]l < Slyll, ovvero

17"yl

1yl

da cui segue che I'inverso ¢ limitato. Viceversa se esiste 7! limitato la (6.28) ¢ soddisfatta
con ¢ = ||[T7!|7! e posto x = Ty otteniamo la (6.27).

1
<=
C

(6.28)

6.3 Operatore aggiunto
Definiremo prima 'aggiunto per operatori limitati e in seguito per operatori non limitati
ma con dominio denso in H.

Consideriamo operatori limitati definiti su tutto H.

Se y € H e un elemento fissato e T' un operatore lineare limitato I'applicazione
r—<yTr>H—C (6.29)

¢ un funzionale lineare e limitato. Per il teorema di Riesz esiste un e un solo elemento
z € H tale che
<zyx >=<y, Tz > (6.30)

Si vede facilmente che ’elemento z dipende linearmente da y per cui possiamo scrivere
z=T"Y (6.31)

dove T ¢ un operatore lineare definito su tutto H. Il teorema di Riesz garantisce
I'esistenza dell” operatore T*. Inoltre 'operatore T* e limitato, infatti vale

| <Try,z>[=| <y, Te> [ < |ylllIT]]] (6.32)
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e quindi
[Ty]]

Iyl

< |17l (6.33)

Definizione Sia 7" limitato con Dy = H. Definiamo aggiunto di T' 'operatore 1™ che
soddisfa alla relazione
<y, Tex >=<T'y,x> Ver,ye H (6.34)

Teorema Valgono le relazioni

i) (T+S)y=T"+5" (6.35)
i) (aT)* =aT” (6.36)
i) (ST) =T"5" (6.37)
w) T =T (6.38)
Dimostriamo solo 1'ultima.
<T™y,z>=<T'zy>=<zTy>=<Ty,z> Vz,ye H (6.39)
e quindi 7" =T.
Teorema Se T* ¢ l'operatore aggiunto vale ||| = ||77]|.
Dimostrazione. Infatti per ogni x e
0 <|Ta|? =< Tz, Te >=< 2, T"Tx >< ||z|[|T*Tz| < ||«|||T*[||T=] (6.40)
da cui segue
[ Tz]]
* 6.41
o < I (6.41)

e quindi (per la definizione di norma) ||T| < ||T*||. D’altra parte |T*z| > 0, da cui
procedendo in modo analogo si ricava ||T*|| < ||T|| pertanto || T*|| = ||T|-

Definizione Un operatore limitato definito su tutto H ¢ detto

i) normale se 7T = TT™,

ii) autoaggiunto (anche hermitiano) se 7% =T

iii) unitario se 7*7T' =1 =TT*

Definizione Un operatore 7' con dominio Dy = H & detto isometrico se

<Tx,Te>=<z,0> VereH (6.42)

Teorema Un operatore T con dominio Dy = H e isometrico se e solo se

<Tx,Ty>=<uz,y> Vr,ye H (6.43)
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Dimostrazione. Infatti dalla (6.43) prendendo = = y segue la (6.42). Viceversa dalla
(6.42) & possibile ricavare la (6.43) considerando la (6.42) con z =z +y e z =z + iy.

Teorema Un operatore isometrico con range su tutto H ¢ unitario.

Dimostrazione. Infatti per la (6.42) Tx = 0 implica = 0 e quindi esiste T~ '. Inoltre
<2, Tr >=<TT a2, Te >=<T 'z, > (6.44)

dove nel primo passaggio abbiamo utilizzato l'ipotesi che il range di T sia tutto H.
Pertanto segue T* = T~! e quindi anche TT* = I.

Definizione Un operatore limitato P si dice una proiezione se P> = P. L’operatore
¢ detto una proiezione ortogonale se P> = P e P* = P.

Teorema Sia H =M @& N, in modo che x =y+z2cony € M e z € N. Postoy = Px
I'operatore P ¢

i) lineare
ii) limitato
iii) idempotente

Teorema Sia P un operatore limitato idempotente. Sia M = {y € H|Py = y} ed
N ={z€ H|Pz=0}. Allora H=M & N.

Dimostrazione. Basta notare che x — Px € N Vo € H. Quindi x = Px + x — Px.
Quindi se P e una proiezione anche I — P lo e.

Teorema Sia P una proiezione ed H = M & N la corrispondente decomposizione di
H. Sia P* l'aggiunto di P. Allora

i) P* & un proiettore
ii) se P ¢ autoaggiunto N = (M)*.
Dimostrazione. i) Essendo P limitato anche P* lo sara (||P*|| = ||P]|). Inoltre
< P*y,x >=<y, Pr >=< y, P’z >=< P*y, Px >=< (P*)’y,x > Vx,ye H (6.45)
da cui segue (P*)? = P*.
ii) Sia P* = P. Sia inoltre Py =y sey € M Pz=0se z € N. Allora
<z,y >=<z, Py >=< P*z,y >=< Pz,y >=< 0,y >=0 (6.46)
quindi N C M+,
Viceversa sia v € M+ e x € H. Vogliamo dimostrare che v € N. Vale

<z, Pv>=<ua,P'v>=< Px,v>=0 (6.47)

Essendo x arbitrario segue Pv = 0, quindi M+ C N ed in definitiva N = M+,
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Esempio 1 Sia 7" limitato con dominio Dy = H. Sia {e;} una base ortonormale in
H. Sia t;; =< e;,Te; > la rappresentazione matriciale dell’operatore 7" sulla base {e;}.
Si ha

tji =< 6]‘,T€i >=< T*ej,ez- >= < ei,T*ej > = (t:}) (648)
da cui segue

Esempio 2 Ricordiamo la definizione di trasformata di Fourier:

Fiy) = W / f(@)e ™de Vf € S(R™) C LX(R") (6.50)

L’operatore definito dalla trasformata di Fourier, F' : S(R™) — S(R"™), ammette inverso
F~1. Inoltre F ¢ isometrico. Infatti dalla formula di Parseval,

/ Ff(y)2dy = / f(@)Pda Vf € SR (6.51)

segue |[Ff|| = |Ifll Vf € S(R™). F e F~! possono estendersi per continuita a tutto
L?(R™). Abbiamo quindi un operatore F' con Dp = S(R"), che ¢ denso in L?(R"), e la
cui norma vale | F|| = 1.

Per una f € L*(R"), la trasformata di Fourier ¢ definita come

Ff = lim Ffy, (6.52)

m—00

con f,, € L*(R™) N LY (R") e lim,, o0 frn = f. Per esempio la successione {f,,} pud esser
scelta nel modo seguente

fm(ZU):{ [(@) e <m (6.53)

0 |z| > m
dove |z| = (>0, x2)1/2,

=11

In modo analogo possiamo estendere F'~!. Quindi ¢
FF'=F1'F=1 (6.54)

su tutto L*(R™), ovvero l'operatore F' & unitario.

6.4 Operatori non limitati
Gli operatori autoaggiunti definiti su tutto H costituiscono 1’analogo delle matrici hermi-
tiane.

Se A e una matrice n X n tale che < y, Ax >=< Ay, x > Vz,y € V spazio vettoriale
di dimensione finita, la matrice e detta hermitiana ed ammette un insieme ortonormale
di autovettori. Lo stesso e vero per un operatore limitato ed autoaggiunto T definito
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su tutto H. Comunque molti operatori della meccanica quantistica sono operatori non
limitati e non sono definiti su tutto H. Vale infatti il teorema seguente.

Teorema (Hellinger e Toeplitz) Sia T un operatore lineare definito su tutto H. Sia
inoltre
<y, Tex >=<Ty, x> Ve,ye H (6.55)

Allora T € limitato. =
Dimostrazione. Vedi [1] pag. 525.

Questo suggerisce che il generico operatore non limitato abbia dominio Dr C H.
Definiremo il suo aggiunto solo nel caso in cui Dy sia denso in H.

Definizione Un operatore T con Dy = H ¢ detto densamente definito.

Ogni operatore limitato € anche densamente definito, ma esistono comunque opera-
tori densamente definiti non limitati. Vediamo come definire ’aggiunto per operatori
densamente definiti.

Consideriamo per ogni fissato y € H 'applicazione
x—<y,Tr> Yx € Dy (6.56)

dove T ¢ un operatore densamente definito. Questo non ¢ piu un funzionale limitato e
quindi non possiamo ricorrere al lemma di Riesz.

Possiamo comunque definire I'operatore aggiunto
T : Dpe — H (6.57)
il cui dominio Dz« € costituito dai vettori y € H tali che esiste un y* € H per cui vale
<y, Tex>=<y*,z> Vr € Dy (6.58)

L’operatore T™ & allora definito da
yt=T"y (6.59)

L’operatore T* ¢ lineare (y* dipende linearmente da y). Questa formula determina y*
univocamente poiche Dy ¢ denso in H. Infatti se Dy non fosse denso in H, Dy # H,
quindi (D7)* # {0}, ovvero esisterebbe un y; L x e quindi anche y*+1,; sarebbe soluzione
di (6.58).

Teorema Siano S, T e ST operatori densamente definiti. Allora

i) Se S* & densamente definito, S C S**

ii)se SCT T*CS*

iii) 7%S* C (ST)*. Se uno dei due operatori ¢ limitato, vale 7%S* = (ST)*
iv) Se T~! esiste ed & densamente definito, (71)* = (T™*)~!

Dimostrazione. Vedi [4] pag. 348, [1] pag. 531.
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Definizione Un operatore T in H e detto simmetrico se € densamente definito e se
vale
<Ty,xz>=<y,Tx> VYr,y € Dy (6.60)

Se vale la (6.60), senza che l'operatore sia densamente definito, 1'operatore si dice
hermitiano.

Se T'= T™* T'operatore si dice autoaggiunto.

Teorema Un operatore su H ¢ simmetrico se e solo se ¢ densamente definito e

TcT (6.61)

Dimostrazione. Per definizione di aggiunto
<Try,x>=<y,Tx > VYo € Dry € Dr- (6.62)
Assumiamo che T' C T*. Allora
<Ty,x>=<y,Tx > Vx,y € Dr (6.63)

e quindi 7" ¢ simmetrico. Viceversa supponiamo che valga la (6.63). Per confronto con la
(6.62) si vede che T* & una estensione di 7.

Teorema Sia T un operatore (definito su tutto H o densamente definito). Allora si
ha
Np- = (Rp)™* (6.64)

Dimostrazione. Se y € Np« T*y = 0 che implica < T*y,x >= 0 Vo € H da cui
segue < y,Tx >= 0 Vz € Dy e quindi y € (Rp)t. Viceversa se y € (Rp)t segue
0 =<y, Tr >=< 0,2 > che implica che y é nel dominio dell’aggiunto e T*y = 0, quindi
y € Np-. Pertanto Ny« = (Rp)*.

Nel caso di operatori non limitati un nuovo concetto, quello di chiusura, sostituisce
quello di continuita.

La classe degli operatori chiusi contiene quella degli operatori limitati ed una parte di
quelli non limitati.

Definizione Sia 7' un operatore con Dy C H. T & detto chiuso se il suo grafico

G(T) ={(z,y)|lz € Dr,y =Tz} (6.65)
¢ chiuso in H x H.

Lo spazio H x H ha la struttura di spazio vettoriale con somma e moltiplicazione
definite da

(z1,91) + (w2, y2) = (21 + e, y1 + aya) (6.66)

51



e la norma in H x H definita da

1/2
Gzl = (= l” + llyl?) (6.67)
e indotta dal prodotto interno

< (z1,%1), (22, 92) >=< 21,22 >+ < Yy1,Y2 > (6.68)

Teorema Sia 1" un operatore con Dy C H. Allora

i) T ¢ chiuso se e solo se
r, —z e Tr, —y (6.69)

implicano x € Dy e Tx = y.
ii) se T & chiuso e Dy ¢ chiuso allora T ¢ limitato.

Notiamo la differenza rispetto al concetto di continuita. Qui l'esistenza del limite
Tz, — y e assunta, mentre nella continuita se x,, — x ne segue Tx, — Tx.

Teorema L’operatore aggiunto di un operatore densamente definito e chiuso.

Dimostrazione. Sia {z,} una successione in Dr- e x,, — x e T*x,, — y. Ma
<y, T2 >=<T"x,, 2 > (6.70)
Vz € Dr. Per la continuita’ del prodotto interno

<xp, Tz >—<2,Tz >=<y,z > (6.71)

Pertanto x € Dy« e y = T*x. Quindi T™ é chiuso.

Definizione Se un operatore non limitato 7' non e chiuso, ma ammette una estensione

chiusa, T si dice chiudibile. L’estensione minimale & detta la chiusura di T e si indica con
T.

Teorema Sia T' un operatore simmetrico. Allora la sua chiusura esiste ed e unica ed
inoltre

(1) =17 (6.72)

Dimostrazione. Vedi [1] pag. 539.

Teorema Sia 7" un operatore chiuso densamente definito. Allora D7« € denso in H e
vale

T =T (6.73)

Dimostrazione. Vedi [4] pag. 354.

Ricordiamo che in generale per operatori densamente definiti ¢ 7" C 1.
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Definizione Un operatore T con dominio Dy C H & detto isometrico se

<Tx,Tx >=<z,0> Vre& Dr (6.74)

Esempio 1 Consideriamo l'operatore 1" = 2% definito su Dy = C'[0,1] C L*0,1].
Dato che Dy = L?[0,1] 'operatore ¢ densamente definito. L’operatore 7' non & chiuso.
Infatti se consideriamo la successione delle somme parziali della serie di Fourier {u,}

tendente in L? [0, 1] alla funzione u(z) = |z — }|, la successione delle derivate {u],} tende

in L2[0,1] av=~0(z — 1) — (3 — z), ma u ¢ C' [0, 1], quindi 'operatore T non & chiuso.

E’ possibile peré estendere il dominio di definizione dell’operatore T in modo da renderlo
chiuso. L’operatore T, definito su C*[0,1] con opportune condizioni al contorno (per
esempio f(0) = f(1) = 0), ¢ simmetrico, infatti

<g,Tf >—/0 g(z)if'(x)dx —/0 ig'(z) f(z)dz =< Tg, f > (6.75)

e quindi e’ chiudibile.

Ricordiamo la definizione seguente. Una funzione f e assolutamente continua se

f(z) = f(a)+ /zg(x) con g€ L'a,b] (6.76)

(o equivalentemente se ¢ derivabile q.o.).

Se consideriamo come dominio I'insieme delle funzioni assolutamente continue in L?[0, 1]
con derivata in L?[0, 1] il nuovo operatore T ¢ chiuso.

Esempio 2 Consideriamo 1'operatore Zdix sullo spazio L?[a,b]. Questo & definito su

tutte le funzioni di L?[a,b] assolutamente continue (derivabili q.o. su [a,b]) con f' €
L?[a,b]. Indichiamo tale insieme con D.

Possiamo definire 'operatore T
(Tof)(x) = if'(x) (6.77)
dove f € D e f(a) = f(b) = 0. 1l dominio di definizione di Tj & denso in L%[a, b]. E’ poi

b
<o Tof > = / 9(@)if! (x)dz

= <Tg, [> (6.78)

Quindi T e simmetrico. Inoltre, non essendo necessarie condizioni al contorno per g, si
ha Dy, C DTJ. Pertanto T non e autoaggiunto.
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Questo operatore ha un numero infinito di estensioni autoaggiunte sostituendo la con-
dizione f(a) = f(b) = 0 con quella pin debole f(a) = f(b)exp(i¢) con 0 < ¢ < 27. In
questo caso, usando le condizioni al contorno sia per f che per g, si ottiene

ig(w) f(x)[e = ig(b) £ (b) —ig(a) f(a) = ig(b) f(b) — ig(b) f(b) = O (6.79)

Consideriamo quindi I'operatore T} definito sul dominio

Dr, =D n{f[f(a) = f(b)} (6.80)

Ty ¢ un operatore autoaggiunto, ovvero simmetrico ed inoltre Dy, = Dr;.

Procedendo come in (6.78) ¢ facile dimostrare che 'operatore ¢ simmetrico. Studiamo
adesso il dominio dell’aggiunto T}. Sia g € Drs e poniamo ¢ = T}g con ¢ € L?[a, b):

/abgz'f’dx = <gTif >=<Tjg, f >=/:<,ofdx
A s
// Y)dyf (@ d:c+f()/ab 5(0)dy
- / B(2) ' (x)do + D) (D) (6.:81)

dove abbiamo definito

P(z) = /m o(y)dy (6.82)

B(b)f(b) =0 (6.83)

Notiamo che con le condizioni per T questa e
automaticamente soddisfatta, mentre per 'operatore T questa

implica

B(b) = /b Trg =0 (6.84)

Dalla (6.81) segue allora
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b
| =@ @a =0 (6.5

che implica ig — ® € Ry,. Ma

Ry, = {f € L?a,b]|f = cost} (6.86)
Infatti ,
| er@de=dlf®) - @) =0 (657
Quindi
ig(x) — ®(x) = cost (6.88)
g(x) = cost + /I o(x)dx (6.89)

con ¢ € L*[a,b]. Quindi g & assolutamente continua e ha derivata in L*[a, b].

La condizione (6.84) implica
[ etarde=i [ g @yds = ilg(t) - gta)) =0 (6.90)

In definitiva

Dy = {g € L?[a,b]lg € D, g(a) = g(b)} (6.91)

Infine 'operatore T' = 2% sullo spazio L*(R) con Dy = D, ovvero con dominio sulle

funzioni di L?(R), assolutamente continue su ogni intervallo finito con f’ € L?*(R), ¢ sim-
metrico ed autoaggiunto. L’autoaggiuntezza sara dimostrata pit avanti. La dimostrazione
del fatto che 'operatore & simmetrico segue integrando per parti e utilizzando la seguente
proprieta. Se f € L*(R) e f' € L*(R) allora f(x) — 0 per z — oo ([7], pag.197).
L’appartenenza di una funzione ad L?(R) non implica ’annullamento all’infinito. Ci sono
esempi di funzioni a quadrato integrabile che non vanno a zero all’infinito, per esempio
f(z) = exp(—a*sin® z).

7 Elementi di teoria spettrale degli operatori

7.1 Spettro di un operatore

Rivediamo brevemente la teoria spettrale degli operatori su spazi finiti dimensionali. In
tali spazi, una volta introdotta una base, I'operatore ¢ rappresentato da una matrice e la
teoria spettrale si riduce alla teoria degli autovalori e degli autovettori della matrice. Se
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Ioperatore e rappresentato da una matrice A n x n, autovalori ed autovettori sono definiti
dall’equazione
Az = \x (7.1)

Definizione Un autovalore ¢ un numero A € C tale che esiste una soluzione alla (7.1)
x # 0. Il vettore z ¢ detto autovettore. Gli autovettori corrispondenti ad un dato A,
insieme al vettore nullo, costituiscono un sottospazio, M), detto autospazio.

L’insieme degli autovalori o(A) ¢ detto spettro di A. Il suo complemento p(A) =
C\ o(A) ¢ detto insieme risolvente di A.

Ricordiamo i teoremi seguenti.

Teorema Gli autovalori della matrice A corrispondono alle soluzioni dell’equazione
caratteristica o secolare det(A — AI) = 0.

Teorema Ogni autovalore distinto possiede almeno un autovettore ed autovettori
corrispondenti ad autovalori distinti sono indipendenti.

Nel caso di spazi infinito dimensionali la teoria spettrale diventa piti complicata.

Se T" ¢ un operatore lineare su uno spazio di Hilbert H, il piano C & suddiviso in tre
insiemi, a seconda delle proprieta dell’operatore Ty, = T'— AI, dove A € C e [ e 'operatore
identita.

Se T\ ammette inverso, lo indicheremo con
Ry=Ty"'=(T—-X)""! (7.2)

e lo chiameremo operatore risolvente. 1l motivo del nome sta nel fatto che in questo caso
I’equazione Thx = y ammette una sola soluzione.

Diamo allora la seguente

Definizione Sia T" un operatore con dominio Dy. Consideriamo 1’operatore risolvente
R). Se l'operatore R) esiste, limitato, con dominio denso in H A ¢ detto un valore regolare.
L’insieme di tutti i valori regolari e detto insieme risolvente e viene indicato con p(T'). 11
suo complemento in C ¢ lo spettro, o(T) = C\ p(T). Se A € o(T') A si dice un valore
spettrale.

Definizione L’insieme dei valori spettrali per cui R, non esiste e detto spettro discreto
o puntuale 0,(T"). L’insieme dei valori spettrali per cui R esiste, con dominio denso in
H, ma non limitato & detto spettro continuo o.(T). L’insieme dei valori spettrali per cui
R, esiste, limitato o non limitato, ma con dominio che non e denso in H, ¢ detto spettro
residuo o.(T).

Per esempio nei casi in cui H & finito dimensionale o,.(T) = o.(T) = 0.

Notiamo inoltre che
C=p(T)Ua(T)=p(T)Uoy(T)Uoc(T)Uo.(T) (7.3)
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Notiamo ancora che se
Thx=0 (7.4)

per qualche z # 0 allora l'inverso Ry non esiste, quindi A € g,, A ¢ detto autovalore e
x autovettore. Quindi la definizione di spettro puntuale equivale alla condizione per cui
I'eq. (7.4) abbia una soluzione non banale. Il sottospazio costituito dal vettore nullo e
dagli autovettori corrispondenti all’autovalore A\ e detto autospazio.

Teorema Se T' ¢ un operatore chiuso (in particolare limitato) e A € p(T') allora Ry &
definito su tutto H ed e limitato.

Dimostrazione. Vedi [7] pag. 117.

Teorema L’insieme risolvente di un operatore T chiuso e aperto.
Dimostrazione. Vedi [7] pag. 117.

Quindi lo spettro di un operatore chiuso ¢ chiuso.

Teorema Se x e y sono autovettori di un operatore T' corrispondenti a due autovalori
distinti A\; # A5 allora essi sono linearmente indipendenti.

Dimostrazione. Supponiamo che siano dipendenti. Allora y = ax e
Mar =Ty =Tar =ahr = A\ =\ (7.5)
contrariamente all’ipotesi.

Esempio 1 L’operatore di proiezione ortogonale. Lo spettro di P : H — M ¢
interamente puntuale e consiste dei due autovalori A = 0, 1. Infatti per A = 0, 1 ’equazione
Pz = Az ha soluzione non banali corrispondenti a x = (I — P)u e z = Pu Yu € H.
Quindi P e I — P non ammettono inverso. Ogni A # 0, 1 sta nell’insieme risolvente p(P).
L’equazione (P — A)z = y ammette la soluzione z = (725 Py — y) YA € p(P).

Esempio 2 Consideriamo 'operatore di moltiplicazione per z in L?[0, 1], definito da
Tf(a)=2f(x) feL’0,1] (7.6)

L’equazione (x — A)f(z) = 0 ha solo la soluzione banale f(z) = 0, ovvero esiste l'inverso
di " — AI. Percio’ T' non ha autovalori.

Consideriamo allora 1’equazione

(z =N f(z) = g(z) (7.7)

Questa ha la soluzione f(x) = g(z)/(x — A): se A non appartiene all’intervallo [0, 1]
il dominio di (z — A\)™! & tutto L?[0,1] e inoltre questo operatore ¢ limitato. Quindi
p(T) ={) € C|A € [0,1]}. Se A € [0,1] la soluzione ¢ in L?[0, 1] solo se g(z) si annulla
in modo sufficientemente rapido in = A. Questo insieme di funzioni ¢ comunque denso
in L?[0,1]. Quindi I'inverso di T'— A & non limitato, ha dominio denso in L?[0, 1], quindi
o(T) =0.(T) =10,1].

Nel caso in cui T sia I'operatore di moltiplicazione definito su L?*(R) si verifica che

o(T)=0.T)=R.
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7.2 Spettri di operatori simmetrici, autoaggiunti, unitari

Definizione Sia N un operatore chiuso densamente definito in H. Sia N* I'aggiunto di
N e Dy~ il suo dominio (che ¢ denso in H). Si dice che N ¢ un operatore normale se

NN* = N*N =0 su Dy Dy~ (7.8)

Gli operatori unitari ed quelli autoaggiunti sono normali.

Teorema Sia N un operatore chiuso densamente definito in H. Sia N* I'aggiunto di
N e Dy« il suo dominio.

i) Se N e normale, Dy« = Dy

ii) NV & normale se e solo se

|N*z|| = ||Nz| Vo € Dy (7.9)
Dimostrazione. i) [4] p.370.
ii) Sia N normale. Allora
|IN*z|* = < N*z,N*z >=< 2, NN*z >=< x, N*Nz >=< N*z, Nz >
= < Nz,Nz >= ||[Nz|]? (7.10)

dove abbiamo fatto uso della (6.73). Viceversa se vale la (7.9), calcolandola con x = y+ 2
e x =1y +1z, sl ricava

< N*'y, N2 >=< Ny,Nz > Vy,z € Dy N Dy~ (7.11)

OovVvero
<y, (NN* = N*N)z >=0 Vy,z € DynN Dy- (7.12)

Poiche DyNDy+« = Dy ¢ denso in H, ne segue (NN*—N*N)x = 0 e quindi NN*—N*N =
0.

Teorema Sia T" un operatore chiuso densamente definito in H. Allora se A € o,(T),
si ha anche A € 0,(T7™).

Dimostrazione. Poiche A € ¢,(T) allora Dir_xp-1 = Rr_x; # H e quindi Ry_,; #
{0}. Ma per la (6.64), {0} # R7_,; = Np._5; da cui segue la tesi.

Teorema Sia T' un operatore normale. Allora o,.(T") = (.

Dimostrazione. Supponiamo o,(T) # 0. Se A € 0,(T) allora A € 0,(T*) ovvero esiste
un x # 0 tale che B
(T* = X))z =0 (7.13)

Ma se T € normale anche 7' — A/ lo sara e quindi

(T = A)a| = |(T* = ADz] = 0 (7.14)
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e quindi A € 0,(7T") contrariamente all’ipotesi. Ne segue o,.(T") = 0.
Quindi gli operatori autoaggiunti e quelli unitari hanno spettro residuo vuoto.
Teorema Sia 7' simmetrico. Allora 0,(T") e 0.(T") sono contenuti in R.

Dimostrazione. Poiche T' & simmetrico < x, Tx > e reale. Infatti
<z, Te>=<Tzr,x>=<z,Tx > (7.15)
Sia A € 0,(T). Allora se Tx = Az, si ha A||z||? = \|z|]%.
Se A € 0.(T) vedi Stakgold pag. 325. =

Ne segue che lo spettro di un operatore autoaggiunto e reale.

Teorema Sia T un operatore simmetrico. Se Ay, Ay sono due autovalori distinti, e
x1,To 1 corrispondenti autovettori, x; e x5 sono ortogonali.

Dimostrazione. Per quanto visto sopra A; e Ay sono reali. Inoltre
)\1 < To,T1 >=< JZQ,TZEl >=< Tfl]g,l’l >= )\2 < To,T1 > (716)

da cui (A1 — Ag) < 9,21 >= 0 che implica < 3, x; >= 0.

Teorema Sia U un operatore unitario. Lo spettro o(U) = 0,(U) U 0.(U) sta sulla
circonferenza unitaria |A| = 1.

Dimostrazione. Vedi [4], pag. 315.

Teorema Sia 7" un operatore limitato. Il suo spettro sta sul disco |A| < ||T|.

8 Criteri per autoaggiuntezza

Dimostriamo prima il seguente
Teorema Se T e simmetrico e chiuso, Ry4; € chiuso.

Dim. Siay € Rp_;. Possiamo trovare una successione z,, € Dy tale che (T'—i)x,, — v.
Ma

||(T_i)(xm_xn)||2 = < (T —i)(wy —zm), (T —i)(2y — T) >
= HT(xm_xn)W"i‘me_anQ

quindi
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|m — x| < [T = i) (2m — 2n)|| <€ (8.2)

Pertanto anche la successione z,, € convergente, x,, — x. Ma T & chiuso, quindi lo ¢
anche T — i; percio z,, — = (T — i)z, — y implicano x € Dy_;, y = (T — i)z, ovvero
y € Rp_;, e percio” Ry_; e chiuso.

Analogamente vale per T + i.

Possiamo ora dimostrare i seguenti criteri.

Teorema Sia 7' un operatore simmetrico. Le seguenti proposizioni sono equivalenti.
i) T & autoaggiunto

ii) T ¢ chiuso e Ker(T* +1i) = {0}

iii) Rry; = H

Dimostrazione. i)— ii). Se T' = T*, dato che I'aggiunto di un operatore densamente
definito e chiuso, allora T & chiuso. Inoltre

(T +d)z|* = <Tz+iv, To+iz >
| Tx||* + ||z]|* £i < Tz,v > Fi < 2, Tx >
= | Ta|* +[|=[* > [|=|* (8.3)

Pertanto (7" + i)z = 0 implica z = 0. Quindi Ker(T* £ 1) = {0}.

ii)—1iii) Essendo T" chiuso e simmetrico, Rry; ¢ chiuso e percid
Rrei = (Ryyy)™ = (Ker(T" F4))" = {0} = H (8.4)
dove abbiamo ancora utilizzato la (6.64).

iii)—1) Essendo T' C T™ basta verificare che Dy« C Dp. Sia x € Dp«. Se consideriamo
(T* — i)z, dato che Rpy; = H, esiste y € Dy tale che (T — i)y = (T — i)z e quindi,
essendo T' C T™

(T" —i)(z—y) =0 (8.5)

D’altra parte, utilizzando ancora la (6.64), essendo Ryy; = H ¢ Ker(T*—i) = Ry, = {0}
e quindi y = x ovvero x € Drp.

Esempio 1 Sia @) Poperatore in L?*(R) definito da

Qf(x) =xf(x) fe€L*R) (8.6)

con dominio

Do ={f € L*(R)| xf(z) € L*(R)} (8.7)
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Dg contiene S(R) che & denso in L*(R). Si verifica facilmente che 1'operatore ¢ simme-
trico. Utilizzeremo il criterio iii) per dimostrare 'autoaggiuntezza. Presa f € L?(R) le
funzioni — :1|: - f(z) € Dg. Pertanto

1

(Q+i)——f(x) = f(z) Vf € L*(R) (8.8)
rTE1
e quindi Rg+; = L*(R).
Esempio 2 Consideriamo 'operatore di derivazione P = —i% in H = L*(R) con
dominio
Dp={fc L’ R)|feDe f cL*R)} (8.9)

L’operatore P ¢ densamente definito e non limitato (come abbiamo gia visto).

Inoltre, prendendo la trasformata di Fourier di f 'operatore P e unitariamente equi-
valente (I'operatore F' ¢ unitario) all’operatore di moltiplicazione. Infatti se

Fiy) = J% / " dre v f(a) (8.10)

segue F'Pf(y) = yF f(y). Ovvero FP = QF, dove ) € l'operatore di moltiplicazione per
Yy, e pertanto
P=F'QF (8.11)

Essendo Q autoaggiunto con Do = H e F unitario, ne segue, utilizzando il teorema
sull’aggiunto del prodotto (pag. 23), che P & autoaggiunto (P* = F*Q*(F~1)* = F~1QF).

Esempio 3 Per dimostrare 'autoaggiuntezza dell’operatore T = ZC% su L*(R) pos-

siamo anche utilizzare il criterio ii). Abbiamo gia visto come costruirne una estensione
chiusa, considerandolo definito su D. Determiniamo il Ker(T* £4). Da (T* +£i)f =0
segue i(f' + f) =0 da cui f(x) = cexp(+z) € L*(R). Quindi Ker(T* +1) = {0}.

9 Operatori compatti

Una classe importante di operatori, soprattutto in relazione alle equazioni integrali, e
quella degli operatori compatti.

Definizione Un operatore T' : H — H e compatto se trasforma ogni sottoinsieme
limitato di H in un insieme relativamente compatto.

Ricordiamo che un insieme e relativamente compatto se la sua chiusura e compatta.

Teorema Un operatore 7' ¢ compatto se per ogni successione {x,} convergente {7z, }
contiene una sottosuccessione convergente.

Se T non fosse limitato allora potremmo trovare una successione tale che || Tx,| — oo.
Quindi solo gli operatori limitati possono esser compatti.
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Teorema L’insieme degli autovalori di un operatore compatto ¢ numerabile e il solo
possibile punto di accumulazione e A = 0. Il punto A\ = 0 e nello spettro continuo o in
quello residuo.

Definizione Un operatore T' e detto di Hilbert - Schmidt se la serie

Y <Tep,Tep > < 00 (9.1)
k=1

con ey, sistema ortonormale completo.

Si dimostra che la somma (9.1) assume lo stesso valore in ogni base ortonormale e
completa.

Questa definizione permette di generalizzare quella di norma di matrice, [|A| =
(Spm 1Al?) = (Te(ara)) 2,

Definizione Un operatore T & detto di classe traccia se la serie Y -, < ey, Tey >
converge. La somma Y .- < e, Tep > ¢ detta traccia.

Questa proprieta generalizza la nozione di traccia di matrice.
Le varie classi di operatori introdotti soddisfano alle seguenti inclusioni:
op. limitati D op. compatti D op. di Hilbert Schmidt O op. classe traccia

Esempio 1 Dato che in uno spazio di Hilbert finito dimensionale ogni insieme limitato
e relativamente compatto, ogni operatore definito su di esso ¢ compatto.

Esempio 2 Il prototipo di operatore di Hilbert - Schmidt ¢ l'operatore

(KM@ZAmemwy 9.2)

con K € L?[0,1] ovvero tale che

/01 /01 |K (z,y)|*drdy < oo (9.3)

Per la dimostrazione vedi [8] pag. 93.

Esempio 3 L’operatore densita p della meccanica quantistica ¢ un esempio di opera-
tore di classe traccia (Trp = 1). Nel caso generale p descrive una miscela di stati, nel caso
in cui p € un proiettore si ha uno stato puro.
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10 Teoria spettrale e decomposizione spettrale

Sia H uno spazio di Hilbert di dimensione finita n e 1" un operatore autoaggiunto su
H. Siano Aj, Aa..., Ay, ¢ < n gli autovalori (reali e distinti) della matrice hermitiana che
rappresenta l'operatore in una base (una matrice hermitiana ¢ diagonalizzabile e i suoi
autovalori sono reali).

Ogni vettore x € H ha una unica decomposizione come z = x; + 22 + ... + x4 con
x; € M,,, autospazio corrispondente all’autovalore \;. Ovvero lo spazio H ¢ somma
diretta degli autospazi H = My, & M, @ ... ® M,,. Introducendo i proiettori ortogonali,
P;, su ciascun sottospazio definiti da x; = Pz 'operatore T' pud scriversi nella forma

T=> AP, (10.1)

dove i P; sono i proiettori ortogonali sugli autospazi corrispondenti agli autovalori \;

q
PP =6;P, Y P=1I (10.2)

i=1

Lo sviluppo (10.1) si dice decomposizione spettrale dell’operatore T'. Definiamo gli
operatori

Q=0 Qu=> B m=1,.q (10.3)
=1

Si ha, nel caso in cui | < m,
l m l
QQm=> PY Pi=> P=Q =QunQ (10.4)
=1 j=1 i=1
ed inoltre (), = I. Dato che vale P; = ); — ();_; sara

T= Z Ai(Qi — Qi) (10.5)

Nel caso infinito dimensionale e possibile trovare una rappresentazione che generalizza
la (10.1) utilizzando il concetto di famiglia spettrale. Nel caso generale lo spettro avra
una parte discreta ed una parte continua, quindi la sommatoria sara sostituita da un
integrale.

Definizione Una famiglia spettrale o risoluzione dell’identitd su uno spazio di Hilbert
H ¢ una funzione della retta a valori operatoriali

con le seguenti proprietd
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i) E, & una proiezione ortogonale

ii) E\E, = E\ = E,E\ per A <

iii) lime o+ Eyie = E)

iv) limy, o E) =0 limy o E) =1

La convergenza nei limiti e quella forte, ovvero secondo la seguente definizione.

Definizione Se T, ¢ una successione di operatori in uno spazio di Hilbert H, diremo
che T e il limite forte di T,, (T = s — lim,,_o T},) se

|Tx — T,z|| = 0 Vre H (10.7)

Esempio 1 Nel caso di un operatore autoaggiunto su uno spazio di Hilbert finito
dimensionale, basta porre (supponiamo A\ < Ay < ... < \;)

0 A<\
I AX> )\
Se indichiamo con dE)
dE)\ = liré}r<E)\+E - E)\_E) (109)
possiamo anche scrivere
T= / AE) (10.10)

dato che dE\ = 0 per tuttii valori di A tranne nei punti A = \; dove dE), = Q;—Q;—1 = P;.

Teorema spettrale Sia 7" un operatore autoaggiunto definito in H. Allora esiste una
e una sola famiglia spettrale F\ su R tale che

<x,Ty>= / A <z, Eyy > (10.11)
Ve e Heye Dyr con
Dy = {xEH|/ Nd <z, Exr > <oo} (10.12)

L’integrale nelle (10.11) e (10.12) ¢ quello di Stieltjes.
Dimostrazione. [9] pag. 250.

Simbolicamente scriviamo

T:/ AdE) (10.13)

o0

dove 'integrazione e sullo spettro dell’operatore.
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Definizione Data due funzioni a valori complessi F'(A) e o(A), diremo che esiste
I'integrale di Riemann-Stieltjes

/ ’ F(\)dyo () (10.14)

se per ogni successione di suddivisioni a = A0 < AO) < <\ = p dell’intervallo a, b],

esiste il limite .

lim FN®) [o(A®)) — g (AFD)] (10.15)

ed ¢ indipendente dalla successione di suddivisioni. L’integrale improprio ¢ definito nel
modo seguente:

/OOF(A)dAa(A):aEr_nooblggo " F0do() . (10.16)

Possiamo generalizzare la (10.11), data una funzione continua a valori reali o complessi
f(z), per definire f(7T'), anche nel caso in cui T sia autoaggiunto ma non limitato

<z, f(T)y >= /00 fN)d < x, E\y > (10.17)

conzr € Heye& Dyry con
Dyry = {:EGH|/ IfOV)Pd < @, Exx > <oo} (10.18)

Un esempio di funzione di operatore e I'operatore risolvente

R.T)= (T —z2I)" = /OO(A —2) "N dE) (10.19)

e}

Teorema spettrale Sia U un operatore unitario. Allora esiste una e una sola famiglia
spettrale Fy su [—m, 7] tale che

<x,Uy>= / expi d < x, Ehy > (10.20)

Ve,y € H.
Dimostrazione. [9] pag. 241 e seguenti.

Definizione Gruppo unitario ad un parametro fortemente continuo € un mapping
dalla retta reale nell’insieme degli operatori limitati

t— U, (10.21)

tale che
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Uy =U;", UU, =UU, =Uy,, Vt,s€R.
Per un gruppo unitario ad un parametro vale il seguente teorema.

Teorema di Stone Sia {U;}, t € R un gruppo unitario ad un parametro fortemente
continuo su uno spazio di Hilbert H. Allora esiste un operatore autoaggiunto X tale che

Uy =eX vteR (10.23)

L’operatore X ¢ detto generatore infinitesimo di {U;}.

Dimostrazione. [9] pag. 335 e seguenti. I gruppi unitari ad un parametro hanno un
ruolo importante in meccanica quantistica nella descrizione dell’evoluzione temporale di
un sistema quantistico e nella teoria delle trasformazioni unitarie.

Esempio 1 Sia H = L?[0,1]. Consideriamo I'operatore di moltiplicazione per x,

Qf(x) = xf(x) (10.24)
con Do C L?[0,1]. E’

1 1 y
Qg >= de= [ yd d 10.25
<£.Qu>= [ F@agas = [ va [ i) (10.25)
Quindi )
<£.Qo>= [ vi<fEg> (10.26)
con y ’ 1
<£.Bg>= [ fag@de = [ Fom@sds (10.27)
0 0
dove X[y (x) ¢ la funzione caratteristica dell'intervallo [0,y].

Quindi possiamo ricavare I'espressione esplicita per la famiglia spettrale
(Eyg)(x) = X1 ()g(x) (10.28)

Sono di facile verifica le proprieta della famiglia spettrale.

Esempio 2 Consideriamo 'operatore di moltiplicazione in H = L?(R). La famiglia
spettrale e definita da

(Ey9)(2) = X(~oc)(x)g(x) (10.29)
Infatti

<f.Qy> = / F(2)zg(x)de

= / yd < f,Eyg >

-/ i il [ Felgtaie)

= /_Oo yf()g(y)dy (10.30)
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11 Rigged Hilbert space

d

Consideriamo l'operatore differenziale P = —igs sullo spazio H = L*(R). Se studiamo
I’equazione
Pf(x)=Af(z) XeR (11.1)

troviamo soluzioni f(x) = expidr ¢ L*(R). Comunque il sistema ¢(z) = \/%7 exp iz €
un sistema completo e possiamo espandere una f € L*(R) come trasformata di Fourier

1 |
) = <= / exp(iz) F f(\)dA (11.2)

Quindi
PFx) = —i%f(x) _ \/%_W//\exp(i)\x)Ff()\)d)\ (11.3)

Pertanto la trasformata di Fourier serve allo stesso proposito della rappresentazione
spettrale. Se poi consideriamo 1’equazione per 1'operatore di posizione ()

Qf(x) = Af(x) (11.4)

troviamo la soluzione f(r) = 6(z — \) € L*(R). In entrambi i casi troviamo soluzioni
alle eq. (11.1)(11.4) nel campo delle distribuzioni. Possiamo interpretare queste soluzioni
come autofunzioni generalizzate. In altre parole siamo partiti da un certo spazio vettoriale
(per esempio lo spazio S(R)). Da questo per completamento ci siamo ricavati lo spazio
di Hilbert L?(R), utilizzando il prodotto scalare

< f,g>= /mg(z)dz (11.5)

Gli autovettori trovati non appartengono ad L?(R), ma sono distribuzioni su S(R). Pos-
siamo allora considerare come oggetto matematico appropriato la tripletta S, L?, S'. S
¢ completo rispetto alla propria topologia, ma non lo ¢ rispetto a quella di L?. S ¢ denso
in L2. D’altra parte L? puo esser immerso in &' e inoltre S’ ¢ completo. In generale
considereremo V, H, V' dove V & uno spazio vettoriale, in cui ¢ dato un prodotto inter-
no, V' il suo duale ed H il completamento di V. Questa tripletta e detta rigged Hilbert
space o tripletta di Gelf’and. Si puo mostrare poi che ¢’¢ un mapping uno a uno (e il suo
aggiunto) che porta V' (risp. H) in un sottoinsieme denso in H (risp. V).

Possiamo allora dare la seguente

Definizione Sia T un operatore su V. Un funzionale F' € V' tale che
F(Tz)=\F(z) Vz eV (11.6)
e detto autovettore generalizzato dell’operatore T' corrispondente all’autovalore .

Nel caso dell’operatore P il funzionale ¢ quello definito dalla trasformata di Fourier
1
F(f)=— x) exp(—ir)dx 11.7
(1) = o= [ 1) esp(=ixe) (17
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ed e
1 . d :
F(Pf) = Nir /[—Z%f([)?)] exp(—idz)dz = AF(f) (11.8)

Vale inoltre il seguente

Teorema Sia 7" un operatore autoaggiunto ciclico in un rigged Hilbert space VC H C
V', Allora 'insieme degli autovettori generalizzati, corrispondenti ad autovalori reali, e
completo.

Se un operatore ¢ ciclico allora lo spazio di Hilbert puo esser rappresentato come
spazio L? di funzioni a quadrato integrabile rispetto ad una opportuna misura du. In
questa rappresentazione l'operatore corrisponde alla moltiplicazione x f(z).

Per esempio l'operatore () o 'operatore P sono ciclici. Equivalentemente un operatore
e ciclico se esiste un vettore v € V tale che T"v, n = 0,1, ... ¢ denso in H. Infatti il vettore
f(x) = exp(—2?) € S(R) ¢ tale che p(x) exp(—z?), con p(x) polinomio, & denso in L*(R).
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