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In modo simile

 PROPRIETA’ DELLE TRASFORMATE DI FOURIER
TEOREMA 2.1(LINEARITA’)

La trasformata di Fourier è una trasformazione lineare.
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TEOREMA 2.2 (TRASLAZIONE): Sia (((( una trasformata di Fourier

 con   c  costante reale. 
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TEOREMA 2.3(CAMBIAMENTO DI SCALA)
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                                                Se ( [ƒ] è la trasformata di Fourier di ƒ allora 
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Questo risultato può essere facilmente esteso se (e le sue prime n-1 derivate sono continue e se la sua n-esina derivata è continua a tratti , allora                                                   

ha dimostrato che la funzione e le sue derivate sono assolutamente integrabili.

Inoltre  supponiamo che ( e le sue n-1 derivate tenda((no a 0 quando(t(((
ESEMPIO(2.1):
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 Trova la soluzione del problema di  Diriclet nel semipiano y(0
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 Sia v((,y) la trasformata di Fourier di u(x,y) nella variabile x. Allora

Dal teorema di derivazione abbiamo
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 Trasformando l’equazione di Laplace otteniamo 
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Sostituendo
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Questa è una equazione ordinaria differenziale my la cui soluzione è 

Poiché  u deve essere limitata quando y(( lo deve essere anche U((,y),.così per ((0  A(() deve diventare 0 e U ((,0) = B(()per ((0  B(()=0   e U((,0)=A(().

[image: image111.wmf]ax

e

x

f

-

=

)

(

Cioè (( abbiamo 

[image: image112.wmf]y

y

e

B

e

A

y

U

a

a

a

a

a

-

+

=

)

(

)

(

)

,

(

Osservando che U((,0)= ((u(x,0((=([((x)] ,dalle condizioni date troviamo
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La trasformata inversa di Fourier di U ((,y) è data quindi da
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Si può facilmente mostrare che

Da cui la soluzione del problema di Dirichlet nel semipiano y>0 è
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Da questa soluzione noi possiamo dedurre una soluzione del problema di Neumann nel semipiano 

y>0
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[image: image123.wmf]ESEMPIO2.2.Trovare una soluzione del problema di Neumann nel semipiano 

dove a costante arbitraria,ed il problema di Neumann diviene

Questo è il problema di Dirichlet, la cui soluzione è data [image: image124.wmf])
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Così si ha
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CONVOLUZIONE
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La funzione

È chiamata convoluzione delle funzioni (e g nell’intervallo (-(,().
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TEOREMA 3.1

Se F(() = ([((x)] e G(()=([g(x)] allora la convoluzione (*g è il prodotto F(() G((), ossia
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PROPRIETA’

(((g=g*( (commutativa)

((*(g*h)=((*g)*h  (associativa)

((*(g+h)=(*g+(*h   (distributiva)

ESEMPIO. 3.1
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Trova la soluzione del problema del valore iniziale della conduzione del calore che si ha in una bacchetta di lunghezza indefinita
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              u(x,t) limitata

La trasformata di Fourier di u(x,t) nella variabile x è
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 E L’equazione del calore si trasforma in

La cui soluzione è
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[image: image147.wmf]Trasformando la condizione iniziale si ottiene
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 e la trasformata inversa è data da
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Di conseguenza la soluzione prende la forma di
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Consideriamo il caso dove
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Allora la u(x,t) diviene
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[image: image161.wmf]introduciamo una nuova variabile
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poiché l’integrale 
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dove erf (() è chiamata funzione errore ed è definita

[image: image166.wmf]queste funzioni sono vastamente usate e sottotabellate 
4 FUNZIONI A GRADINO E FUNZIONE IMPULSIVE

                             TRAFORMATA DI FOURIER
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[image: image175.wmf]La funzione a gradini unitario è definita da(vedi fig11.2)
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Questa è la funzione gradino quando (((. Troviamo così la trasformata di Fourier della funzione gradino unitaria come
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La funzione impulso è definita come segue
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Dove h è grande a piacere, a>0 è un numero costante piccolo positivo.

Questo tipo di funzione viene usata in molte applicazioni pratiche, per esempio, quando si deve calcolare l’intensità di una forza che agisce in un piccolo intervallo di tempo.

La trasformata di Fourier della funzione impulso è

[image: image186.wmf]t

a

p

t

a

2

2

1

)

,

(

-

=

e

U

[image: image187.wmf]t

a

t

a

pt

a

p

t

4

/

2

2

1

2

1

2

1

)

,

(

x

x

i

e

d

e

x

u

-

¥

¥

-

-

-

=

=

ò

[image: image188.wmf](

)

(

)

(

)

ò

¥

¥

-

+

-

=

x

x

x

p

d

y

x

f

y

y

x

u

2

2

,

[image: image189.wmf]0

)

(

'

),

(

®=

x

f

x

f

[image: image190.wmf](

)

[

]

(

)

ò

¥

¥

-

-

-

+

-

=

2

2

2

y

x

y

d

e

y

x

i

x

a

a

x

a

[image: image191.wmf][

]

)

0

(

'

2

)

(

)

(

'

'

'

2

f

F

x

f

c

c

p

a

a

-

-

=

Á

[image: image192.wmf][

]

ò

¥

=

Á

0

cos

)

(

'

'

2

)

(

'

'

xdx

x

f

x

f

c

a

p

[image: image193.wmf][

]

ò

¥

¥

+

=

0

0

)

(

'

2

cos

)

(

'

2

xdx

sin

x

f

x

x

f

a

a

p

a

p


[image: image194.wmf][

]

¥

+

-

=

0

)

(

2

)

0

(

'

2

x

sin

x

f

f

a

a

p

p

[image: image195.wmf]=

-

¥

ò

2

2

0

p

a

a

f

x

xdx

(

)

cos

che è una costante indipendente da (.

Nel  limite per (((,la  p((x)  con  h=1/2(     soddisfa
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Si arriva cos al risultato
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Questa è la funzione Delta di Dirac

Definiamo adesso la trasformata di Fourier di ( come il limite della trasformata di p((x)
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Esempio :Rallentamento dei neutroni

Consideriamo il problema
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Queste espressioni sono la causa del rallentamento dei neutroni determinato dal medio infinito in cui si localizza la loro sorgente u(x,()rappresenta il n° di neutroni per unità i tempo e i volume che raggiunge l’età (, e ((x)((() rappresenta la funzione sorgente.
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Sia u((,() la trasformata di Fourier di u(x,(). Allora la trasformazione
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La cui soluzione, essendo
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L’antitrasformata è
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REGIONE SEMI INFINITA

Per le regioni semi infinito le trasformateseno e del coseno determinate prima sono particolarmente appropriate per risolvere problemi riguardanti valori limiti.
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Se x((   se Fc(() è la trasformata di Fourier del coseno allora
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Dimostrazione
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Allo stesso modo possono essere ottenute derivate di ordine più alto
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((x), (’(x)(0  se x((   se Fs(() è la trasformata di Fourier del seno allora
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Esempio

Trovare la temperatura di distribuzione in una bacchetta semi-indefinita

Al tempo t in x=0 il calore è provvisto di un andamento ((t). La temperatura iniziale di distribuzione è 0.

[image: image230.wmf]dt

t

f

l

dt

t

f

l

a

l

l

ò

ò

¥

¥

-

-

£

=

)

(

2

1

)

(

2

1

2

0

[image: image231.wmf]¥

<

ò

¥

¥

-

dx

x

f

)

(

Il problema quindi è

[image: image232.wmf]ò

ò

¥

¥

¥

-

ú

û

ù

ê

ë

é

-

=

0

)

(

cos

)

(

1

)

(

da

dt

x

t

t

f

x

f

a

p

[image: image233.wmf][

]

(

)

(

)

x

x

x

p

a

d

g

x

f

dx

e

g

f

x

i

ò

ò

¥

¥

-

¥

¥

-

-

=

Á

2

1

*

[image: image234.wmf][

]

dt

x

t

t

f

F

l

l

ò

-

-

=

)

(

cos

)

(

1

)

(

a

p

a

[image: image235.wmf])

0

(

2

)

(

lim

0

+

=

ò

¥

®

f

dx

x

x

sin

x

f

b

p

l

l

[image: image236.wmf](

)

dx

x

f

ò

¥

¥

-

[image: image237.wmf]=

ò

dx

x

x

sin

x

f

b

o

l

)

(

[image: image238.wmf]a

a

D

å

¥

=

)

(

1

K

K

F


Si U((,t) la trasformata di  Fourier del corso di U(x,t)

[image: image239.wmf]x

x

sin

f

l

)

0

(

*

L’equazione del calore diventa
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Applicando la condizione iniziale otteniamo
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La soluzione quindi è

TRASFORMATE DI HANKEL E DI MELLON
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Oltre alle trasformate di Fourier esistono altre tesi di trasformate come quelle di Mellon e Hankel. Esse possono essere utili per molti tipi di problemi.
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La  trasformata di Hankel  H(()   di ordine U di una funzione ((x) è definita da

La trasformata inversa è data da
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La  trasformata di Mellon  M(s) di una funzione ((x) è definita da
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E la trasformata inversa è data da
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Se poniamo
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 la f(x) può essere scritta come
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quando (((.
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(((,()





converge ,cioè f(x) è assolutamente integrabile nell’ intervallo
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Se a=0 si ha





� EMBED Equation.3  ���





Questo integrale non esiste. Definiamo allora un’altra funzione





La trasformata di Fourier della funzione a gradino può essere facilmente determinata. Consideriamo prima unitaria
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L’antitrasformata di





u limitata quando y((


u e ux tendono a 0    per (x(((. Se v(x,y)= uy(x,y) allora





Nota che
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Se scegliamo h=1/2(,funzione impulso definita da
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