Funzioni di variabile complessa








Richiami sui numeri complessi





Il piano complesso


Dato l’insieme delle coppie ordinate z=(x, y) di numeri reali, introduciamo in esso due operazioni binarie commutative, che chiameremo addizione e moltiplicazione e indicheremo rispettivamente con + e · tramite le seguenti proprietà:





(x1, y1) = (x2, y2) ( x1 = x2 e y1 = y2


(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2)


(x1, y1) · (x2, y2) = (x1x2 - y1y2, y1x2 + y2x1)





La coppia (0, 0) ha la seguente proprietà:


(0, 0) + (x, y) = (x, y)     ( (x, y) ( R2





La coppia (1, 0) ha la seguente proprietà:


(1, 0) · (x, y) = (x, y)     ( (x, y) ( R2 





Denotiamo ora (0, 1) con j; abbiamo allora:


j2 = j · j = (0, 1) · (0, 1) = (-1, 0) = -1


Perciò j è la radice quadrata di -1. 


Si ottiene anche che:


(x, y) = x + jy


x e y si dicono rispettivamente parte reale e parte immaginaria di z e si indicano con Re(z) e Im(z). Chiameremo numero complesso ogni numero nella forma x + jy, e l’insieme dei numeri complessi si indica con C. I numeri nella forma 0 + jy si dicono immaginari puri.


Si possono facilmente effettuare le operazioni di quoziente ed inverso tramite le formule:


�EMBED Equation.3���


�EMBED Equation.3���


Da notare che l’ultima formula è valida per tutti i numeri complessi eccetto lo zero.


In particolare si ricordi che �EMBED Equation.3���


Si vede subito che ( x ( 0 ( C, zz-1 = z-1z = 1.





C possiede la struttura di un campo.





Si può definire il coniugato o complesso coniugato di un numero complesso z=x+jy il numero z* dato da z*= x - jy. Ho le seguenti prorpietà della coniugazione complessa: è distributiva sull’addizione, sulla moltiplicazione, sul rapporto, (z*)* = z, z + z* = 2Re(z) e z - z* = 2jIm(z).





Il valore assoluto o modulo di un numero complesso è �EMBED Equation.3���. Il modulo di un complesso e del suo coniugato sono uguali; la parte reale e quella immaginaria sono sempre minori o uguali del modulo; il modulo è distributivo sulla moltiplicazione e vale la disuguaglianza triangolare sulla moltiplicazione.





Seguendo l’interpretazione di Gauss, i numeri complessi possono essere interpretati come punti su un piano a due dimensioni, detto piano complesso.


In questo modo, ad esempio, somma e differenza fra numeri complessi si traducono come somma e differenza di vettori orientati. Il modulo diviene allora la lunghezza del vettore, ovvero la distanza del punto dall’origine.


Ora si possono definire delle parti del piano in modo semplice:


circonferenza di raggio r : �EMBED Equation.3���;


cerchio aperto di raggio r : �EMBED Equation.3���;


anello o corona aperta : �EMBED Equation.3���.





E’ possibile ora definiredue parametri, e cioè �EMBED Equation.3��� in cui q si dice argomento di z e si indica con arg(z). Per ogni numero complesso valgono le relazioni x = r cos q e y = r sin q da cui si ricava la forma trigonometrica di un numero complesso, cioè z = r (cos q + j sin q). Si not che per l’origine il modulo è nullo e l’argomento è indeterminato.


L’argomento associato a z è determinato a meno di multipli di 2p. Il valore di q nell’intervallo ]-p; p[ è detto valore principale di arg(z) e si indica con Arg(z).





Si chiama forma esponenziale, polare o euleriana di un numero complesso la scrittura z = r ejq. Nella moltiplicazione è utile questa forma perchè:


�EMBED Equation.3���


�EMBED Equation.3���


Rapidamente si ricavano le formule per l’elevamento a potenza e l’estrazione di radici:


�EMBED Equation.3���


�EMBED Equation.3���


La formula della radice è detta di De Moivre.


E’ da notare che tutte le radici di z hanno lo stesso modulo, quindi si trovano su una circonferenza di centro l’orgine e sono separate di un angolo costante 2p/n, ovvero sono vertici di un poligono regolare di n lati.


Insiemi di numeri complessi


Gli elementi di insiemi di C sono detti punti. Un insieme W di numeri complessi è detto limitato se ( k>0 ( R tale che �EMBED Equation.3��� (z ( W. Un e-intorno o semplicemente un intorno di un punto z0 nel piano complesso si denota I(z0, e) = {z : �EMBED Equation.3���<e, z, z0 ( C}.  Se l’intorno è escludente il punto z0 si indica con I’(z0, e) = {z : 0<(z - z0(<e, z, z0 ( C}.


Un punto z0 è detto punto interno di un insieme W se esiste un intorno di z0 tale che I(z0, e) ( W. Un insieme si dice aperto se ciascun punto di W è un punto interno di W. Un punto di frontiera di un insieme W è un punto tale che ogni suo intorno contenga punti interni ed esterni di W. La frontiera di W è l’insieme dei punti di frontiera di W e si denota con (W. Un punto che non è interno o di frontiera si dice esterno.


Un punto z0 si dice di accumulazione per W se ogni intorno di z0 contiene infiniti punti di W.


Un insieme W si dice chiuso se ogni punto di accumulazione di W appartiene a W.


Un insieme si dice connesso se non può essere separato in due insiemi. Si chiama regione un insieme non vuoto, aperto e connesso. Un insieme chiuso e limitato si dice compatto.





E’ interessante trovare cosa sia il punto ( in C. Si intende quel valore del numero complesso ottenuto allontanandosi indefinitamente dall’origine lungo una direzione arbitraria. Se si vuole rappresentare z = ( sul piano complesso, dobbiamo supporre che ad esso corrisponda un vettore di lunghezza infinita e direzione indeterminata. Il piano complesso possiede un solo punto all’infinito. Il piano completato con detto punto è detto piano di Gauss e si indica con C = C ( {(}. 


Il punto z = ( è una opportuna proiezione stereografica, che è una rappresentazione che assegna ad ogni punto nel piano complesso un unico punto sulla cosiddetta sfera unità (di diametro 1) contenuta nello spazio complesso. Questa sfera si denota con S ed è chiamata sfera di Riemann o Neumann.


Col punto ( si hanno le seguenti regole di calcolo:


z ( ( = ( ( z = (;


( + ( = (;


(z ( 0, z · ( = ( · z = (;


( · ( = 0;


z / ( = 0;


( / z = (;


( - (, ( /(, (0, 1( sono indeterminate.





Funzioni


Ogni funzione in campo complesso si può vedere come il metodo di semplificare la rappresentazione di sistemi di coordinate, ovvero come una parametrizzazione (ad esempio per ottenere da sovrapposizioni di iperboli una superficie retinata etc.).


Nel caso dei complessi, si debbono considerare quattro categorie di funzioni:


f : R ( R;


f : C ( R;


f : R ( C;


f : C ( C.





Da C ( C si possono definire cinque classi elementari di funzioni:


Funzione costante : f(z) = C, C (C;


Funzione identica : f(z) = z;


Funzione potenza : f(z) = zn, n > 1;


Funzione rapporto : f(z) = 1 / z;


Funzione polinomio : p(z) = a0zn + a1zn-1 + ... + an-1z + an con a0 ( 0 ( C.


Combinando la quattro e la cinque si ottiene �EMBED Equation.3��� detta funzione razionale, che si dice propria se deg(q(z)) > deg(p(z)).


Ogni funzione in campo complesso si può scrivere con f = u + jv, con u = Re(f) e v = Im(f), oppure f(z) = f(x + jy) = u(x, y) + jy(x, y).





Funzione esponenziale e sue dedotte


ez = ex + jy = exejy.


Proprietà notevoli dell’esponenziale:


�EMBED Equation.3���;


ez ( 0 (z ( C, in quanto ex e ejy non sono mai nulli;


ez = 1 (z = 2kpj con k intero, segue da excos y = 1 e exsin y = 0, da cui y=np; però cos np = (-1)n e ex(-1)n se x = 0 e n = 2k;


�EMBED Equation.3��� ( z1 - z2 = 2kpj con k intero, facile dimostrare da 2;


ez* = (ez)*.





Da queste proprietà si definiscono il seno ed il coseno complessi.


�EMBED Equation.3���


�EMBED Equation.3���


Le due hanno periodo 2p.


Gli zeri sono dati rispettivamente da zn = np e zn = p / 2 + np.


Dalla definizione si ricava che sin(-z) = -sin(z), cos(-z) = cos z, Da cui si ricava che le due funzioni sono rispettivamente dispari e pari.


Si verifica che


�EMBED Equation.3���


Valgono poi le proprietà di somma e sottrazione:


sin(z1 ( z2) = sin z1 cos z2 ( cos z1 sin z2


cos(z1 ( z2) = cos z1 cos z2 ( sin z1 sin z2


Per il calcolo effettivo si seni e coseni si consideri:


�EMBED Equation.3���


sin(z) = sin x ch y + j cos x sh y


cos(z) = cos x ch y - j sin x sh y





Altre proprietà significative sono


sin(jy) = j sh y; cos(jy) = ch y;


sin z* = (sin z)*; cos z* = (cos z)*;


(sin z(2 = u2 + v2 = sin2 x ch2 y + cos2 x sh y. Tramite la formula (sh x + ch x) = 1 ottengo (sin z(2 = sin2 x (1 + sh2 y) + cos2 x sh2 y = sin2 x + sh2 y;


(cos z(2 = cos2 x + sh2 y





Le altre funzioni trigonometriche si definiscono tramite le definizioni del campo reale.





In precedenza sono state introdotte le funzioni iperboliche


�EMBED Equation.3���


�EMBED Equation.3���


Esse hanno periodo 2pj, sh è pari mentre ch è dispari. Gli zeri sono, rispettivamente zn = npj e zn = (n + 1 / 2)pj.





Funzioni inverse di zn


Come già detto, la funzione inversa di zn è �EMBED Equation.3��� con k che varia da zero ad (n - 1). Questa però non è una funzione, in quanto per un solo numero si possono ottenere più risultati: è allora una relazione complessa. Se da una relazione riesco a ricavare una corrispondenza uno ad uno, allora ricavo una funzione. Una relazione è allora una unione di molte funzioni univoche.


Per quel che concerne, ad esempio, la radice quadrata, questa si divide in �EMBED Equation.3��� e �EMBED Equation.3��� rispettivamente per k = 0 e k = 1.


Le sottofunzioni di una relazione sono dette rami. I punti in cui rami diversi assumono lo stesso valore si dicono punti di diramazione.


Spesso si studia un solo ramo di una relazione come se fosse una funzione, e su detto ramo si definisce il dominio della funzione.


La linea che comprende più punti di diramazione si dice taglio.





Logaritmo


Sia z ( 0 un numero complesso. Se w è un numero complesso tale che ew = z, allora w è detto logaritmo di z e si indica con w = ln z.


Da �EMBED Equation.3��� si ricava w = ln z = ln(z(+ j Arg(z) + 2npj. Si noti che quindi w ha un numero infinito di valori, e quindi ln z non è una funzione.


Il numero W = ln(z(+ j Arg(z) è detto valore principale del logaritmo ed è una funzione definita su (z ( C. Si ricava dalla definizione di logaritmo ponendo n = 0.





Se z ( 0 e w ( C, si definisce zw tramite zw = ew ln z.





Per lo studio delle inverse delle funzioni circolari ci si riconduce a funzioni logaritmiche.





Limiti e continuità


Grazie all’isomorfismo fra C e R2, le nozioni di limite e di continuità studiate nel caso di più variabili si applicano agevolmente al caso di funzioni di variabile complessa, considerate come f : R2 ( R2.


Sia una funzione f complessa definita si I intorno di un punto z0 ( C tranne al più z0. Diremo che il limite della funzione f quando si avvicina a z0 è uguale a w0 e scriveremo


�EMBED Equation.3���


se (e > 0 (de tale che (z ( I’(z0, de) ( I, si abbia (f(z) - w0(< e.


Se il limite esiste, allora è unico, ciò significa che non dipende dal modo in cui ci si avvicina a z0.


E’ possibile definire intorni di infinito con I(, R = {z : (z(> R}.


Nel calcolo del limite non deve comparire l’argomento, in modo che il metodo di avvicinamento al punto non sia influente. Nel caso si ottengano, dopo il calcolo dellìoperatore, valori che dipendono dall’argomento, si dice che il limite non esiste.





Sia f una funzione definita su un intorno I di un punto z0 e C, tranne al più z0. Allora, scritta f = u + jv �EMBED Equation.3��� e allora w0 = u0 + jv0.





Se �EMBED Equation.3��� allora:


�EMBED Equation.3���;


�EMBED Equation.3���;


�EMBED Equation.3���;


�EMBED Equation.3���.


Per ogni polinomio vale �EMBED Equation.3��� e per ogni funzione razionale �EMBED Equation.3���.





Sia f una funzione complessa definita su di un intorno I di un punto z0 del piano di Gauss, tranne al più in z0. Si dice che il limite della funzione f, quando z si avvicina a z0 e si scrive �EMBED Equation.3��� se (U intorno di w0 (V ( I di z0 tale che (z ( V, f(z) ( U.





Una funzione f : W ( C si dice limitata su W se (M > 0 tale che (z ( W, (f(z)(<M.





Sia f una funzione complessa definita su di un intorno I di z0 ( C. Tale funzione è detta continua nel punto z0 se �EMBED Equation.3���.


Da questo si ricava che Re(f(z)), Im(f(z)) e (f(z)( sono continue in z0.


Una funzione è detta continua su una regione W se è continua per ogni punto di W.


Siano f e g definite in una regione W e continue entrambe in un punto z0 ( W. Allora le funzioni f ( g, fg, sono continue in z0. Se g(z0) ( 0, allora anche f / g è continua in z0. Infine f·(z) è continua in z0.


Si ha che f + f* = 2 Re(f), f - f* = 2j Im(f) e ff* = (f(2.


Siano f e g rispettivamente funzioni continue da una regione W a una regione W’ e da W’ in una regione W”. Allora la funzione composta h = f ° g da W a W” è ancora continua.





Sia f : W ( C una funzione continua su di un insieme compatto Wc ( W: allora f(z) è limitata su Wc.





Analiticità


Funzioni che si possono derivare ed integrare senza particolari restrizioni sono le cosiddette funzioni analitiche.


Si supponga di avere una funzione complessa f, definita su di un intorno I di un punto z0. Sia Dz un incremento complesso e arbitrario di z0, tale che z0 + Dz ( I. Sia Df l’incremento della funzione, dato da Df = f(z0 + Dz) - f(z0). Si chiama rapporto incrementale la quantità:


�EMBED Equation.3���





Se il limite �EMBED Equation.3��� esiste ed è finito, allora f si dice differenziabile in z0, e il limite si dice derivata di f in z0.


La differenziabilità significa che, qualsiasi sia il cammino lungo il quale z si avvicina a z0, il rapporto incrementale è tale che il risultato è unico.


La coniugazione complessa e il modulo, in forme non eliminabili, indicano che la funzione non è differenziabile.





Sia f una funzione complessa definita su di un intorno I di z0. Se f possiede derivata in z0, allora ivi è anche continua.


DIM.:


�EMBED Equation.3���





Visto l’isomorfismo tra C e R2, si avranno le derivate parziali �EMBED Equation.3��� e �EMBED Equation.3���. La derivazione lungo la direzione dell’asse immaginario è data da �EMBED Equation.3���. Le due derivate sono ottenute rispettivamente con Dy = 0 e Dx = 0. Per l’indipendenza del cammino si verifica che �EMBED Equation.3���.


siano f e g funzioni complesse di variabile complessa differenziabili in un punto z0. Allora:


(f ( g)’(z0) = f’(z0) ( g’(z0);


(fg)’(z0) = f(z0)g’(z0) + f’(z0)g(z0);


�EMBED Equation.3���;


�EMBED Equation.3���.





Sia W ( C aperto connesso non vuoto (regione). Si dice che una funzione f : W ( C è analitica su W se f è differenziabile. Per qualsiasi sottoinsieme X ( C si dirà che un funzione f : X ( C è analitica su X se può essere estesa ad una fuznione analitica su di un intorno W comprendente X. Una funzione analitica su C si dice intera.


L’analiticità ha le stesse proprietà della derivazione.


In generale, i punti in cui non si può ulteriormente estendere un dominio di definizione di una funzione analitica f, si dicono punti singolari di f. Un punto singolare si dice apparente se la funzione è ridefinibile nel punto.





Condizioni di Cauchy-Riemann


Condizione necessaria e sufficiente affinchè la funzione di variabile complessa differenziabile, dotata di derivate parziali �EMBED Equation.3��� e �EMBED Equation.3���, continue su una regione W, è che :


�EMBED Equation.3���


per ogni punto di W.


DIM.:


Necessità:


Sia f analitica su W; allora (punto di W vale �EMBED Equation.3���.


Sufficienza:


Si supponga che (z = x + jy in W si abbia �EMBED Equation.3���, con �EMBED Equation.3��� e �EMBED Equation.3��� continue in W.


Si può scrivere, (z ( W, �EMBED Equation.3��� con w(Dz) tale che �EMBED Equation.3���. �EMBED Equation.3��� da cui �EMBED Equation.3���; per Dz ( 0 si ha �EMBED Equation.3���.





Una funzione f reale delle due variabili x e y e non costante non potrà mai essere analitica, in quanto le derivate saranno reali e non si potranno soddisfare le condizioni di Cauchy-Riemann.


Una funzione che sia analitica e per cui f* lo sia anche non può che essere costante. 





Sia f = u + jv analitica. Allora, separando parte reale ed immaginaria si ha:


�EMBED Equation.3���


Da qui si ricava l’equazione di Laplace in due dimensioni: �EMBED Equation.3���.





Sia f analitica. Si esprima f in funzione delle coordinate polari r e q tramite x = r cos q e y = r sin q. Si ottiene facilmente �EMBED Equation.3���.


�EMBED Equation.3���.


























