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ESERCIZIO 1

Una macchina di precisione produce pezzi di ricambio per auto con una percentuale
pari all’'1% dei pezzi difettosi.
Su una produzione giornaliera di 300 pezzi, si chiede qual e la gitabab

a) di avere 4 pezzi difettosi;

b) di avere almeno 5 pezzi difettosi;

Calcolare la speranza matematica, la varianza e la deviazione standard della v.c.
percentuale di pezzi difettosi.

SOLUZIONE

Bisogna ricorrere alla funzione di probabilita della v.c. binomiale, data da:

P(X =x)=f(x) = @Eﬂ )pq

00
a) P(X =4)=f(4) = EZ %),01“0,9930H = 41(3&0,01“0,9930H =0,1689

00-4)

b) La probabilita che in un giorno vi siano 5 o pazpi difettosi sara:

P(X =5)= %gfo%)m‘o,%m“ =1- i 5?0%),01‘0,99300-‘

P(X =0)= f(0) = g %)0100,9930“’ = 0,049
P(X =1)= f() = g %)0110 99°°* = 0,1486
P(X=2)=f(2) = g %)0120 992 = 0,2244

00
P(X=3)=f(3 = gs %),0130,9930H =0,2252

P(X =5)=1-(0.049+0.1486+ 0.2244+ 0.2252+0.1689) = 1- 0,8161= 0,1839
(cioe 18,39%)
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c) La speranza matematica di questa variabile casuale binomiale sara:

np=300[D,01 =3
la varianza:

npgE300[D,01(D,99 = 2,97

la deviazione standard:

\JNpg=4/297 =1723
ESERCIZIO 2

Si supponga di lanciare simultaneamente 3 monete; si vuole sapere qual € la
probabilita di avere:

a) 2 teste
b) non piu di una testa.

SOLUZIONE

Applicando la v.c. binomiale, notando gbreq=1/2, si avra:
P(X =x)=f(x) = %% )p*q”

a) P(X =2)=(2) = g%,szo,sw = Lo,szo,sw =0,375

2(3-2)
b) P(X <1)= f(0)+ (1) = %%},500,53‘0 + g%},slo,sf*‘l =0125+0,375=0,5

Senza l'utilizzazione della binomiale:



a) (TTC, CTT, TCT¥u 2=8 prove possibili, per cui:
3
P(2.testg = s =0,375
b) (CCC, TCC, CTC, CCTu 2=8 prove possibili, per cui:

P(nonpiu.di.ltestg = g =05

ESERCIZIO 3

Da un’indagine svolta in Sardegna su un campione di giovani di eta compresa tra i 18
ed i 25 anni risulta che il 20% degli intervistati si interessa di astronomia.

Volendo assicurarsi una probabilita superiore o uguale a 0,99 che la differenza in
valore assoluto tra il risultato campionario e la percentuale di giovani che si interessa
di astrolonomia nell'intera regione Sardegna sia inferiore all'1%, qual & il nhumero

di prove che si debbono effettuare per raggere questo risultato?

SOLUZIONE

In questo caso, bisogna fare riferimento alla icomiale relativa in quanto risulta
che la “proporzione di successi” nel campionX & = 0,20.

In pratica, si chiede quante rilevazioni campionarie bisogna effettuare affinché la
differenza in valore assoluto tra la proporzione di successi derivante dal campione e
quella relativa allintera popolazione di riferimento, che indicheremo gosia
inferiore all'1%.

In questo caso bisogna applicare la disuguaglianza di Tchebycheff, in base alla quale:

PQX - | < ka)z -t

k2

che nel nostro caso diventa:

P@é— p <k0521—i2D P@l— p
n ] k n

per cui

< 0,0lEE 0,99
[



. 1—i =0,99, da cui segue che=10
k2

« ko=0,01

La varianza della v.c. binomiale relativa e data da:

da cui segue che:

ko =1oq/ 0’20(1; 020) _ 0,01

_10°,2[08

2

edn =160000

ESERCIZIO 4

Un lotto di 15 cilindri e stato ricevuto da un committente che vuole impiegare i
cilindri nel seguente odo: 5 per il progetto n.1 in cui si richiede una resistenza
minima; 10 per il progetto 2 in cui si richiede una maggiore resistenza. Si supponge
che 6 dei 15 cilinfri abbiano una forza di rottura inferiore al minimo specificato.

a) Selezionando casualmente dai 15 cilindri i 5 da destinare al progetto n.1, qual €
la probabilitd che 4 dei 5 cilindri selezionati abbiano una forza di rittura
inferiore al minimo?

b) Qual e la probabilita che almeno uno dei 5 cilindri selezionati abbia una forza
di rottura inferiore al minimo?

c) Si supponga che dei 6 cilindri aventi una forza di rottura inferiore al minimo, 4
abbiano una resistenza accettabile per il committente che puo impiegarli in un
altro progetto. | restanti 2 cilindri son@ppo deboli per qualsiasi uso. Inoltre,
selezionando 5 dei 15 cilindri, calcolare la probabilitd che esattamente 2 dei 5
cilindri estratti hanno una forza di rottueecettabile e che 1 (dei 5) non &
accettabile.

SOLUZIONE

a) Indicando con:



x= numero di cilindri difettosi nel campione,
N= 15, numero di cilindri nel lotto;
n =5, numero di cilindri nel campione

k = 6, numero di cilindri difettosi nel lotto;

La probabilita di cui al punto a) si ottiene utlando la v.c. ipergeometrica, la cui
funzione di probabilita e la seguente:

-k
N
N
Nel punto a) del nostro esercizio bisogna calcolare:

T o
S-40 4 1® _ 135

5 18 3003
5% 510

P(X =x)=

P(X =4)= = 0,045

b) La probabilita di avere almeno un cilindro difettoso in 5 estrazioni e data da:

5-6
P(X 21)=1-P(0)= 1_%‘0& L 126

——=1-0,042=0,958
5 3003
S

c) | dati possono essere riformulati nel seguente modo:

x= numero di cilindri difettosi nel campione,

N= 15, numero di cilindri nel lotto;



n =5, numero di cilindri nel campione
k = 6, numero di cilindri difettosi nel lotto;

S =4, numero di cilindriaccettaii nellinsieme dei cilindri difettosi (e cioé
impiegabili per un altro processo);

R = 2, numero di cilindri completamente inw#@abli nellinsieme dei cilindri
difettosi;

s =2, numero di cilindraccettabi nel campione di cilindri da selezionare;

r = 1, numero di cilindri completamente inuwt#iabli nel campione di cilindri da
selezionare.

La funzione di probabilita ipergeometrica divernta:

mnyo3 e
A

e

P(x=3r=1)= = 0,144

o

Applicando tale formula si ottiene:

ESERCIZIO 5

Allarrivo nell’aeroporto internazionale di Cagliari, i passeggeri transitano per la
dogana alla media di 2 ogni 30 secondi. Assumendo che il numero dei passeggeri che
attraversano la dogana in un dato intervallo di tempo abbia una distribuzione di
Poisson, determinare la probabilita che
a) non piu di 2 passeggeri abbiano attraversato la dogana, sempre in un periodo di
30 secondi;
b) il numero di passeggeri che attraversano la dogana in un periodo di 30 secondi
sia compreso tra 1 e 4.



SOLUZIONE

La funzione di probabilita della v.c. di Poisson e la segente:

AX

P(X =x) = f(x)= - Ze™  perx=0,1,2,....... ,

a) La probabilita richiesta é:
P(X<2) = f(0)+f@1)+ (2
poiché =2 si avra:

20

P(X =0) = f(0)==-e =0,13534

21

P(X =1) = f(1)==-€"? =0,27067

2
P(X=2)=f(2)= 22 2) =0,27067

e quindi:  P(X < 2) =01354+0,27067+0,27067=0, 67668
b) La probabilita richiesta € la seguente:

Pl X <4)=f)+ f(2)+ f(3)+ f(4)

per cui:

3
P(X =3)=f(3)= Z (2) =0,18045

24

P(X =4) = f(4)= =™ =0,09022

e quindi: P(1< X <£4) =0,27067+0,27067+0,18045+ 0,09022= 0,81201



ESERCIZIO 6

Una fabbrica di cioccolato promuove una campagna pubblicitaria per la vendita di un

nuovo tipo di uova pasquali, caratterizzate dal contenuto della sorpresa, costituita da
bracciali di ottone. Su una partita di 1.000 uova, 5 di esse contengono dei braccial
d’'oro, del valore di un milione cadauno. Le uova conteneattdmli d’oro, a loro

volta, vengono inserite in modo casuale in scatole da 20, e vendute ai negozianti.

Qual e la probabilita che un negoziante che acquista una scatola di uova, vende al
pubblico 1 o piu uova contenenti bracciali d’oro?

SOLUZIONE

La risposta pud essere ottenuta ricorrendo alla v.c. binomiale, i cui parametri sono
n=20 ep= 5/1.000=0,005;

La probabilita richiesta e:
0
P(X21)=1-P(X =0)=1- f(0) =1- EZO %),0050 (1-0,009*° =1-0,9046104803 0,0953895%7

Il numero atteso di bracciali d’oro per scatola é datnpeR0. Poiché la v.c. di
Poisson di parametra =np pud essere una buona approssimazione della binomiale
quandop & molto piccolo, come in questo caso, si puo usare la distribuzione di
Poisson per avere 0,1,2 ... uova contenenti bracciali d’oro.

Ricorrendo alla v.c. di Poisson la probabilita richiesta diventa:

0510 (—O,l

P(X 21) =1-P(X =0) =1- f(0) =1~ e ) =1-0,904837418 0,09516258

Ai fini di effettuare un confronto tra la probabilita calcolata con la distribuzione
binomiale e la sua approssimazione attraverso la distribuzione di Poisson si riportano
in tabella le probabilita calcolate pék x<5.

g~ WNBE

0,0909156262
0,0043401932
0,0001308601
0,0000027948
0,0000000444

0,0904837420
0,0045241871
0,0001508062
0,0000037702
0,0000000754

N. di uova
conteneti bracciali d'oro Prob. Prob. Differenze
in una scatola v.c. binomiale V.c. Poisson
0 0,9046104803| 0,9048374180| -0,0002269377

0,0004318842
-0,0001839939
-0,0000199461
-0,0000009754
-0,0000000310

totale

1

1

0




ESERCIZIO 7

Il numero medio di chiamate che arrivano ad un centralino telefonico in un’ora & 300.
Sapendo che il numero di chiamate che arrivano allo stesso centralino in un minuto
segue una distribuzione di Poisson, calcolare la probabilita che in un minuto non
arrivino piu di 2 chiamate.

SOLUZIONE

La media della distribuzione del numero di chiamate che arrivano al centralino in un
minuto e:

_300_,

A=
60

La probabilita richiesta e:

2 )" 50 5t 5°

P(X <£2)=Y e ==l + =¥ + —_¢®) = 0,0067+0,0337+0,0842= 0,1246
& o 1 2

ESERCIZIO 8

In un’industria di detersivi vi € una macchina confezionatrice la quale fornisce
scatole il cui peso non e costante, ma varia e piu precisamente segue una
distribuzione normale con media 10 kg e scarto quadratico medio 0,2 kg. Si vuole
conoscere la probabilita che il peso di una scatola presa a caso non abbia piu dell'1%
di scarto dal peso medio.

Si tratta di calcolare la:

Pla< X <b)= PR H < X“H _D7HE
0o o o C

=P(-z <Z<3%)

=P(-0<Z<2z)-P(-0<Z<2z)

10



' Z
Za 0 b
Nel caso in esame i paramefrie o sono noti, e si vuole conoscere la probabilita

che la v.c.X assuma valori compresi all'interno dell'interva(,b), cona e b fissati
e a<b.

PEpg 10 _ X -10 _101-100
0,2 0,2 02 [

P(99< X <101) =

=P(-05<Z<05) =
=2P(0<Z<0)5) =
=2-0,1915=0,383

La probabilita di avere delle scatole di detersivo con un peso compreso tra i 9,9 kg ed
I 10,1 kg e pari al 38,3%; poiché questa e la tolleranza concessa per legge, I'impresa
in questione avra interesse a sostituire la macchina confezionatrice, dato che la
probabilitd di avere confezioni con un peso che rientra nei termini di leggepo tr
bassa, e quindi e elevato il rischio di infrazione, con le conseguenze che ne possono
derivare.

ESERCIZIO 9

EssenddX una v.c. che si distribuisce normalmente con media incogngavarianza
incognitac?, trovare:

a) P(H—J<X </,l+0),
b) P(u-20 <X < u+20),

c) P(u-30 < X < u+30)

11



SOLUZIONE

_ _oflu-o)-u _X-u_(u+o)-up
a) P(u-o<X<u+o) PE( P @—

P(-1<Z<1)=2P(0<Z<1)=

20,3413 = 0,6826

b) P(u-20 <X < u+20)= pAu-20)-p X-p _(u+20)-pp
U g g o 0

P(-2<Z<2)=2P(0<Z<2) =

20,4772 =0,9544

C) P(,u—30< X <u+30'): pE(U‘:)U)‘U < X—-u < (u+30)—uH:
O (o) g o 0

P(-3<Z<3)=2P(0<Z<3=

20,4987 =0,9974
Quindi in una v.c. normale la probabilita che un valodella v.c. cada all'interno
dellintervallo [( - 30), (u+30)] & prossima ad 1.

ESERCIZIO 10

La v.c. X si distribuisce secondo una legge normale con media pari a 100 e varianza
pari a 225; si vogliono determinare gli estremi dell'intervallo, centrato su 100.
all'interno del quale viene a trovarsi '80% dei casi.

SOLUZIONE

In questo caso, i paramefi e o® sono noti, e si vogliono conoscere gli estrargi
b dellintervallo, centrato sw, che comprende un livello di probabilita fisspto
Si tratta di trovare sulle tavole un valazgtale che:

P(_Zo <Z<Zo): P

12



-
<z,=p

PE—ZO<XU

P(-zo<X-u<zo)=p

Plu-zo<X<u+z,0)=p
(

Pla< X <b)=p

Nel caso in esame, dalle tavole della v.c. normale standardizzata risulta:
P(~1,285< Z <1,285)= 0,80

X -100

PH-1285< <1,2857= 0,80
0 0

P(-1,28515< X —100<1,285[15) = 0,80
P(100-1,285[15< X <100+1,285[15) = 0,80

P(80,725< X <119275)=0,80

ESERCIZIO 11

Sapendo che la v.X si distribuisce normalmente, ed inoltre I'intervallo [0,20] e il
piu piccolo contenente il 95% di probabilita, si vogliono determinare la media e lo

scarto quadratico medio di tale v.c..

13



SOLUZIONE

In questo caso sono noti sia il livello di probabilpache gli estremia e b
dell'intervallo, ma si vogliono conoscere i parametri e o della distribuzione

affinché l'intervallo p,b] allinterno del quale cade la probabilipasia il piu piccolo
possibile: tra tutti gli intervallid,b] , il piu piccolo al quale associare una stessa
probabilita p sara quello centrato sy in quanto in una v.c. normale il maggior

addensamento di probabilita lo si ha proprio intorno.a
Quindi, sapendo chB(a< X <b)= p, poiché l'ntervallo & centrato su, ne segue
che:

_a+thb
2

i

Inoltre, poichéa = u-zo , sostituendo il valore di si avra:

a+b : b-a
a= -7z,0 da cui: ——=27,0
2 2
— b-a
e quindi. o=—
217,
Dai dati a disposizione risulta:
0+20
. = =10
H 2
« P(-z,<Z<2z)=095 dacui:  P(-1,96<Z<196)=095

Quindi lo scarto quadratico medio e la varianza sono dati da:

_b-a_ 20

o=—"= =5102 o =26,03
20z, 20196

ESERCIZIO 12

Sapendo che il primo quartile di una v.c. norn¥élé pari a 20 ed il terzo quartile é
pari a 40, si vogliono determinare i parametri della distribuzione dellX.v.c.

14



SOLUZIONE

Poiché i quartili dividono una distribuzione in quattro parti uguali, sara:
P(Q <X <Q,)=05,

cioé:

P(20< X <40)=0,5

Inoltre, il secondo quartile coincide con la mediana, ed essendo la mediana
coincidente con la media per una distribuzione simmetrica, si ha:

_n -Q+Q, _20+40_
H=Q, == —=——=30
Q Q@=u Qs

Dalle tavole della v.c. normale standard risulta:
P(-0,675< X <0,675) =05

e quindi: o= Q-Q _ 40-20 _ 20 _

=22 214815 e 0°=21948
207, 20675 135

ESERCIZIO 13

Delle viti hanno il diametro che si distribuisce secondo la v.c. normale, con media
pari ad 1 cm e deviazione standard pari 0,003 cm.

A queste viti si accoppiano dei dadi aventi un diametro interno distribuito
normalmente con media uguale @05 cm e deviazione standard di 0,004 cm.

15



Vengono formate delle coppie casuali di dadi e viti e ci si chiede qual e la
percentuale delle viti che sono troppo piccole per essere avvitate sui rispettivi dadi.

SOLUZIONE

Indichiamo conX la v.c. relativa al diametro interno dei dadi, cénl diametro
esterno delle viti e co8=X — Yla differenza tra questi diametri.

SeS > Ola vite si infilera nel dado, diversamente no.

| parametri che caratterizzano la \&sono:

E(S) = E(X-Y) = E(X) - E(Y) 4,005 - 1,000 = 0,005 cm
Var(S) = Var(X) - Var(Y) 50,004 - (0,003 = 0,000007 cm
DS(S) =(0, 000007} = 0,003 cm

La probabilita richiesta e:

_ _[S-E(S) _ 0-0,005[]_ 1 a0 = _
P(S<0)= PESDS(S) < 5003 E_ P(Z < -189) = P(Z >1,89)

= 0,5P(0 < Z < 1,89)= 0,5 — 0,47062 = 0,029.

Quindi, nel 2,9% dei casi i dadi non entreranno nelle viti, mentre nel restante 97,1%
dei casi vi entreranno.

ESERCIZIO 14

Si vuole sapere quanti lanci di una moneta regolare debbono essere fatti affinché la
proporzione del numero di teste uscite abbia una piltdaddmeno pari allo 0,95 di
essere compresa tra i valori 0,48 e 0,52.

SOLUZIONE

Si definiscono len variabili casualiy,,Y,,...,Y, dove:

M senell'i - molancioescecroce

Y, = . _ I=12,..... N
senell'i - molancioesceesta

16



La proporzione di successifrianci € data da:

X Y, +Y, +...+Y,
n n

doveX e il numero di teste uscite mlanci.

Lenv.c.Y,Y,,....,Y, sono indipendenti e identicamente distribuite, con distribuzione
di probabilita:

Inoltre:

E(r)=p=2, Var(Y) = pd-p) =3,

Perla v.c. proporzione campionak#n si avra quindi:

EB§H= li E(Y) _Mp_1_ 05,
OnOd n& 2
VarB&H: i N Var(Yi) :inl = % = %)
On[] n°& n° 4 n n
Il problema puo essere risolto in due modi:

1. Si puo applicare il teorema di Tchebycheff per il quale si richiede di conoscere
solamente la media e la varianza della X/a.

Infatti, si vuole determinare un valoxén in n prove tale che:

P@é - 0,5{ < 0,0ZH> 0,95
n [

0, equivalentemente:

pﬁl _ 0,5{ > 0,021 0,05
n 0

Applicando il teorema di Tchebycheft, si ha:
17



1—i =095 da cui 1 0,05 e k? = 20
k? k?

Dalla relazione sopra scritta si ricava ckeg =0, €2, nel caso della v.X/n
diventa:

k /0,25 - 0,02

e risolvendo pen:

_K*[D,225 _ 20(D,25

n= = =12500
(0,02f  0,0004

Quindi, in base al teorema di Tchebycheff, si puo concludere che il numero di prove
necessarie per assicurare la precisione desiderata, con una probabilita almeno pari
allo 0,95 & molto elevato e non deve essere inferiore a 12.500.

2. Si puo impiegare il teorema del limite centrale, in base al quale é possibile
derivare la distribuzione della vX/n che risultera normale con media paria 0,5 e
varianza pari a 0,26/

Dopon lancila v.c.Z_ sara:

_ X/n—0,5\/ﬁ

" /0,25

che si distribuisce secondo la variabile casuale normale standardizzata e soddisfa le
condizioni del teorema del limite centrale.
Dalle tavole della v.c. normale standardizzata risulta che l&y.e.compresa

nellintervallo £ 1,96, con una probabilita pari allo 0,95, cioé:

Z

P(z,|<196)=095

che si scrive, tenendo conto della relazione di cui sopra:

X/n-05 X 196,/0,25
pX/N=95 pl 196/ pEX —05 < 12NVOE g5
ﬁ Jozs V<t E %n 5{< Vn E

18



Dai dati del problema, deve essere scelta tate che:

]“9— V0,25 =0,02 cioe n=2.401
Jn

Questo risultato € di circa 1/5 inferiore a quello ottneuto attraverso il teorema di
Tchebycheft.

ESERCIZIO 15

Su 1.000 nascite, qual € la prollitd che la percentuale di nati maschi si trovi tra il
48% ed il 52%"7?

SOLUZIONE

Si indichi con X la v.c. “nato maschio” e si supponga che ogni nascita sia

indipendente, nel senso che il sesso dei nati precedentemente non influenzi quello dei
nati a venire, e per semplicita, cpe= 0,5. Si chiede di calcolaf®(480 < X < 520).

la media di X sara p = 500 e la deviazione standard
o= \/p(l— p) _ \/500(1000—500) _158.
n 1000
Si definisce:
480-1/2-500

= =-1,297
4 158 L

=520+1/2_500=+l297

158

Quindi la probabilita relativa ad una v.c. binomiale relativa pud essere calcolata
mediante I'approssimazione alla distribuzione normale:

P(480< X <520) = P(-1,297< Z <1,297) = 2P(0 < Z <1,297) = 2[0,4032= 0,8064

La probabilita che i nati maschi si trovino tra il 48-mo ed il 52-mo percentile e pari
all'80,64% circa.
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ESERCIZIO 16

In un processo di produzione in serie il 10% della popolazione viene abitualmente
scartato perché difettoso. Avendo scelto a caso un campione di 100 pezzi della
produzione, si € constatato che ben 14 erano da scartare. Non essendo soddisfatti d
questo primo risultato, si prende un ulteriore campione casuale di 400 pezzi e in
guesto caso vi sono 56 pezzi difettosi.

Cosa e possibile concludere riguardo alla produzione esaminando il primo campione
estratto? Tali risultati sono confermati dal secondo campione di 400 pezzi?

SOLUZIONE

In base al teorema del limite centrale la proporzione di succéssiper n
sufficientemente elevato, puo essere approssimata da una distribuzione normale con
parametrp e pg/n.

Nel caso del processo di produzione a cui si fa riferimgnto,0,10 edn = 100, e
quindi si avra:

(X/n) ON(p = 0,10; p(-p)/n = 0,0009)
da cui segue che:
(X/n)— p - N(O,l)

Pq
n

1. Nel caso del primo campione di dimensione 100, la propor2@neali pezzi
difettosi che si possono trovare in un campione nel 95% varia tra i wdlori, e 96

cioe;

PS— 196< 21N/~ P <196S: 095
pq

UJ -— UJ
UJ n UJ
da cui;

PEp 196,29 < X < p+106 P Ez 0,95
n n n
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P ,10—],96‘10’10[0’9 < X <010+ 1,96110’ 0S5 =0,95
100 n 100

cioe:

0,041< X <0,1588
n

Si dira quindi che una proporzione di pezzi difettosi nella popolazione pari a 0,10, ci
si puo aspettare delle proporzioni campionXiieche, per campioni di dimensione

= 100, nel 95% dei casi si troveranno comprese tra i valori 0,0142 e 0,1588.

Poiché in questo cas¥/in = 0,14 e compreso all'interno di questo intervallo si ritiene
che il processo di produzione non abbia subito alterazioni e quindi continui a
produrre pezzi difettosi con una percentuale del 10%.

2. Per il secondo campione risulta:

PED,10-1,96 010[09 < 5 <010+ 1,96‘/0’10 0.9 = 0,95
\'" 400 n 400

pHh0706< X < 01209 0,95
0 n 0

In questo caso la proporzione di scarto varia tra un minimo di 0,07 ed un massimo di
0,13 circa. Avendo riscontrato una proporzione campionaria pari a 0,14 si dira che
tale proporzione deve ritenersi scarsamente probabile che essa provenga da un
processo produttivo con caratteristighe= 0,10.Piu precisamente, tale eventualita e
relegata al 95% dei casi.

Questo risultato, inoltre, mostra come all’'aumentare della numerosita del campione la
precisione delle stime aumenta. Questa affermazione pud essere dimostrata
calcolando le varianze delle proporzioni campionarie per i 2 campioni, e cioe:

per n=100siha:  vartH= 2209 _ 40009
OnOg 100

oer n=400siha:  VarrH= 22029~ 0000225
OnQO 400
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ESERCIZIO 17

In un agglomerato di 500 abitazioni deve essere posizionata una nuova fermata
dell'autobus e al fine di collocarla nel punto piu centrale si compie una rilevazione
delle distanze tra le residenze delle famiglie ed il luogo dove dovrebbe essere
posizionata la fermata.

Indicando corX la v.c. distanza, la societa dei trasporti ha riscontrato che la distanza
media delle abitazioni & di 100 metri e la deviazione standard delle distanze e di 45
metri. In base a queste indicazioni si trova il punto piu centrale. | cittadini non
ritengono giusta la collocazione della fermata e propongono uno spostamento di una
decina di metri.

Per cercare di dimostrare che invece il luogo proposto € il piu centrale, si sceglie un
campione di 100 famiglie senza reintroduzione.

Qual e la probabilita che la distanza media dalla fermata delle abitazioni incluse nel
campione sia compresa nell'intervallo (1:0Q0) metri?

SOLUZIONE

In pratica, si chiede di determinare la probabilita che la media campiofatiavata

non si discosti piu di 10 metri, in pit 0 in meno, dal punto in cui e stata collocata la
fermata dell’autobus.

Per il campione di dimensiome= 100 si avra:

E(X)=100

mentre per il calcolo della varianza si dovra tenere conto del fattore di correzione,
trattandosi di campionamento senza ripetizione, cioe:

var(x)= C-N=N - 2025.400_, 55505
n N-1 100 499
quindi
P(0< X <110)= pEPO 100 7 (110-190H,
0 4,029 4029 [

= P(-2,48< 7 <2,48)=2P(0< Z < 2,48) = 2[D,4924= 0,9868

Nel 98,68% dei casi la distanza media del campione sara compresa tra 10D0
metri
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ESERCIZIO 18

Data la v.cX/(Bin(n =10, p = 0,5) che rappresenta il numero di successi in 10 prove,
si determini la probabilita esatta di avere un numeroatiessi minore o uguale a 4 e

la si confronti con quella analoga ottenuta attraverso I'approssimazione alla normale.
SOLUZIONE

La probabilita richiesta e:

P(X <4)= i%w%xsxo,sn-x =

Xx=0

= E‘OO%’SOO’Slo_O + %10%’510’510_1 + E‘ZO%’SZO’SJ-O_Z + E:%’530’51&3 + %40%’540’510—4 = 0,37695

Utilizzando I'approssimazione alla normale, bisogna considerare la v.c.
X = N(y =np,o®=npl- p)), per cui:

P(X < 4)= P@Z < 4;“ §= PEZ < E% P(z <-0,69)=

=1-0,73565 = 0,26435
Si osserva come per valori piccolird{(in questo casn = 10) I'approssimazione
risulti insoddisfacente.

ESERCIZIO 19

Supposto che [laltezza di una popolazione di individui sia una Vv.c.

X =N(u =17002 =100):

a) calcolare la probabilita di trovare un individuo coezia compresa tra 150 e 160
cm.

b) Determinare quell’altezza al di sopra della quale si trova il 5% degli individui.
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SOLUZIONE

a) P(L50< X < 160) = ng <7< 1627_“@: P(-1cZ<-2)=

=0,97725 -0,84134 = 0,13591

) P(X=2x)=P(z> :PBZ> “Hoos

Occorre trovare sulle tavole il valoeg per il quale risultaP(z < z,)=095. Tale
valore é:

Xo ~H
“%7H 165
5=t "t oy

da cui:

X, = M + 1650 =170+ (L65[10) =1865

ESERCIZIO 20

In una ditta di prodotti alimentari vengono riempite e chiuse automaticamente
confezioni di riso dal contenuto di 1 kg. In realta il contenuto varia e si sa che '8%
delle confezioni contiene meno di 1 kg mentre il 30% contiene non meno di 1,05 kg.
Assumendo che la quantita di riso contenuta nelle confezioni sia una und v.c.
distribuita normalmente, calcolarne la media e la varianza.

SOLUZIONE

Dai dati a disposizione € possibile dedurre che:

Plz<z=1"HH-008 e Pz > =227 HH- o7
] o [ O o 0

Dalle tavole della v.c. normale standard risultazthel1,41 ez’ = 0,53.

24



Devono quindi essere verificate simultaneamente le relazioni:

1=u_ -141
o

1,05-u
o

=0,53

da cui:

1=pu-1410
1,05= u +0530

Risolvendo il sistema si ha=1,036 e o =0,025

ESERCIZIO 21

La popolazione degli studenti del corso di Statistica si distribuisce, rispetto alla
statura, con media 175 cm e varianza pari a 16 Siletermini la probabilita che un
campione di 10 studenti abbia una statura media compresa tra 173 e 176 cm.

SOLUZIONE

Per determinare la probabilita richiesta bisogna ricordare che la v.c. media
campionaria X ha una distribuzione normale con mediapari alla media della

popolazione e varianza pari alla varianza della popolazione divisa per
Si avra quindi:

EP73 175 X - [ 176-175[1_

P(173< X <176
: )= D4/J_o a/\/_ 4/\10 0O

=pH158< X "H <, 795- 0,78524- (1- 0,94295 = 0,72819
O ol \/_
ESERCIZIO 22

Alle elezioni amministrative del comune di Cagliari del giu@@®3, i voti ottenuti
dal partito XXX sono stati pari al 40%. Si determini la pralitalbche, estraendo con
ripetizione un campione di 1000 elettori, almeno il 38% di questi abbia votato XXX.
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SOLUZIONE

La probabilita richiesta puo essere calcolata come:

1000
P(X/n=038)= E O%)4*1 0,4)°

X= 380

Il calcolo e evidentemente lungo e laborioso. Tuttavia,npehe tende ad infinito, la

v.c. X/n tende ad una distribuzione normai& N = p.o* = p(t- p)/”).Quando si ha
un campione sufficientemente grande, come in questo caso, Si puo approssimare la
distribuzione binomiale con la distribuzione normale.

La probabilita richiesta risulta:

pLz < 2220400, p(z < -120)=0,90147

. 04[@6%
0 \ 1000 O

ESERCIZIO 23

Sia X il contenuto di nicotina per sigaretta di una certa partita. Supponendo che
X =N(u =090 =009) si determini la probabilita che il contenuto medio di nicotina
In un campione di 25 sigarette sia superiore a 1,01.

SOLUZIONE

La probabilita richiesta puo essere calcolata come:

- X-p _101-090
p(X >101)= PIE > = 1-0,96638=0,03365
( )= 0 ol/Jdn 03/5 [

ESERCIZIO 24

Un certo caratter é distribuito normalmente. Inoltre, per tale caratte(¥, > 112)
= 0,2743eP(X<93) = 0,3632.Trovare media e varianza della distribuzione.
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SOLUZIONE

Nell'esercizio si richiede di determinare i parametri di una distribuzione normale per
cui si definiscono due aree di probabilita.

Per il carattere considerato risulta:

P(X > 112) = 0,2743

Quindi:

P(u = E(X) < X <112)=0,5-0,2743=0,2257
da cui:

112-

P(y=E(X)<x<112)=P§)<z<zo= §=o,2257

Dalle tavole della v.c. normale standardizzata risulta Qpellz_uz 0,6.
g

Quest’unica condizione non ¢ sufficiente per determinare entrambe le incognite.
Bisogna anche considerare l'altra condizione:

P(X<93) = 0,3632

P(93< u = E(X))=0,5-0,3632= 01368

Il valore diZ tale che

PR ~H <z <0H=01368 ¢ 2 =-035=2_H
g o U o

Si deve quindi risolvere il sistema:

0 112-u=00,6

da cui si ricavau =100 e g =
53—y = 0 {-0,35) * =20
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ESERCIZIO 25

Ad uno sportello di un ufficio postale in 4 fasce orarie disgiunte ed indipendenti tra
loro, si & osservato il numerodi utenti in fila, le cui determinazioni sono: 5, 9, 3, 7.
Supponendo che la variabile casuale in oggetto segua una distribuzione di Poisson di
parametror stimare il numero di utenti in fila attraverso:

a) il metodo dei minimi quadrati;

b) il metodo della massima verosimiglianza.

SOLUZIONE

a) Per la stima dei minimi quadrati di un parametrdeve essere:

66)= 3 (& =3 (x -9 0)F = min

Pertanto, per individuare il numero medio di utenti in fila deve risultare:

n n

G(A)= Z(Q)Z :;(Xi A =min

cioe:

9 & )
~ = -A¥=0
S (x -2)
-2% (x-2)=0

ixi—n)\:o

da cui:
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n

X
Z | _5+9+3+7_24
n 4 4

1

A= =6

b) Per la stima di massima verosimiglianza dieve essere:

da cui, passando ai logaritmi:
logL(A)=-nA + Z X logA —Iog|_1| X!

Calcolando la derivata rispettoraed uguagliando a zero si ottiene:

amgL@)zo
A
Zx
-n+=—=0
A
da cui:

X
)::Z ' 5+9+43+7 _24

= =— =6
n 4 4

ESERCIZIO 26

Un rivenditore autorizzato ha ordinato lo scorso semestre presso la societa Alfa 30
condizionatori, 5 dei quali presentano una rumorosita eccessiva rispetto agli standard
previsti.

Stimare, con il metodo della massima verosimiglianza, la pildbalche un
condizionatore di quel tipo presenti una rumorosita eccessiva rispetto agli standard.

SOLUZIONE

! Avendo risolto un’equazione rispetto ad un parametro incognito si & posto il segno * sopra di esso per indicare il
particolare valore che soddisfa I'equazione.
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Supponendo che il numeid di condizionatori prodotti dalla societa Alfa sia elevato
rispetto ai 30 condizionatori consegnati al rivenditore autorizzato, il numero
incognito di condizionatori eccessivamente rumorosi puo essere considerato una v.c.
X che si approssima ad una v.c. binomiale. Pertanto, la probabilita che 5
condizionatori su 30 siano eccessivamente rumorosi e:

P(X =5)= f(5) = EBSOEJS a- pf°

In base al metodo della massima verosimiglianza la funzione di verosimiglianza é
espressa da:

0logL(®:%, ... %,) _5 _ 25 _
op p l=-p
5-5p-25p _
=0
p(L-p)
5—30p =0
da cui
.5
:—:0,167
P=30

che e la stima piu verosimile della proporzione di condizionatori con eccessiva
rumorosita nella popolazione.
Per verificare chep =0,167 corrisponde ad un punto di massimo si controlla il segno

della derivata seconda in quel punto:

il : = - =-215311
opop 1-p

-py (01677 (1-0167)

0 5 25%_3_ 25 5 25
p*
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Essendo il segno della derivata seconda negafiv®,167 esprime il valore dp che

massimizza la probdia di ottenere 5 condizionatogiccessivamente rumorosi in un
campione di dimensione

ESERCIZIO 27

Data una popolazion¥ di tipo uniforme e di parameta e b si suppone di estrarre, in
modo casuale, un campione per il quale la media risulta pari a 10 e la varianza pari a
6. Stimare i parameta e b della popolazione con il metodo dei momenti.

SOLUZIONE

Ricordando che per una distribuzione uniforme:

_ 2
E(x)=2*2 e Var(X):(b aJ’
2 12
Si pone:
_ 2
b+a_ o o (b-a) _ 5
2 12
Risolvendo il sistema pereb si trova:
b=1424 e 4=576.

ESERCIZIO 28

Data una popolazione normale di media payi & varianza incognita € stato estratto
un campione casuak,......., X, ). Trovare la stima di massima verosimiglianza della
varianza.

SOLUZIONE

Il logaritmo della funzione di verosimiglianza @t e:

n 2

log L(xl, ...... ,xn;az): —glog(ZnUz)— 222 Z(xi - )
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per cui bisogna risolvere I'equazione:

alogL(xl, ...... ,xn;az) n 1 ¢ ?

la cui soluzione e fornita dal valore @t :

n 2
~2

6*= 3 (o)

che e la stima di massima verosimiglianzaréliquando la madia della popolazione é
nota.
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