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M odellazione statistica a fini previsivi

1 Introduzione

Dataunavariabile caualey, di qualsias natura (ossa siadi tipo qualitativo
che quantitativo), uno dei principali obiettivi di un ricercatore equello di
poter prevedere i valori che essa potrebbe asumere in unarco temporale o
in un contesto spazale diverso da quello che e stato asservato attraverso
|’ estrazone di un campione.

Se édtata oservata una serie di n oservazoni, (y,,v,....,,....V, ), y; puo

indicare il valore de la variabile y assume d tempo i ed in questo caso S
parladi analis temporale o di serie storiche, oppueil valore assunto dall’i-
esima unita oservata, ed in questo caso s parla di analis di tipo cross
sedion; e pure posshile ansiderare un campione di osservazoni sulle
stesse n unita canpionarie per T periodi temporali, in tal caso s avranno le

oservazoni {y, }, coni=12,...nej=1.2,..T, dove'indicei indical’ unita

campionaria di oservazone e l’'indice j indica il periodo temporale di

osservazoni: s parlain questo caso di analis longitudinale.

n
i=1?

Data la serie {y,}",, temporale o di tipo crosssedion, il ricercaore vuole

quind essrein grado di poter valutarey in uriunita (temporale o spazale)
diversa da quelle osservate.

Per raggungere questo dbiettivo € necessario costruire un modello
statistico — matematico, nel quale sia espressa la relazone de lega la
variabile d’interese y ad uninseme di atre variabili, dette esplicaive o
predittori. Un modello in cui una variabile e aepressain funzione di altre,

ossa in cui un inseme di variabili esplicaive influenzano la
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determinazone della variabile d’'interesse, per cui da un puro di vista
logico-deduttivo tale variabile e “@mnseguente” alle dtre, & detto modell o di
tipo regressvo; se invecenel modello non ¢’é uninsieme di variabili che
“gpiega” un'atra variabile, ma tutte le variabili s influenzano fra di loro,
alora il modello e detto correlativo. Per riuscire afare previsione su ura
singda variabil e bisogna considerare un modell o di tipo regressvo.
In un tale modello, le variabili esplicdive, indicae wn il vettore d-
dimensionale x ossa x=(x, x,,...,x, )", hon determinano la variabile y, ma
la influenzano; osda a un valore ben predso del vettore x non &€ asciato
un urico valore della variabile y, in modo deterministico: s parla infatti di
modellazone stocastica e non deterministica La modellazone
deterministica éuna modellazone dhe va bene nell e scienze esatte, ma non
e gplicabile nelle scienze socio-economiche, caratterizzae da fenomeni
altamente variabili ed intrinsecanente stocastici.
Un modello regressvo di tipo stocastico tenta di modellare in maniera
“dstematica” il valore dteso della variabile y condizionatamente d vettore
di esplicaive x, ossa s cerca di trovare una funzione f che soddisfi la
seguente relazone:

E(yix)= (¥)-
La funzione f che lega il vettore x e la variabile y, non e perdo nota d
ricercaore (tranne cai particolari), per cui cio cheil ricercaore deve fare e
determinare unafunzione f che gprossmi bene lafunzione ignotarf.
Per fare do0 s posono due seguire due gprocd diversi; un gimo
approccio e quello parametrico, nel quale il ricercatore definisce apriori

una forma per lafunzione f, che dipende da un vettore di parametri g (oltre

chedax) , per cui larelazione precedente viene riscritta nel seguente modo:

Elyx|= f (x6)
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con f completamente esplicitata e @ vettore di parametri che dovra esere

simato per meza di un campione di oservazoni {(x,y)},; I'atro
approccio, che viene definito non parametrico, non fa nessuna assunzione a
priori sulla funzione f e non considera nesaun tipo di parametri 6 da
stimare, ma stima direttamente la funzione f attraverso una media ponderata
locde dell ey presenti in unintorno multidimensionale di x; alcuni approca
tentano di combinare i due gproca considerando la funzione f come
somma di due funzioni: una definita apriori e spedficaa da un vettore di
parametri e |’ altra non spedficaa, ma stimata dtraverso medie ponderate
locdi.

Considerando un approccio di tipo parametrico nel quale, come gia
affermato, occorre definire a priori una funzione ben spedficaa f, la
metrica della variabile y gioca un ruolo chiave nella scdta del tipo di
funzione f da wnsiderare. Cio perché il codominio della funzione f,
relativamente dl’insieme D ossalo spazo del predittori x, deve wincidere

con lo spazo a ai appatiene il valore dteso Elyix|; si consideri, ad

esempio, una variabile y di tipo bernoulli ano, per cui il suo valore dteso

condizionato  E[ylx|, che indica la probabilitd di succes

condizionatamente a x, giace nell’intervalo (0,1) ed un vettore di
esplicdive x tale cdhe xOD OO, in questo caso bisogna scegliere una
funzione f il cui codominio, relativamente dl’inseme D, sia I’intervallo
(0,1), per cui appare owvio che una funzione di tipo lineae f(x)=x'6 noné
ammissbhile, in guanto il codominio di f relativamente aD e I'insieme dei

numeri redi 0O, osda f(D)=0#(01); in ura simile situazone si scdgono,

t
x 6
e,7

ad esempio, funzioni di tipo logistico f(x6)= che soddisfano la

t

1+e*°

condizione richiesta.



Antonio Manno (mannoanto@libero.it, www.statisticatoo.it). Palermo, Italia

In generale occorre distinguere modelli relativi a variabili di tipo
guantitativo, da modelli per variabili qualitative: nel primo caso s parla di

regressone, mentre nel secondo caso s parladi classficazone.

2 Regressione

Nei modelli di tipo regressvo, alla cmmponente deterministicadel modell o,

ossa E[yx|=f(x), trattandos di modellazone di tipo stocastico, s

aggiunge una @mponente cauale, per cui il modello viene riscritto in
termini di y e sl considera:
y=f(xe);
impiegando un approccdo di tipo parametrico, occorre gggiungere il vettore
del parametri 8 come agomento della funzione f ; usualmente s ipotizza
che I'influenza della variabile cauale ¢ sullavariabile d’ interese y sia di
tipo additivo, per cui, aggiungendo il vettore dei parametri come
argomento, il modello viene scritto nel seguente modo:
y="f(x0)+e.

Si noti che do che eimportante €la metrica della variabile y, mentre la
metrica della variabil e X, che comungue ha una sua importanza, non entra
direttamente nella scedta del tipo di funzione f. Infatti, € sempre possbile
trasformare una variabile qualitativa in ura variabile di tipo numerico,
attraverso I’ utili zzo di indicatori, senzamodificare I'informazone presente
nel dati. S ipotizzi ad esempio che la variabile x (con d=1, per ipotes) sia
gualitativa e die abia 3 posshili modalita, per trasformare tale variabilein
numerica occorre @nsiderare un vettore tridimensionale nel quale ogni
singda mmponente € &ciata al um modalita qualitativa, che ara

(relativamente a ogni osservazone) un valore pari ad uro per la
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componente aciata dla modalita oservata e zero per le dtre due
modalita; per cui se un'unita campionaria presenta un valore pari ala
seanda modalita qualitativa, alora il vettore numerico associalo sara
(0,1,0).
Con tale operazone e onservata tutta |I'informazone presente nei dati: la
posshilita di poter trattare come numerica una variabile qualitativa, ha
I”unico svantaggio di “complicare” la trattazone del modello, ma data la
potenzadegli attuali elaboratori cio non costituisce piu un poblema.
La trasformazone di una variabile quantitativa in qualitativa e pure
possbil e, attraverso una cdegarizzazone in clasg, main questo caso sl ha
una notevole perdita d’ informazone, per cui non € mnsigliabile dfettuare
tale trasformazone, tranne nei casi in cui non interesaatuttal’ informazone
presente nell a variabil e, ma soltanto un’informazone piu ridotta.
Seguendo un approcco di tipo parametrico, occorre definire la forma
funzionale della funzione f e fare una serie di assunzioni plausibili, pit o
meno forti, sullavariabile cauae €.
Definito completamente il modello e le ipotes sottostanti, S passa dla
stima del modell o, che in unapproccdo parametrico corrisponde astimare il
vettore parametrico 9; i metodi di stima sono diversi e dipendono dalle
informazoni disponibili e dalle ipotes fatte sull’errore cauae ¢. |
principali metodi di stima sono:

- della massma verosimiglianza, qualora s ritenga di conoscere la

distribuzione del campione di ossrvazoni y=(y,.y,.....y,), ossa

ply;8);
- del minimi quadrati ordinari, se s ipotizza te il vettore di errori
e=(e,.¢,,....,) abbia una matrice di varianza e ovarianze V del

tipo V=0?0 (dove | € la matrice identitd), ossa gli errori siano
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omoschedastici (cioe @bhiano lastesavarianzao? =o? 0i=12,...,n)
e non correl i E(:ov(si,ej):o Di;tjE;
O C
- del minimi quadrati ponderati, se il vettore degli errori ¢ ha una
matricedi varianze e ovarianzeV diagonale, del tipo:
lez 0 ... 0 E
2 ... 0

2)250 -0-2 : : L

D o o of

ossagli errori sono eteroschedastici (cioe an varianze diverse), ma

V:diag(af,azz,...,a

incorrel ati;

- del minimi quadrati generalizzdi, per V qualsiasi.
Stimati i parametri del modell o ed ottenuto il vettore di stimatori 6, occorre
verificare se il modello stimato f@;é) fornisce risultati soddisfacenti; per
tale ragione s implementano una serie di test statistici per verificare chele
asurnzioni fatte siano plausibili con i dati e quind per verificare la
plausibilita del modello stimato. Uno strumento indispensabile per
verificare I’ attendibilita di un modello e I’analisi del residui, dove i residui
{r.}"., sono definiti come la differenzafra valori y osservati e cdcolati per
mezz del modello assar, = (y - f(x;:8)).
Dopo aver verificao la validita del modello, 10 steso puo essre utili zzao
per vari scopi, i principali sono:

- descrittivi;

- previsivi;

- simulativi.
Il modello consente, quindi, di poter fornire una spiegazone logica a
fenomeni e quindi di descriverne la dinamica Per tale scopo € pero

necessario implementare un modell o di fadle lettura, che consenta quindi
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di cepire wn chiarezza il ruolo che ogni variabile esplicaiva gioca
nell’influenzare le determinazoni di y, cido corrisponde a definire una
funzione f non troppo complessa e tale dhe mnsenta di attribuire un
significato speafico ai parametri 6 che la spedficano.

Se invecel’ utili zzo principale del modell o e per scopi previsivi, alloranon
importa asslutamente il tipo di funzione f che lega x ed y, ma interessa
costruire sempli cemente un meccanismo che dato uninsieme di inpu siain
grado di fornire una previsone acurata dell’output asociato. Per tale
motivo, in un contesto previsivo, stanno avendo una @ntinua diff usione
modelli definiti “bladk box”, nel quali il ricercaore non conosce
esattamente qual e la funzione matematica de lega inpu ed output; il
modello definisce un meccaiismo attraverso il quale tali variabili sono
legate, attraverso una serie di osservazoni, in maniera alattiva. Per evitare
che tali modelli si adattino completamente & dati osservati, cioe de s crei
una funzione per cui i residui di tale modello siano tutti nulli, vengono
considerati termini di penalizzazone dlafunzione d’ errore da minimizzae
per stimare il modello, la quale misura la distanza fra dati osservati e dati
cdcolati mediante il modello da aattare. Un esempio di modell o a scaola
nera equell o degli algaritmi arete neurale, dove inpu ed output sono legati
daunafunzione compless, cheil ricercatore non conosce esattamente.

Lo scopo della previsione, come gia accanato al’inizio del lavoro, €
guello di conoscere il valore di y in unta (temporai o spazali) non
oservate; per cui se il modello adattato per l'i-esma unita €
g = fQ(i; Q)+ g, Il ricacaore potra prevedere il vaore di y in
corrispondenza di una ceta onfigurazone del vettore di variabili

esplicdive.
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In unmodello di serie storiche con d ritardi, cioe in cui le esplicaive siano
valori antecedenti dellavariabile d' interesse, osda x=(y,,, Vi,..... V.s ) €l€
n osservazoni sono riferite ad n osswervazoni in periodi divers, alorail

ricercaore potrebbe voler prevedere il valore vy, ossa il vaore

successvo al’ultima osservazone temporale, e impiegando il modello

adattato prevedra y,., nel seguente modo:

Toa = F (Vs Yoaseoes Voraai0)-

Facendo assunzione piu forti sugli errori {¢,}, sara possbile ricavare un
intervallo di previsione per y, ma dfinché do sia posshile € necessario
conoscere la distribuzione di probabilita della variabile cauale §, che
dipendera dalla distribuzione @ngiunta degli errori, dalla distribuzione
congiunta degli stimatori e dallafunzione f che esprime la dipendenza

A guesto purto sorge un gros problema: per scopi previsivi s utili zzano
spes funzioni molto complesse, che spieghino bene il comportamento di
y in funzione di x, ma se f € molto complessa dlora € praticamente
impossbile ricavare la distribuzione esatta 0 asintotica della variabile
aledoria y, per cui sembrerebbe impossbil e riuscire afornire unintervall o
di previsione (a,b) al 95%, cioétale che sia:

Pa< §<b}=095.

Per risolvere tale problema s posono impiegare teaiche ssimulative di tipo
Monte Carlo, che ovviamente non ci danno unarisposta esatta d problema,
ma forniscono risposte molto soddisfacenti. Per implementare tali
procedure enecessario disporre di un potente daboratore equind simulare
la generazone di pseudo-campioni dalle distribuzioni di probabilita
considerate; piu predsamente, la procedura da seguire puo essre la

seguente:
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s genera un elevato numero di campioni di errori acddentali {e, |,

provenienti dalla distribuzione teoricaipotizzaa p(g), con I'indicei
che indical’unita “campionaria” e I’indicej che indicail campione
estratto;
- d fissail vettore parametrico 8 (la procedura dovra essere df ettuata
per varie mnfigurazoni di tale parametro);
- s generano campioni {y, } dalla distribuzione teorica ply;6);
- & generano campioni per le variabili esplicaive, oppue s fissano
configurazoni a priori del tipo {x, f;
- per ogni campione j, S stima il vettore del parametri attraverso il
metodo di stimascdtoesi avra g ;
- s cdcolanoi valori teorici per ogni campione eper ogni unita, ossa:
Y = f(&‘ij;éJ)J’gn
- o determina la distribuzione di probabilita empirica di y che
rappresenta una stima dell a vera distribuzione di probabilit & per cui
e posshile stimare un intervallo di previsione sulla base di tale
funzione.
E comprensibile che generando un numero elevato di osservazoni, s avra
una distribuzione empirica de sara praticamente simile dla vera
distribuzione teoricaincognita, per cui il problemaincontratoin precadenza
e risolvibil e ricorrendo a questo approcdio.
Sebbene siano attualmente disponibili elaboratori molto potenti, non
sempre e possbhile seguire tale via; s consideri infatti il caso di modelli
molto compless, la ai stimarichiede devati tempi di elaborazone (come
awiene a esempio per i modelli a scaola nera), € impensabile in tale
situazone generare un elevato numero di campioni e per ognuro di questi

stimare il modell o considerato, al fine di ricavare la distribuzione anpirica
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di y: se per uncerto modell o, ad esempio, i tempi di elaborazone richiesti
per la stima sono di 1 ora, generando 100000 campioni, il tempo
necessrio per poter stimare 100.000 volte il modello € di 100.000 ore,
osdapari a drcallanni!

In alcuni casi € posshile mllegare in parallelo alcuni computer e generare
un certo numero di campioni e stimarne il relativo modello su ognuro di
esd, quindi racmgiere le informazoni indipendenti fornite dai vari
computer a fine di ricavare ladistribuzione empiricadi y.

Un uilizzo dei modelli molto analogo a quello previsivo € quello
simulativo: il ricercaore einteressato a caire quale dinamica avrebbe lay
in funzione di una ceta wnfigurazone dell e esplicative x.

Posto in questi termini, il problema sembra analogo a quello della
previsione; formalmente, ossa da un purio di vista dgoritmico, le due
procedure s equivalogano, poiché bisogna sempre verificare asa accade
dla y facendo certe ipotesi sulla x. La differenza sostanziale fra i due
approcd e di tipo concetuale: in ambito previsivo il ricercaore mnsidera
una nfigurazone di x effettiva, cioe, per esempio, considerando
unanalis di serie storiche @n x, =(Y,, Y4 Vigs) s il ricercaore
conosce esattamente il valore de le esplicative x assumono a tempo t, in
guanto tali dati sono presenti nel campione di osservazoni di cui dispone e
che ha utilizzao per stimare il modello; in ambito ssimulativo, invece |l
ricercaore fa un'ipotes di lavoro, ossa s chiede “cosa accdrebbe dlay
gualora caitasse che la x sia pari a un valore fissato x°”, ma non e detto
cheil valore x° s verifichi; ad esempio, nell’analisi dell e serie storiche, il
ricercaore potrebbe asumere che a uncerto periodo futuro (t+j ) s possa

verificare una ceta configurazone delle y antecalenti tale periodo, ma

conseguenti il periodo attuale n e dhieders, quindi, che valore asumerebbe

10
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y..;, data I'ipotes di lavoro x,, :(yf’+j_1,yflj_z,...,yflj_d )t e ipotizzando che
il modell o stimato al tempo n sia valido anche per il periodo futuro oggetto
di analis (problema dell a stahilit a).

Il ricercaore, anche in questo caso, ricavera il valore indagato all o stes
maodo, Cioé:

5e; =1k, :9)

ma mentre in ambito previsivo il ricercaore arebbe dfettuato (j-1)
previsioni, impiegando il modello stimato, a fine di avere un vettore di
previsioni X, :(9“]_1,9“]._2,...,9“]_(, )‘, in ambito simulativo il ricercaore

0

fa “unaforzaura” ponendo x,, =x;,. (con x;

LD+ LD+ L2t+j

Z X

D+

in generale) e utili zza

il modello.

3 Classficazione

Se la variabile y e di natura qualitativa, la temicaregressva the consente
di modellare la dipendenza di y dal vettore esplicaivo x viene definita
classficazone e il modello generale ede tipo:

Elylx]= ().
Anche in questo caso e posshile seguire un approccio di tipo parametrico
oppure non parametrico; se I’ approcdo € parametrico, alora la funzione f
viene definita a priori e @mpletamente spedficaa da un vettore di

parametri @, per cui il modell o viene scritto nel seguente modo:
Elx|= f (x0).
Nell” approcao non parametrico, invece la funzione f non viene definita a

priori, maviene stimata alivello locae, ossa s considerano vari intorni di

11
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X einogni intorno s stimaf mediante una media aitmeticaponderata delle
osservazoni y asciate dl’intorno considerato.

Le varie temiche non parametriche (kernel, spline, k-NN, regressogram,
ecc) differiscono fra loro per il modo in cui ponderano tali valori e per il
modo in cui viene selezonato I'intorno x sul quale verra operata la
“mediazone”.

Nel caso di variabili qualitative, molto spess e nota la distribuzione di
probabilita di y condizionatamente a x, ad esempio per una variabile
binaria s considera una distribuzione bernoulliana @n valore dteso

E(yjx)= f(x)=rr,, per cui la sua distribuzione sar&

P(yx)=r tho-m,f ™
se invece supponiamo che la variabile y sia di tipo caegariale con J
modalita, e dhe c={1,2...,3} sial’insieme delle posshili etichette dhe essa
puo assumere, allora la sua distribuzione cndizionata, considerato {y = j}
I”’evento che un'osservazone y sia pari ala j-esma modalita avra una

distribuzione multinomiale definita dal vettore parametrico mr, con:

TuE

n :Enz()_()E

o

dove P{y = j|x}=(x) , conil vincolo che :
Zni (x)=1.
=

Se invecey e una variabile on c=0( J{0}, indicante il numero di eventi

che s verificano in un pefissato dominio temporale o spazale, alora la
sua distribuzione @ndizionata a x segue una distribuzione di Poison d

parametro E(yx)= f (x)=A,, per cui lasua distribuzione sara:

12
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Da quanto sopra dfermato, si comprende dhein tali situazoni e preferibile
seguire un approcdo di tipo parametrico: nota la distribuzione di v,

asuumendo che le osservazoni {y,}", siano fra di loro indipendenti, allora

la distribuzione mngiunta del campione € pari a prodotto delle singae

distribuzioni marginali, per cui s ha:

nota questa distribuzione € #ora posshile gplicare il metodo di stima
parametrico della massima verosimiglianza, attraverso il quale s cercalll
vettore 8 che massmizzatale funzione, osservandola pero come funzione
del parametri, date le osservazoni. Per implementare tale metodo, pero, €
Spesv necessrio ricorrere a procedure iterative, che determinano tale
vettore per via numerica dtraverso procedure apass.

Dopo aver definito e stimato il modello, anche per variabili qualitative
occorre verificae la validita dello steso: s procede, dungte,
all’implementazone di una serie di test statistici, che verificano la validita
delle assaunzione fatte, e in uncontesto parametrico tendono a saggiare la
significaivitade parametri inclusi nel modell o stesso.

Una volta ottenuto |la versione finale del modello e possbile utilizzalo a
fini previsivi; anche in questo caso € molto utile la cnoscenza della
distribuzione di y condizionatamente a valori di x.

Per cui assunto che in un ceto arco temporale o dominio spazale sa

x=x", il valore y° previsto dal modello e quel valore di y che massmizza

lafunzione P(y‘>_<°), ossa &

y° =arg mjaxP(j ‘1(0).

13
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La aonoscenzadella distribuzione P(y‘g ) non e indispensabil e, in generale

basta disporre di una regda di dedsione che mnsente di attribuire

un'etichetta j relativamente dla variabile y in corrispondenza di una

spedficaa mnfigurazone del vettore di esplicative x.

Owviamente tale regda ein redta basata su tale distribuzione di probabilit a

e omungue la mnoscenza di essa d consente di sapere wn quale

probabilit a stiamo prevedendo un certo valore, in quanto se si ha de
Ply=i)x)=p

cio vuol dire deiil ricercaore puod sostenere che qualora sia x=x°, alora

con ura probabilita pari ap ci s deve apettare che 'y sia pari alla j-esima

modalita.

Uno strumento utile d fine di giudicare la validita del modello e la matrice

di confusione. Stimato il modello parametrico f(g; é) e possbile valutare il

vettore dei dati teorici {9,}", doveil generico elemento §, & dato da:

j, =arg maxP(j|x;:6)

osga rappresenta il valore della variabile y, determinato dal modello
stimato, in corrispondenza della awnfigurazone del vettore x nell’i-esma
unita canpionaria.

E quindi utile confrontare i valori osservati {y,}", con quelli previsti dal
modello, ossa {§,}",. Entrain gioco, dunqe, la matrice di confusione A,
ossaunamatricedi dimensione (J xJ), se J sono le posshili modalitadiy,
il cui generico elemento A, indicail numero di osservazoni, frale n, per

le quali il valore osservato € pari all’h-essma modalita, mentre il valore

cdcolato € pari alak-esmamodalita, ossa:

A=A 0fL2.. (=N (5 =k
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Dove la funzione # esprime il conteggo delle unita dce soddisfano i
requisiti dell’ argomento posto fra parentesi.

| valori {A,} dellamatrice, osdai valori posti sulla diagonale principale di
A, indicano il numero di unitain cui i dati osservati e quelli teorici cdcolati
per meza del modello sono uguali, relativamente dl’h-esima modalita di
y. Sommando tali valori s ottiene, quindi, il numero di osservazoni

classficae in maniera arretta, ossa:

J
unita dassficae mrrettamente = hz A, .
=1

Considerando divers modelli si scegliera quindi quello che dassfichera
correttamente il maggor numero di unita.

Operando in tal modo, s ipotizzaimpli citamente, che la “perdita” ottenuta
classficando in modo non corretto le unita delle varie modalita e la
medesima, a prescindere dagli indici considerati; in alcune situazoni, pero,
classficare nella generica h-esima modalita un’'unita della j-esma das<,
puo avere un peso diverso in base dle modalita mnsiderate, s rende

pertanto necessrio I'introduzione di un sistema di pes {c,}, dove il

generico elemento esprime la “perdita” subita nel clasdficare un' unita
dell’ h-esima dasse nell a k-esima modalita.
Introdotti tali pesi, s considera una funzione, associata d modello,da

massmizzae, predsamente:

J

E= hz:l AnCri — ; z A Cri
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4 Principali modelli per variabili qualitative binarie

Si consideri il casoin cui lavariabiley possa assimere esclusivamente due
valori, predsamente zeo ed urp, dove un valore pari ad uro indica la
presenza di un certo evento, detto anche “succesd”, mentre il valore zeo
indicail non presentarsi di un evento, spesso detto “insuccesn”.

Se s assime de la probabilita de I’evento in questione s verifichi e
influenzata da un certo insieme di variabili espliceive x, alora €ledto
modell are tale fenomeno in funzione di queste variabili .

Per modell are questo fenomeno, occorre quind spedficare una funzione f
che legail valore dteso di y condizionatamente ax, ai valori x medesimi e
che dipenda da un set di parametri ignoti 6.

In ura situazone @me questa un modello parametrico molto impiegato
guello che va sotto il nome di regressone logistica, dove la funzione f
impiegata e una funzione aforma di S allungata, con il codominio pari
al’intervallo (0,1), corrispondente dlo spazo in cui varia il valore dteso
condizionato di y, essendo una probabilit a.

Predsamente il modell o logistico é dél tipo:

t
et 1
+e

P(y:Jh(;Q): fQ(;Q):l o :1+ gxe’

Asaimendo che xOD OO e che 906 0 0¢, segue dhe il prodotto interno

frai due vettori x'@ € unavariabilerede, per cui posto n=x'6, s ha che:

=15

ed inoltre:
- lim f(7)=0;

N ——o
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- lim f(7)=1;

n - +o

- f(0)=1 purto di fless dell afunzione.
2

La funzione f € una funzione simmetrica, ed ha una forma spiccaamente
non lineae dle ade, osga per vaori elevati di n in valore aLluto,
mentre ha un andamento molto lineare intorno avalori nulli di n.

La figura seguente mostra |I’andamento della funzione logistica f, in

funzione della variabile n .

Fig. 1 Funzione logistica

Definito il modello logistico, s procede wme speaficao nella seaone
precedente, per cui la distribuzione del campione y=(y,....,y,), € il

prodotto di n distribuzioni bernoulli ane indipendenti, ossa:

n Yi

P Y|>_(;Q)= rll fQ(i;Q) (1_ f(l(i;Q))(l_y‘)

per semplicitas passa d logaritmo dell a funzione precadente es ottiene la

log-verosimiglianza

0gL(8) = g[yi log(f (x,:0))+ (1- v, )log(1-  (x,:0)]
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s determinano, quindi, le stime di massma verosimiglianzadei parametri,
massmizzando tale funzione, tali stimatori non s ottengono in forma
chiusa, ma datraverso un pocedimento iterativo e sono i valori § che
soddisfano il sistemadi equazoni:

dlogL
d

:Q_

|D

Stimati i parametri che definiscono il modello, s eseguono divers test
statistici per saggiare lasignificativitadei parametri.

Le distribuzioni dell e statistiche test impiegate non sono note per qualsias
ampiezza caenpionaria, ma ansiderando che le stime sono quelle di
massma verosimiglianza épossbil e df ettuare test basati sul rapporto delle
verosimiglianze, la aui distribuzione asintotica, come énoto, € di tipo x?
con gli opportuni gradi di liberta; pit predsamente se =(6,.6,....,6, )
sono i parametri del modello, e posshile saggiare I'ipotes che un
sottoinsieme di questi siano nulli, per cui, ad esempio, S potrebbe saggiare

I”ipotesi:

La statisticatest impiegata, basata sul rapporto dell e verosimiglianze, é:

T=2({ogL(6)-logL{G, )

dove log L(Q) e la logverosimiglianza cacolata sotto I'ipotesi del modello

con d parametri, osda il modello completo di partenza, mentre log L(éo) ela

logverosimiglianza cacolata in relazone ali stimatori di massma
verosimiglianza del modell o ridotto, ossa quello in cui i primi k parametri
sono nulli, cioe il modell o valido sotto I’ ipotes null a.

Tale statistica test segue una distribuzione aintotica di tipo x?, sotto
I"ipotesi nulla, con k gradi di liberta (in questo esempio).
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Determinata la versione “finale” del modello, € quindi posshile fare
previsione dtraverso il procedimento descritto nell a sezone precalente.

Un modell o parametrico aternativo a quell o logistico e quell o che va sotto
il nome di probit. In tale modello anziché @nsiderare la funzione f
logistica, s utilizzala funzione @ , ossalafunzione di ripartizione di una
distribuzione normale di media zeo e varianza uno. Dove tale funzione di

ripartizione édefinita mme:

Ll2

cp(n):fwﬁe_zdu.
Predsamente il modell o € definito nel modo seguente:

Elyix= £ (x0)=o(x'e).
Anchein gquesto caso s seguiralaprocedura eseguitain precadenza, poiché

e nota la distribuzione di y condizionatamente al x, ma rispetto il caso

logistico cambiail parametro m,, ossala probabilit a di success.

Il modello logistico ed il modell o probit, sono casi particolari di una vasta
famiglia di modelli, applicabili anche a variabili risposta continue, che
prende il nome di modelli li neai generalizzai, espress con unaaonimo
GLM.
Tali modelli considerano una cmbinazone lineae del parametri, detto
predittore lineare, predsamente:
n=x6

quind modellano il valore d&teso condizionato di vy, attraverso tale
predittore lineae, predsamente considerano una funzione g invertibile e
legail predittore lineae mn il valore dteso condizionato, ossa

o(Elvx]) =7
per cui, esendo invertibile lafunzione g, S puoscrivere:

Elyvx|= g7(n) = £ ().
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Sostanzialmente, quindi, i modelli GLM sono modelli dove la funzione f
chelegax ed il valore dteso di y e unafunzionedi x e 6, attraverso il loro
prodotto interno, che per comodita s indica @n n.

Variando la funzione g varia il modell o adattato, ma se s fa questa ipotesi
(di lineaita generalizzaa) il modello rientra comungle in questa vasta

famiglia
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