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2.5- Verifiche membrature semplici agli stati limite ultimi
Nella  verifica   di  una  membratura  sottoposta   ad  una  sollecitazione,  indichiamo 

genericamente con kR  la sua resistenza caratteristica, dipendente dal materiale, dalla geometria 
della sezione e dal tipo di sollecitazione (sforzo normale, di taglio, momento flettente o torcente).

Nella  comparazione  della  resistenza alla  sollecitazione  con l’azione  di progetto  dE ,  si 
considera una resistenza di progetto  dR , prudenzialmente inferiore a quella caratteristica  kR , 
diminuita, questa, secondo un fattore  parziale globale di sicurezza Mγ

M

k
d

RR
γ

=      (2.5.1)

kR È il valore caratteristico di resistenza, che può essere di:
trazione – compressione

sforzo  normale  calcolato  in  base   alla  sezione  e  alla  tensione   di  snervamento 
caratteristico ykf ;

flessione
Momento  resistente  calcolato  in  base   alla  tensione  caratteristica  ykf  e  alla 
geometria della sezione;

taglio
sforzo resistente a taglio calcolato in base  alla tensione caratteristica  ykf  e alla 
geometria della sezione;

torsione
sforzo resistente a torsione calcolato in base  alla tensione caratteristica ykf  e alla 
geometria della sezione.
 

Per le sezioni di classe 4 ci si riferisce alla sezione efficace, effA , al modulo di resistenza 
efficace effW  e al momento d’inerzia efficace effJ .

Mγ È il fattore  parziale globale di sicurezza, dipendente dal modello i resistenza adottato, 
come indicato nella tabella 4.2.V del DM 2008 norme NTC
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2.5.1- Capacità resistenti delle sezioni- metodi di verifica delle sezioni
La capacità di resistenza di una sezione, sottoposta ad una o più sollecitazioni può 

essere valutata con tre diversi metodi di valutazione.

Verifica della sezione con il metodo elastico E
                                                                                                                                                   Fig.2.34 

Si  considera  un  comportamento  elastico  lineare  di  resistenza  del  materiale  alle 
sollecitazioni  fino  al  raggiungimento  della  tensione  di 
snervamento  ykf , corrispondente, (in una sollecitazione normale 
di  trazione,  compressione,  presa  ad  esempio)   all’allungamento 
unitario  di  elasticità  eε  che  si  fa  coincidere  con  quello  di 
snervamento ye εε = .

Il metodo può applicarsi a tutele classi di sezioni; obbligatorio per 
le sezioni di classi 3,4, con l’avvertenza di riferirsi al metodo delle 
sezioni efficaci per le sezioni di classe 4

Verifica della sezione con il metodo elasto-plastico  EP
                                                                                                                     Fig.2.35

Si  ipotizza  una  relazione  bilineare  delle  tensioni  in 
funzione  delle  deformazioni,  con  un  andamento  lineare 
fino alla deformazione unitaria al limite di elasticità eε , (in 
una sollecitazione normale trazione , compressione, presa 
ad  esempio)  fatta  coincidere  con quella  di  snervamento, 
seguita da una fase di plasticità, con deformazioni unitarie 
che aumentano, fino alla deformazione unitaria ultima uε , 
con una tensione costante pari a quella di snervamento ykf .

Il metodo può essere adottato per tutte le classi di sezioni.  

Verifica della sezione con il metodo plastico  P

                                                                                                                   Fig.2.36

Si ipotizza,  allo stato limite,  una completa plasticizzazione del 
materiale, per cui  si ha una deformazione unitaria che aumenta, 
fino  a  quella  ultima  uε  (sollecitazione  normale  di  trazione, 
compressione presa ad esmpio) , con una tensione costante pari a 
quella di snervamento ykf
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2.5.2- Metodi di analisi globali delle strutture
Una struttura , composta da più elementi con diverse sezioni, può essere analizzata 

globalmente con diversi metodi; uguali o diversi da quelli adottati per ogni singola sezione 
di ciascun elemento.

Si distinguono.

Metodo elastico E
Si valutano gli  effetti  globali  delle  azioni sulla struttura  nell’ipotesi  che il  materiale 
resista alle tensioni con deformazioni indefinitamente lineari.
Le resistenze delle  singole sezioni degli elementi possono essere valutate con i metodi 
elastici, elasto-plastici, plastici per le sezioni compatte 1,2, con i metodi elasto-plastici, 
elastici per le sezioni 3,4.

Metodo elasto-plastico EP
Si  valutano  gli  effetti  globali  sulla  struttura  introducendo   nel  modello  il  legame 
momento  curvatura  delle  azioni  ottenuto  considerando  un  legame  tensione- 
deformazione  di tipo bilineare.

Il metodo è applicabile a sezioni di classi qualsiasi

Metodo plastico P
Si  valutano  gli  effetti  globali,  trascurando   la  deformazione  elastica  degli  elementi 
strutturali  e concentrando le deformazioni plastiche nelle sezioni di formazioni delle 
cernere plastiche.

Il metodo è applicabile a strutture interamente composte  da sezioni di classe 1

2.5.3- Resistenza delle membrature
Fig.2.37

Per la verifica delle travi il  metodo da adottare dipende 
dalla  classificazione  delle  sezioni.  Gli  assi  di  riferimento  sono 
indicati nella figura Fig.2.37.

Asse x asse della trave.
Asse y asse della sezione trasversale perpendicolare  
all’anima 
Asse z asse della sezione trasversale parallelo all’anima

Verifica nel campo elastico
La verifica nel campo elastico è ammessa per tutte le classi delle sezioni, tenendo conto 

delle instabilità locali per le sezioni di classe 4.
Per gli stati di sforzo piani, tipici delle travi, deve risultare:

2

0M

yk
EdxEdzEd

2
zEd

2
xEd

f
3 





≤+⋅−+

γ
τσσσσ            (2.5.2)
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dove:
xEdσ tensione normale, nel punto in esame, agente nella direzione dell’asse della 

membratura
zEdσ tensione normale, nel punto in esame, agente in direzione ortogonale all’asse della 

membratura
Edτ tensione tangenziale nel punto in esame, agente nel piano della sezione della 

membratura

Verifiche nel campo plastico

Le verifiche nel campo plastico richiedono la distribuzioni delle tensioni interne reagenti, 

rispettose della condizioni di plasticità (
M

yk
max

f
λ

σ = ) tali da determinare reazioni che equilibrano 

le azioni esterne (N,N,T…)

Vengono qui di seguito trattate le resistenze che le sezioni delle membrature offrono ai vari 
tipi di sollecitazioni, agenti separatamente o singolarmente.

2.5.3.1 - Trazione

Sia EdN l’azione assiale di progetto, ottenuta dai carichi  permanenti iG  e variabili jQ  
agenti  sulla  membratura,  moltiplicati  per  il  coefficienti  parziali  Fγ  e  per  coefficienti  di 
combinazione, dipendenti dal tipo di carico, e dal tipo di stato limite (Tabella 2.4.I).

Si indica con Rd,tN  la resistenza di calcolo a trazione. Essa ha espressioni diverse a 
seconda se si riferisce ad una membratura senza fori o con fori

Membrature piene, sottoposte a trazione senza fori
                                                                                                                                        Fig.2.39

La resistenza di calcolo a trazione Rd,tN  si fa corrispondere alla 
resistenza plastica di progetto Rd,plN  della sezione.

Si suppone che l’intera sezione, allo stato limite,  raggiunga la 
tensione caratteristica di snervamento ykf . Nella resistenza di calcolo ci 
si riferisce alla tensione di snervamento di progetto ydf :

  
0M

yk
yd

f
f

γ
=

con 05,10M =γ

Si pone:
Rd,plRd,t NN =            dove:

ydRd,pl fAN =
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0M

yk
Rd,pl

fA
N

γ
=

Per la verifica deve risultare

1
N
N

Rd,pl

Ed ≤              (2.5.3)

 Membrature con sezioni indebolite da fori, sottoposte a trazione
                                                                                                          Fig.2.39
In tal caso occorre eseguire due diverse verifiche: una in 

corrispondenza  dei  fori,  come la  sezione  A-A nell’esempio  di 
figura  Fig.2.38,  e  un’altra  verifica  in  corrispondenza  di  una 
sezione piena non contenente fori, come quella indicata con B-B 
nella stessa figura.

Si considerano così due diverse resistenze: una riferita 
alla sezione lorda  A  , non contenente fori e l’altra alla sezione 
netta netA in corrispondenza dei fori.

 a) Verifica della sezione lorda A  non indebolita da fori
La resistenza di calcolo a trazione Rd,tN  si fa corrispondere, come per le membrature 
piene, alla resistenza plastica di progetto Rd,plN  della sezione lorda A :

Rd,plRd,t NN =

0M

yk
Rd,pl

fA
N

γ
=

Per la verifica deve risultare

1
N
N

Rd,pl

Ed ≤

b) Verifica della sezione netta netA  indebolita da fori
                                                                                                                                   Fig.2.40

La  resistenza  di  rottura  a  trazione  è  determinata 
rispetto alla tensione di rottura di progetto tdf :

2M

tk
td

ff
γ

=       con

tkf tensione caratteristica di rottura
25,12M =γ coefficiente di sicurezza

Nel  caso della  verifica  della  sezione netta  netA ,  nelle 
membrature indebolite da fori, la resistenza di calcolo a 
trazione si pone pari alla resistenza ultima di progetto Rd,uN .  

Rd,uRd,t NN =

tdnetRd,u fA9,0N =
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2M

tdnet
Rd,u

fA9,0N
γ

=

per la verifica parziale deve risultare:

1
N
N

Rd,u

Ed ≤           (2.5.4)

Le  espressioni (2.5.3), (2.5.4) devono essere entrambe soddisfatte,  per ciò basta considerare 
mella verifica di una membratura con fori  la minore delle due resistenze: Rd,plN , Rd,uN

1
N,Noremin

N
Rd,uRd,pl

Ed ≤     (2.5.5)

Importante
Nel caso in cui si richiede un comportamento duttile,  come avviene nel caso di azioni 

sismiche, occorre, anche verificare  che la resistenza plastica  Rd,plN della sezione lorda  A  sia 
minore o uguale della resistenza a rottura Rd,uN della sezione netta netA  indebolita dai fori.

Rd,uRd,pl NN ≤          (2.5.6)

2M

tknet

0M

yk fA9,0fA
γγ

≤

0M

2M

tk

yknet

f
f

A
A9,0

γ
γ⋅≥

Esempio 2.1

Il tirante di figura Fig.2.41 con profilato       60x4 è sollecitato da uno sforzo di trazione di  
progetto kN220NEd =     

Fig.2.41

Il profilato è in acciaio S275, classe 1.
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Si esegua la verifica allo stato limite del tirante, tenendo conto che la struttura è in zona 
sismica.

-----o-----

                                                                                                                                          Fig.2.42
                                                                 

Per l’acciaio S275 si ha:

2
yk mm/N275f =

2
tk mm/N430f =

Caratteristiche del profilato L 60x4

2cm71,4A =
mm4s =

I  due  profilati         legati  alla  piastra  con  bulloni  M16  8.8  recano  fori  di  diametro 

mm17d = , sull’asse di truschino, incidente sul nodo A.

L’area lorda  della sezione dei due profilati è:

2cm42,9271,4A =⋅=
2mm942A =

Considerando i fori di diametro mm17d = , l’area della sezione in corrispondenza di essi  
è:

2417942Anet ⋅⋅−=
2

net mm806A =

Verifica della sezione lorda A
Resistenza plastica della sezione lorda A:

  
0M

yk
Rd,pl

Af
N

γ
⋅

=

con 05,10M =γ

05,1
942275N Rd,pl

⋅=

N246714N Rd,pl =
kN7,246N Rd,pl =

Verifica

             81,0
7,246

220
N
N

Rd,pl

Ed ==

risulta:

1
N
N

Rd,pl

Ed <
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La verifica è positiva

Verifica della sezione netta netA

Resistenza a rottura della sezione netta netA

2M

nettk
Rd,u

Af9,0N
γ

⋅=

con 25,12M =γ

24,1
8064309,0N Rd,u

⋅⋅=

N249538N Rd,u =
kN54,249N Rd,u =

Verifica

                      88,0
54,249

220
N
N

Rd,u

Ed ==

risulta:

1
N
N

Rd,u

Ed <

La verifica è positiva
La  struttura  è  in  zona  sismica,  ed  è  verificata  anche  la  condizione  specifica  richiesta. 
Risulta infatti:

Rd,uRd,pl NN <
54,2497,247 <

2.5.3.2 - Compressione

Si  ha  una  sollecitazione  assiale  di  semplice  compressione  quando  la  membratura, 
sottoposta all’azione di schiacciamento lungo il suo asse, ha un eccentricità trascurabile, meno di 

1000
1

della sua lunghezza.

Verifica
Sia EdN  la forza di compressione di calcolo.
Si indica con Rd,cN  la resistenza di calcolo a compressione, dipendente dalla geometria 

trasversale  della sezione e dal tipo di materiale attraverso la tensione di snervamento ykf .
La resistenza è di tipo plastico. A  seconda della classe delle sezioni si distinguono:

sezioni di classe 1,2,3

0M

yk
Rd,c

fA
N

γ
⋅

=          (2.5.7)
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con 
05,10M =γ coefficiente  sicurezza

A sezione trasversale

 
sezioni di classe 4

0M

ykeff
Rd,c

fA
N

γ
⋅

=          (2.5.8)

con 
05,10M =γ coefficiente  sicurezza

eefA sezione trasversale efficace

Per la verifica deve risultare:

1
N
N

Rd,c

Ed ≤            (2.5.9)

Nelle  aste  con collegamenti  bullonati  o  chiodati  non occorre  sottrarre   l’area  dei  fori, 
purché questi siano riempiti  dagli elementi di collegamento (bulloni, chiodi) che collaborano 
alla resistenza della sezione  (si considera piena).

2.5.3.3- Verifica della stabilità delle aste compresse

Le aste compresse snelle, con sezione piccola rispetto alla lunghezza, possono presentare 
una instabilità globale, laterale (flessionale).

L’asta ideale ( di Eulero) è quella priva di imperfezioni,  composta di un materiale con 
elasticità lineare.

Sono qui presi in considerazione profilati aventi almeno un asse di simmetria (I H),  ove 
giacciono sia il centro di taglio che il baricentro del profilato.

                                                                                                                                    Fig.2.43

Consideriamo  come  modello  di  studio  un’asta  snella,  incernierata  agli 
estremi  e  sottoposta  ad  uno  sforzo  normale  assiale  N  di  compressione. 
All’aumentare dello sforzo  N , dopo determinati valori, nell’asta snella si presenta 
un incurvamento elastico, che, tolto il carico, si annulla. Si arriva ad un carico critico 

crN in cui non si ha più il ritorno dell’asta nella posizione iniziale, e al di sopra di 
esso l’asta collassa di schianto.

L’instabilità  flessionale  è  provocata  da  un  momento  aggiuntivo  alla 
compressione, determinato dall’incurvamento dell’asta.

 
Consideriamo  una  sezione  generica  di  un’asta  incernierata  agli  estremi, 

distante  x  dalla  cerniera,  posta  all’estremità  dell’asta.  Rispetto  a  tale  sezione  lo 
sforzo N , per effetto dell’incurvamento, ha un’eccentricità y  rispetto al baricentro 
di essa, determinando un momento flettente:

yNM e ⋅=

Al momento esterno si oppone il momento interno iM  generato dalla deformazione 
elastica:
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(Per completezza si ripercorre la dimostrazione di pag. 29)                  

                                 

Se r  è il raggio di curvatura, la curvatura è

JE
M

r
1 i−=      

 con  

y
r
1

≅ JE
My i−=           da cui:

EJyM i ⋅−= 

All’equilibrio tra il momento interno ed esterno si ha:

ie MM = EJyyN ⋅−=⋅ 

Si ottiene l’equazione differenziale omogenea di secondo grado:
0yNEJy =⋅+⋅      

L’equazione caratteristica associata è:
0NEJz2 =+⋅     

da cui:

JE
Nz2 −=

JE
Niz ±=   

La  soluzione  generale  dell’equazione  differenziale,  che  determina  la  deformazione  y  in 
funzione della distanza x  dalla cerniera si può porre nella forma:







+⋅⋅= ϕx

JE
NsenCy

Essa deve soddisfare alle due condizioni al contorno:

I per 0x =   →    0y =

II per lx =   →    0y =

Imponendo la condizione I:
( )ϕ+⋅= 0senC0    da cui 0=ϕ

Imponendo la condizione II, a cui deve soddisfare il carico critico crN , per l’equilibrio dei 
due momenti, si ha:







⋅⋅= l

JE
NsenC0 cr    

l’espressione è soddisfatta per: 
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π⋅=⋅ nl
JE

Ncr    con  ...)2,1,0(n =

le successive soluzioni per  0n =  e 1n =  sono:

0l
JE

Ncr =⋅    oppure  π=⋅ l
JE

Ncr

La prima soluzione è da scartare in quanto  presuppone un carico  crN  nullo. È valida la 
seconda soluzione che produce il minimo carico critico, (non vengono prese in considerazione  le 
soluzioni πn , con 1n >  )

Si ha quindi:

π=⋅ l
JE

Ncr   da cui       22cr l
JE

N π=⋅  

Il carico critico Euleriano è:

2

2

cr l
EJN π=                 (2.5.10)

la tensione critica è 

A
Ncr

cr =σ
Al
EJ

2

2

cr
πσ =

Il raggio di inerzia è:

A
Ji =

A
Ji2 =

quindi:

2

2
2

cr l
iEπσ =

si definisce snellezza il rapporto:

i
l=λ

per cui si ha:

2

2

cr
E

λ
πσ =                (2.5.11)

Nell’asta euleriana la tensione critica di collasso per inflessione laterale è una iperbole 
quadratica in funzione di λ .

Fig.2.44a

Per elevati valori di  λ  il collasso avviene  con dei crσ  al disotto 
della  tensione  di  snervamento,  dovuto  all’inflessione  per  snellezza 
dell’asta e non a schiacciamento per plasticizzazione del materiale.

Col  diminuire  di  λ  diminuisce  la  snellezza  dell’asta  e  quindi 
l’inflessione laterale; per cui la tensione critica  crσ ,  in cui il momento 
esterno dovuto all’eccentricità è uguagliato da quello interno,  si ottiene 
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per valori via, via maggiori (diminuendo il braccio deve aumentare lo sforzo per ottenere lo stesso 
momento).

Si arriva, nell’espressione di calcolo  (2.5.11), ad un valore limite di proporzionalità pλ  per 
cui la tensione critica crσ  coincide con la tensione di snervamento ykf .

2

2

ykcr
Ef

λ
πσ ==            da cui:  

yk

2
2

f
Eπλ =       

yk
p f

E⋅= πλ                (2.5.12)

Alla snellezza pλ , in un’asta snella euleriana, il collasso per inflessione avviene con una 
tensione critica crσ  coincidente con la tensione di snervamento ykf , e quindi con l’inizio della 
plasticizzazione del materiale.

Per  snellezze  inferiori  a  pλ   non  è  valida  la  formula  di  Eulero  (2.5.11)  per  la 
determinazione  della  tensione critica  crσ :  si  avrebbe l’assurdo che questa  sarebbe maggiore 
della tensione di snervamento, e un asta snella resisterebbe più di una tozza.

In pratica  per pλλ <  si ha un collasso dell’asta per plasticizzazione del materiale  dovuta 
a schiacciamento. Quindi, per valori di snellezza inferiori a pλ  si ritiene:

ykcr f=σ

                                                                                                            Fig.2.44b
Quanto  esposto  vale  per  un’asta  ideale  euleriana, 

sollecitata con un carico assiale e incernierata alle estremità. 
L’asta industriale si comporta diversamente per imperfezioni 
del  materiale  e  geometriche.  Ne  risulta   una  diminuzione 
delle  capacità  portanti  e  una  diminuzione  della  snellezza 
limite pλ  fino a p2,0 λ .

Lunghezza di libera inflessione 0l
Nella  determinazione  della  tensione  critica  crσ  si  è 

calcolata la snellezza rispetto alla lunghezza  l  di un’asta incernierata agli estremi. Per vincoli 
diversi, si calcola la snellezza λ  rispetto alla lunghezza di inflessione 0l  che tiene conto della 
effettiva  deformazione  elastica  permessa  dai  vincoli  di  estremità  (differenti  condizioni  al 
contorno nella soluzione dell’equazione differenziale). 

Teoricamente la  lunghezza di libera inflessione è la lunghezza tra due flessi successivi  
della deformazione elastica.

In pratica la lunghezza di inflessione 0l  si ottiene dalla lunghezza l  dell’asta moltiplicata 
per un coefficiente β  dipendente dai tipi di vincoli posti alle sue estremità. Si ha:
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ll0 ⋅= β               (2.5.13)

Incastro – incastro 5,0=β l5,0l0 ⋅=

Cerniera – cerniera 1=β l1l0 ⋅=

Incastro – cerniera 7,0=β l7,0l0 ⋅=

Incastro – estremo libero 2=β l2l0 ⋅=

La snellezza λ  è:

i
l0=λ

λ  deve essere:    200≤λ  per le membrature principali   250≤λ  per membrature secondarie
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Verifica della stabilità flessionale. – Norme NTC DM 2008

La verifica  dell’instabilità  laterale per le aste snelle, nel DM 2008, prende spunto  dalle 
norme europee EC3.

Si indica con:
EdN l’azione di compressione di calcolo;

Rd,bN la resistenza all’instabilità dell’asta snella compressa.

 Per la verifica deve risultare:

1
N
N

Rd,b

Ed ≤                   (2.5.14)

dove la resistenza Rd,bN , per la sezioni di classe 1,2,3 è espressa dalla formula:

1M

yk
Rd,b

fA
N

γ
χ ⋅=         (2.5.15)

dove:

A sezione dell’asta

ykf tensione caratteristica di snervamento

1Mγ coefficiente di sicurezza






=

=

pontiper10,1

membrature05,1

1M

1M

γ

γ

χ Coefficiente di riduzione per instabilità.

Per  la  resistenza  Rd,bN  delle  sezioni  di  classe  4  si  impiega  la  stesse  espressione 
(2.5.15), utilizzando come sezione di calcolo quella efficace effA

1M

ykeff
Rd,b

fA
N

γ
χ ⋅=         (2.5.16)

2.5.3.4.1- Coefficiente di riduzione χ
Il  coefficiente  di  riduzione  χ  tiene  conto   della  diminuzione  della  resistenza   a 

compressione  dell’asta  snella,  rispetto  ad  una  sezione  tozza,  per  effetto   dell’instabilità  per 
inflessione.

Come  previsto  nel  DM 1996,  per  i  diversi  profilati,  sono  definite  differenti  curve  di 
instabilità, indicate con le lettere: d,c,b,a,a0 , a cui appartengono le diverse sezioni, a seconda 
del  tipo  di  acciaio  (S235,  S275,  S355,  S420,  S460)  e  dell’asse  y-y,  z-z,  rispetto  al  quale  è 
calcolata la snellezza; come riportato nella  tabella 4.2.VI.

A seconda della  curva di appartenenza,  è riportato,  nella  riga inferiore  della  tabella,  il 
fattore di imperfezione α , necessario per la determinazione del coefficiente χ .
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Si ribadisce qui che per ogni sezione di un profilato vi è prescritta una diversa  curva di 
instabilità, a seconda dell’asse della sezione stessa rispetto al quale si considera calcolare la 
snellezza λ . L’asse y-y è quello a maggiore  capacità portante e z-z quello minore.
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Così, ad esempio:
                                                                                                                                       Fig.2.46

Si debba verificare la stabilità laterale di un profilato in acciacco 
laminato I,  rispetto all’asse z-z con:

2,1
b
h > mm100tmm40 f ≤<

materiale: acciaio S275

Dalla tabella 4.2.VI, si ha, in corrispondenza ai dati, la curva di 
appartenenza “c”.

Nella riga inferiore, in corrispondenza di “c” si ha:
49,0=α

Espressione del coefficiente χ

Nelle norme NTC il coefficiente di riduzione χ  è dato dall’espressione:

0.11
22

≤
−+

=
λΦΦ

χ       (2.5.17)

dove:

λ è un parametro adimensionale , definito snellezza adimensionale;
Φ è un’espressione dipendente dal coefficiente di imperfezione α .

Snellezza adimensionale λ

È dato in generale dalle espressioni:

per le sezioni di classe 1,2,3

cr

yk

N
fA

=λ             (2.4.18)

per le sezioni di classe 4

cr

ykeff

N
fA

=λ        (2.4.19)

Nel  caso  in  esame  ,  di  instabilità  flessionale  di  carico  di  punta,  la  snellezza 
adimensionale  λ  coincide con il rapporto tra la snellezza dell’asta  λ  e quella al limite  di 
proporzionalità pλ , di inizio plasticizzazione. 

pλ
λλ =

Infatti. Considerando l’espressione (2.4.18):

cr

yk

N
fA

=λ       con 2
0

2

cr l
EJN π=
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2
0

2

yk

l
EJ
fA

π
λ =

           
yk

2

2
0

2
yk

2
0

f
E

1

A
J
l

E
f

A
J
l

ππ
λ ⋅=⋅=

con
A
Ji2 =

          

yk

2

2
0

f
E

1
i
l

π
λ ⋅=

        ma       λ=
i
l0               p

ykf
E λπ =       

per cui

pλ
λλ =           (2.5.20)

Limiti dei fenomeni di instabilità per le aste compresse

I fenomeni di instabilità per le aste compresse  dipendono dalla loro snellezza.
Nel caso in cui la snellezza dimensionale λ risulti:

2,0<λ
gli  effetti  legati  ai  fenomeni  di  instabilità  per  le  aste  compresse  possono  essere 

trascurati.
Così possono essere anche trascurati se la sollecitazione di calcolo edN  risulti inferiore 

a crN04,0

Espressione di Φ

È data dalla espressione, funzione del coefficiente di imperfezione α :

( )[ ]22,015,0 λλαΦ +−+=         (2.5.21)

con α  coefficiente  di imperfezione , ricavato, come nell’esempio, dalla tabella 4.2.VI

Esempio 2.2

Una colonna in profilato laminato di altezza m3l =  , incastrata alla base, deve sostenere 
un serbatoio il cui carico di calcolo è risultato essere kN250NEd =

Determinare il profilato occorrente allo scopo.
---------o---------

la colonna è incastrata alla base  e libera all’altra estremità.
La lunghezza di libera inflessione è:

ll0 β=       con 2=β
m623l0 =⋅=

cm600l0 =
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Si procede per tentativi.

1° tentativo 
Si scelga il profilato HE 140 A
 Acciaio S275

Fig.2.46
                                                                                          

        

mm133h =

mm140b =

mm5,8t f =

2cm4,31A =

cm52.3iz =

cm73,5iy =

Snellezza λ

200170
52,3

600 <==λ        accettabile

Snellezza adimensionale λ

 
pcr

yk

N
fA

λ
λλ ==        con   

yk
p f

Eπλ =

275
210000

p πλ =

8,86p =λ

pλ
λλ =

8,86
170=λ

95,1=λ

Si determina Φ

( )[ ]22,015,0 λλαΦ +++=

dove α è il fattore di imperfezione, che si determina dalla precedente tabella 4.2.VI, in 
base alla curva di appartenenza.

Per   1005,8t f <= 2,195,0
140
133

b
h <==      acciaio  S275

La sezione del profilato appartiene alla curva di instabilità “c”
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Dalle ultime due righe della tabella  si ottiene che il fattore di imperfezione è: 
49,0=α

risulta:
 ( )[ ]295,12,095,149,015,0 +−+=Φ

83,2=Φ

Fattore di riduzione χ

        22

1
λΦΦ

χ
−+

=
22 95,183,283,2

1
−+

=χ

2,0=χ

Resistenza Rd,bN

1M

yk
Rd,b

fA
N

γ
χ ⋅=

con:  
05,11M =γ      2

yk mm/N275f =

05,1
275104,312,0N

2

Rd,b
⋅⋅⋅= N164476N Rd,b =

kN5,164N Rd,b =

Risulta:

152,1
5,164

250
N
N

Rd,b

Ed >==

Non verificato
Occorre  scegliere  un profilato con maggiore sezione

2° tentativo 

Si scelga il profilato HE 160 A

        mm152h =

mm160b =

mm9t f =

2cm8,38A =

cm98.3iz =

cm57,6iy =

Si procede alla stessa maniera.
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Snellezza λ

200150
98,3

600 <==λ        accettabile

Snellezza adimensionale λ

yk
p f

Eπλ =
275

210000
p πλ =

8,86p =λ

pλ
λλ =

8,86
150=λ

72,1=λ

Si determina Φ

( )[ ]22,015,0 λλαΦ +++=

dove  α à il fattore di imperfezione che si determina nella tabella 4.2.VI in base alla  
curva di appartenenza.

Per   1009t f <= 2,195,0
160
152

b
h <==      acciaio  S275

La sezione del profilato appartiene alla curva di instabilità “c”

Il fattore di imperfezione è: 
49,0=α

risulta:
( )[ ]272,12,072,149,015,0 +−+=Φ

35,2=Φ

Fattore di riduzione χ

     22

1
λΦΦ

χ
−+

=
22 72,135,235,2

1
−+

=χ

25,0=χ

Resistenza Rd,bN

1M

yk
Rd,b

fA
N

γ
χ ⋅=

con:  
05,11M =γ      2

yk mm/N275f =
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05,1
275108,3825,0N

2

Rd,b
⋅⋅⋅= N10254N 3

Rd,b ⋅=

kN,254N Rd,b =

Risulta:

198,0
254
250

N
N

Rd,b

Ed <==

Verificato

----------o----------
Occorre notare

Si può determinare la resistenza Rd,bN direttamente in kN  ponendo:
- l’area A  direttamente in 2cm
- la tensione di snervamento in 2cm/kN

                       così 222

3

2 cm
kN5,27

cm10
kN10275

mm
N275 == −

−

Si ha:

kN254
05,1

5,278,3825,0N Rd,b =⋅⋅=

----------o----------
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Flessione monoassiale retta
Sia EdM  il momento flettente di calcolo agente sulla membratura. Si indica con Rd,cM  la 

resistenza di calcolo a flessione retta. 
 Per la verifica della membratura deve risultare:

1
M
M

Rd,c

Ed ≤

la determinazione del momento resistente Rd,cM  dipende dal metodo adottato.
Nel punto 4.2.3.2 del DM 1008 – norme NTC, sono previsti tre metodi di calcolo

Metodo elastico E
Si assume un comportamento  elastico lineare  del materiale, sino al raggiungimento della 

condizione di snervamento.

Metodo elasto-plastico EP
Si assumono legami costitutivi tensione-deformazione  del materiale di tipo bilineare.

Metodo plastico P
Si assume allo stato limite la completa plasticizzazione  del materiale. Tutta la sezione  è 

sottoposta alla tensione di snervamento ykf .

2.3.5.1- Metodo elastico
Si fa l’ipotesi  che,  agli  stati  limite,  solamente la fibra estrema,   più lontana dall’asse 

neutro, raggiunga la tensione di snervamento ykf , mentre tutte le altre fibre, siano sottoposte ad 
una tensione σ  inferiore, con andamento lineare, proporzionale  alla distanza dall’asse neutro.

Si opera quindi nel campo elastico per tutte le fibre interne alla sezione;  solamente la 
fibra estrema, più distante dall’asse neutro raggiunge lo stato plastico.

                                                                                                                  Fig.2.47

Consideriamo un piccolo tratto di una membratura 
incurvata per effetto di un momento  flettente. Per piccole 
deformazioni gli archi di curvatura si possono considerare 
tratti di archi di cerchio (cerchi oscuratori).

Nella deformazione si hanno fibre tese allungate e 
compresse accorciate. Le fibre passanti per l’asse neutro 
della sezione rimangono invariate.

Sia “ L ” la lunghezza di una fibra tesa, distante z  
dall’asse neutro. La fibra passante per l’asse neutro della 
sezione (con )0z =  ha la stessa lunghezza  0L  che aveva 
prima della deformazione.

La fibra tesa ha subito, quindi, un allungamento:

0LLL −=∆

l’allungamento unitario è:
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0

0

L
LL −=ε     (2.5.22)

per la similitudine si ha:

( ) r:zrL:L 0 +=
effettuando lo scomponendo 

( ) ( ) r:rzrL:LL 00 −+=−

r
z

L
LL

0

0 =−

                                                                                                                             Fig.2.48
per la (2.5.22) si ha:

r
z=ε         (2.5.23)

Per la legga di Hooke si ha:

E⋅= εσ

z
r
E=σ     (2.5.24)

la deformazione unitaria ε  (allungamento o accorciamento) e la tensione σ  (trazione o 
compressione) hanno andamento lineare, proporzionale alla distanza  z  dall’asse neutro. Nella 
fibra più sollecitata, quella più lontana dall’asse neutro si ha:

ykmax f=σ

NB
Per uniformità alla tabella 4.2.I la tensione di compressione è considerata positiva

Equilibrio delle forze

Non essendo applicate forze esterne ma solo un momento flettente, la somma delle forze 
interne è nulla.

∫ =⋅
A

0dAσ 0dAz
r
E

A
=⋅∫ 0dAz

r
E

A
=∫

0dAz
A

=∫
ma 

AA
SdAz =∫   è il momento statico

Il momento statico dell’intera sezione rispetto all’asse neutro è nullo

0SA =  (2.5.25)

L’asse neutro è un asse baricentrico della sezione.
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 Equilibrio dei momenti
                                                                           Fig.2.49

Il momento esterno M  si suppone applicato nel  piano di 
sollecitazione,  contenente  l’asse  della  trave   e   intersecante  la 
sezione nell’asse di simmetria z .

Il momento  M  è equilibrato dalla risultante dei momenti 
delle forze interne, che determinano  in ogni sezione una coppia 
risultante pari e contraria  a M .

Così considerando la schema di figura, in ogni areola dA
agisce una forza dA⋅σ  che provoca una deformazione unitaria ε , 
tale da determinare una tensione di reazione  σ  peri e contraria 
all’azione:

E⋅= εσ z
r
E=σ

su  ogni  areola  si  determinerà   una  forza  di  reazione  (pari  e 
contraria all’azione):

dAdF σ= dAz
r
EdF ⋅=

che determina un momento di reazione

zdFdM ⋅= dAz
r
EdM 2 ⋅=

Il  momento  risultante  di  reazione  esteso  a  tutta  l’area  della  sezione,  determinato  dalle 
deformazioni,  deve equilibrare il momento esterno

dAz
r
EM 2

A
⋅= ∫ ∫=

A
2 dAz

r
EM

ma  l’integrale:
yA

2 JdAz =∫
è il momento d’inerzia rispetto all’asse y  ( asse coniugato  di z rispetto all’ellisse di’inerzia). Si 
ha:

yJ
r
EM =       (2.5.26)

Espressione  della  tensione  σ  in  un  punto  della  sezione,  distante  z  dall’asse 
neutro

Confrontando le due espressioni (2.5.24) e (2.5.26), si ricava σ  in funzione del momento 
M










=

⋅=

yJ
r
EM

z
r
Eσ

   da cui  
yJ

M
r
E =         sostituendo:
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z
J
M

y
⋅=σ      (2.5.27)

Equazione della linea elastica
 
La curvatura  di una curva  in un suo punto è  il rapporto:                                               Fig.2.50

s∆
ϕ∆θ =     

La curvatura determina la variazione di inclinazione angolare 
della curva per l’unità di lunghezza di essa.

 ma  rs ⋅= ϕ∆∆  r⋅
=

ϕ∆
ϕ∆θ

r
1=θ

La curvatura e quindi data da l’inverso del raggio del cerchio oscuratore.

Il raggio è dato dalla espressione:

[ ]
y
y1r

2
3

2



+=

Per  piccole  deformazioni,  come si suppone nei casi  pratici,   la derivata  prima  ϕtagy =  ha 
piccoli valori  decimali e quindi 2y  è trascurabile rispetto a 1. Così risulta:

y
1r


=

da cui:

y
r
1

=           (2.5.27)

dalla (2.5.36) ricavando r 

yJ
r
EM =

yJE
M

r
1

⋅
=

sostituendo nella (2.5.27) si ha

EJ
M

r
1y ==                                                                 

 Fig.2.51

Riguardo al segno algebrico, si ricorda che la derivata seconda è 
positiva in un punto quando la curva rivolge la concavità verso la 
direzione positiva dell’asse z  delle ordinate, mentre il momento 
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M è positivo quando tende le fibre inferiori  e rivolge quindi  la concavità  verso la direzione 
negativa di z. Quindi con segno algebrico si avrà la relazione:

JE
My −=

che rappresenta l’equazione differenziale della linea elastica.

----------0----------

Momento resistente elastico Rd,elM  
Il  momento  resistente  elastico  Rd,elM  è  il  momento  che  determina  nella  fibra  più 

sollecitata, quella più distante dall’asse neutro, una tensione  uguale a quella di snervamento di 
calcolo (progetto) ydf

Dove:

0M

yk
yd

f
f

γ
=

Si impone quindi che  nella fibra  maxz  più lontana dall’asse neutro vi sia il momento 
resistente elastico Rd,elM  che determina una tensione uguale a quella di snervamento di calcolo

ydf

0M

yk
yd

f
f

γ
σ ==   

sostituendo la (2.5.27)

0M

yk
max

y

Rd,el f
z

J
M

γ
=⋅       da cui

max

y

0M

yk
Rd,ed z

Jf
M ⋅=

γ
      (2.5.28)

Si pone: 

max

y
min,el z

J
W =        (2.5.29)

Il rapporto tra il momento d’inerzia della sezione rispetto all’asse neutro e la distanza 
della fibra da esso è denominato  modulo di resistenza elastico  elW ; quello corrispondente alla 
fibra più lontana dall’asse neutro è  il modulo di resistenza elastico minimo ,minelW .

Sostituendo la  (2.5.29) nella (2.5.28) si ha l’espressione del momento resistente elastico.

Momento resistente elastico:

0M

yk,minel
Rd,elrd,c

fW
MM

γ
==          (2.5.30)

per la verifica deve risultare:
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1
M
M

Rd,el

Ed ≤               (2.5.31)

 Applicabilità del metodo elastico
- Il metodo elastico può applicarsi a tutte le classi 1,2,3,4 delle sezioni;

- per le classi 1,2 può anche applicarsi il metodo plastico (vedi oltre);

- è obbligatorio per le classi 3,4;

- per  la  classe  4  si  utilizza  il  metodo  elastico,  e,  nella  determinazione  del  momento 

resistente elastico minimo, si considera il modulo di resistenza minimo efficace, riferito 

alla sezione efficace:

0M

yk,mineff
Rd,elrd,c

fW
MM

γ
==           (2.5.32)

2.3.5.2- Metodo elasto-plastico 

Secondo il punto 4.3.2 del DM 2008, norme NTC, si possono assumere legami costitutivi 
tensioni – deformazioni  di tipo bilineare.

                            Fig.2.52                                                       Fig.2.53

Ricordiamo che il grafico εσ , ottenuto da una prova di trazione su un provino unificato, 
si  schematizza  in  un  diagramma  caratteristico  bilineare,  con  un  primo  tratto  fino  alla 
deformazione  unitaria  al  limite  elastico  ekε ,  a  cui  si  fa  corrispondere  la  tensione  unitaria 
caratteristica di snervamento ykf :

ϕε tagf ekyk ⋅=
con:

2mm/N206000Etg
d
d === ϕ

ε
σ

     modulo di elasticità 

ekyk Ef ε⋅=
E
f yk

ek =ε

Nei calcoli è ammesso porre: 
2mm/N210000E =
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Segue al primo tratto rettilineo, oltre la tensione caratteristica di snervamento  kyf , un 
secondo, anch’esso rettilineo, poco inclinato, con prevalenza di  deformazione plastica, fino alla 
deformazione unitaria di picco ukε  (Fig.2.53).

Notare che la tensione unitaria al limite di elasticità è qui di seguito indicata con  edε  

invece di ydε

Diagramma di calcolo o di progetto
                                                                                                                    Fig.2.54

 Come si è già  spiegato, la resistenza di calcolo dR   si 
ottiene dividendo quella  caratteristica kR  per il coefficiente di 
sicurezza Mγ :

M

k
d

RR
γ

=

Così dal diagramma caratteristico ( ),εσ  si può derivare 
quello  di  calcolo  (di  progetto),  dividendo  le  tensioni 
caratteristiche per il coefficiente di sicurezza Mγ :

Tensione ydf  di snervamento di calcolo (progetto):

M

yk
yd

f
f

γ
=

Tensione tdf  di rottura di calcolo (progetto):

M

tk
td

ff
γ

=

Schematizzazione del diagramma di calcolo 
Fig.2.55

Nella esecuzione dei progetti il diagramma di 
calcolo  è  ulteriormente  schematizzato,  con  un tratto 
rettilineo di elasticità con pendenza Etg =ϕ , fino alla 
tensione di snervamento di calcolo ydf , seguito da un 
altro tratto rettilineo di perfetta plasticità, con ydf=σ
, parallelo all’asse delle deformazioni unitarie ε , fino 
alla deformazione unitaria ultima di progetto udε :

ukud 9,0 εε =
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Nell’acciaio il comportamento  a compressione si ritiene  analogo a quello di trazione: si 
considera una fase elastica fino  alla tensione ydf−  con deformazione unitaria di progetto edε− , 
seguita da una plastica, fino alla deformazione unitari ultima di progetto udε− .

Si rammenta che in conformità alle  tabelle  4.2.I  e 4.2.II,  nella  rappresentazioni  delle 
tensioni, si indicheranno positive quelle di compressione.

Duttilità
                                                                                                                                     Fig.2.56

 Si definisce duttilità  0µ  il  rapporto tra la 
deformazione unitaria ultima udε  e quella al limite 
elastico edε

ed

ud
0 ε

εµ =        (2.5.33)

Il materiale è tanto più duttile quanto più si 
raggiunge la rottura con una elevata deformazione 
plastica: tanto più è udε  rispetto a edε .

Si osservi che, se si carica l’asta di acciaio fino  a determinare una  deformazione unitaria 
plastica cε  e si scarica, si ha un andamento della linea di scarico parallelo al tratto elastico. Alla 
fine  si  ha  una  deformazione  plastica  permanente  rε ,  con  annullamento  della  deformazione 
elastica.

L’area compresa tra la linea elastica di carico, il tratto di deformazione plastica e la linea 
di scarico, rappresenta il lavoro assorbito per l’unità di volume:

∫ ⋅= εσ dw     32 mm
mmN

mm
mm

mm
N =⋅

Una struttura fragile  si ha per edud εε =  con 10 =µ . 

La duttilità è quindi  la capacità di una struttura a deformarsi  oltre il  limite elastico, 
disponendo ancora di resistenza e con dissipazione  di energia. Ciò è molto  importante nelle 
sollecitazioni sismiche.

 Comportamento elasto –plastico della sezione resistente
                                                                                                                                  Fig.2.57

 Ci si riferisce, per semplicità di trattazione, ad una 
sezione resistente rettangolare.

 Nel comportamento elastico, già trattato, agli stati 
limite,  nella  fibra  più  sollecitata,  più  distante  dall’asse 
neutro, si raggiunge la tensione  di snervamento di calcolo 

ydf :
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0M

yk
yd

f
f

γ
=

corrispondente  a momento elastico di resistenza

0M

,minelyk
,minelydRd,elrd,c

Wf
WfMM

γ
=⋅==

dove ,minelW  è il modulo di resistenza minimo  riferito alla distanza della fibra maxz  più 
lontana dall’asse neutro.

max

y
,minel z

J
W =   

nel caso della sezione  rettangolare, presa come riferimento, con 
2
hzmax = :

2
h

hb
12
1

W
3

min,el

⋅
=  2

min,el hb
6
1W ⋅⋅=

Nel comportamento elastico della sezione, l’andamento,  sia della deformazione unitaria 
ε ,  sia  della  tensione  σ ,  è  lineare,  direttamente  proporzionale  alla  distanza  z  della  fibra 
dall’asse neutro. (ovviamente distanza y , se è l’asse y la traccia del piano di sollecitazione  e z  
è l’asse neutro):










⋅=

⋅=

z
r
E

z
r
1

σ

ε
     con  ydf<σ  salvo nella fibra  

2
hzmax =  dove ydf=σ

Quindi, nel comportamento elastico, agli stati limite, la fibra più lontana dall’asse neutro 
raggiunge la deformazione unitaria  edε  e la tensione ydf=σ

Affinché si  abbia  un  comportamento  elastico  della  sezione,  occorre  che il  momento 
esterno di sollecitazione EdM  dell’asta non superi il momento resistente elastico Rd,elM

Rd,elEd MM ≤

Andamento della deformazioni unitarie ε  e delle tensioni per Rd,elMM >
Si  sottoponga ora  che  l’asta  sia  sottoposta   ad  un momento  M ,  maggiore  di  quello 

elastico resistente Rd,elM  della sezione.
 In  questo  caso  alcune  fibre  più  lontane  dall’asse  neutro  sono  nella  fase  plastica  e 

subiscono deformazioni unitarie ε  superiori al limite elastico di progetto edε
Si consideri che la sollecitazione determini nella fibra più lontana dall’asse neutro  la 

deformazione unitaria ultima di progetto udε .
Ci si riferisca , per semplicità, ad una sezione rettangolare 
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All’aumentare  della  distanza  dall’asse  neutro  aumenta  proporzionalmente   la 
deformazione unitaria  ε , fino ad una distanza  ez  ove la tensione  σ  raggiunge la tensione di 
snervamento   di  progetto ydf  (tratto  OG  fig.a)  .  Per  distanze  superiori  a  ez  si  hanno 
deformazioni  plastiche  e,   considerando  che  per  piccole  deformazioni  l’inflessione  dell’asse 
neutro è, con molta approssimazione, ancora un arco di cerchio, l’andamento delle deformazioni 
unitarie ε  continuano ad essere lineari, aumentando proporzionalmente con la distanza dall’asse 
neutro  (tratto GM fig.a). 

z
r
1 ⋅=ε  

Si può così incurvare l’asta fino a raggiungere, nella fibra più lontana dall’asse neutro 
2
h

 

la deformazione unitaria ultima di picco udε  con andamento lineare.
Diverso,  invece è  l’andamento  delle  tensioni  σ  al  variare  della  distanza  z  dall’asse 

neutro, quando si è sottoposta l’asta ad un momento esterno  Rd,elMM > .
Fig.2.58a

A  partire  dall’asse  neutro,  all’aumentare  della  distanza  z ,  aumenta  linearmente  la 
deformazione unitaria ε , così pure  la tensione σ  (tratto OD fig.b) fino ad una distanza ez , ove 
si raggiunge la tensione di snervamento di progetto ydf  (punto D), con la deformazione unitaria 

edε .
A partire  da  ez ,  all’aumentare  della  distanza  dall’asse neutro,  le  fibre  continuano ad 

aumentare linearmente le loro deformazioni unitarie  ε , fino alla deformazione unitaria ultima 

udε  nella fibra estrema distante  
2
h

 dall’asse neutro (tratto GM fig.a); invece la tensione  σ , 

avendo raggiunto alla distanza ez  la tensione di snervamento  di progetto ydf , non aumenta con 
la distanza, in quanto si è nella fase di plasticità: in questa fase, con l’aumentare della distanza 
dall’asse neutro, mentre continua ad aumentare linearmente la deformazione ε , la tensione σ  si 
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considera  costantemente  uguale  a  quella  di  snervamento  di  progetto  ydf ,  e  ciò,  fino  alla 

deformazione unitaria ultima udε  alla distanza 
2
h

 (tratto DB fig.B).

Distanza ez  di inizio della fase plastica

La distanza ez  è quella in cui la tensione elastica  σ  raggiunge il valore della tensione 
di snervamento di progetto ydf

Dalla (2.5.27)  si ha nel campo elastico

z
J
M

y

u ⋅=σ

ez   è quella distanza in cui:

ydf=σ e
y

u
yd z

J
Mf ⋅=            da cui 

u

yyd
e M

Jf
z =

La  distanza  ez si  può  determinare  dal  diagramma  della  deformazioni  unitarie  in 
funzione di uded , εε .

Dai due triangoli simili tratteggiati in figura nel diagramma ( ε,z ) si ha:

2
h:ze: uded =εε      da cui 2

hz
ud

ed
e ⋅=

ε
ε

    ma 0
ed

ud µ
ε
ε =

2
h1z

0
e ⋅=

µ         (2.5.34)

Momento resistente uM
                                                                                                                             Fig.2.59

La  distribuzione  delle  tensioni  interne  alla  sezione 
rappresentata in figura Fig.2.58 determinano due forze risultanti, una 
di compressione  cF  l’altra di trazione  tF ,  poste da bande opposte 
allo strato neutro.

La  forza  su  una  sezione  elementare  di  larghezza  b  e 
altezza dz è:

dzbdF ⋅= σ

La risultante delle forze  poste al disopra o al disotto dello 
strato neutro è:

∫ ⋅= 2
h

0
dzbF σ ∫ ⋅⋅= 2

h

0
dzbF σ
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dove:

∫ ⋅2
h

0
dzσ  è  l’area del  diagramma tratteggiato  al  disopra e  al  disotto  dell’asse 

neutro.
Per determinare le forze di compressione o di trazione, nel caso in esame, si determina 

l’area del diagramma corrispondente e si moltiplica per la larghezza b .
Fig.2.58b

L’area  al di sopra dell’asse neutro è uguale e di segno opposto a quella  al disotto. Le 
due  aree  sono  costituite  da  due  rettangoli  di  segno  opposto,   rispettivamente  OADC   e 

'C'D'A'O   di base ydf  e altezza 
2
h

,  a cui vanno tolte le aree dei due triangoli, rispettivamente 

OAD  e 'D'A'O , di base ydf  e altezza ez  .
Siano  cF  le  forze  corrispondente  alle  aree  dei  due  rettangoli  uguali,  positiva  di 

compressione al di sopra dell’asse neutro e negativa di trazione al disotto, poste ai baricentri dei 

rispettivi rettangoli, e distanti  ciascuna 
4
h

 dall’asse neutro (fig.b).

Le forze cF ′  ,corrispondenti alla aree dei due triangoli  OAD  e  'D'A'O , da togliere 
alle  rispettive  arre  dei  rettangoli,  sono  di  senso  opposto  alle  rispettive  forze  cF ,  poste  ai 

baricentri, distanti ez
3
1 ⋅  dall’asse neutro.

Il momento resistente uM è quindi dato dalla somma delle due coppie di forze:

Coppie di forze cF
2
hF

4
h

4
hF cc ⋅=





 +⋅

Coppie di forze cF ′ ec
ee

c z
3
2F

3
z

3
zF ⋅⋅=





 +⋅′

Momento resistente 

eccu z
3
2F

2
hFM ⋅⋅′−⋅=               (2.5.35)
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Forza cF , corrispondente alle aree  OADC   e 'C'D'A'O

( ) bgolotanretAreaFc ⋅=   b
2
hfF ydc ⋅=          (2.5.36)

Forza cF ′ , corrispondente alle aree   OAD  e 'D'A'O ,

( )btriangoloAreaF 'c ⋅= b
2

zf
F eyd

'c ⋅
⋅

=       (2.5.37)

Sostituendo la (2.36) e la (2.36) nella (2.35) si ha:






 ⋅⋅





⋅

⋅
−⋅





 ⋅⋅= e

eyd
ydu z

3
2b

2
zf

2
hb

2
hfM

2
e

yd
2

ydu z
3

bf
b

4
hfM ⋅

⋅
−⋅⋅=

con:

2
h1z

0
e ⋅=

µ

2

2
yd

2

ydu
0

4
h

3
bf

b
4
hfM

µ⋅
⋅

⋅
−⋅⋅=









−= 2

0

2

ydu 3
11

4
hbfM

µ
      (2.5.38)

Fig.2.60
Considerando  la  sezione  rettangolare  della  figura 

Fig.2.5.60,  si  osserva  che  il  momento  statico  S  della 
porzione della sezione al di sopra dell’asse neutro (uguale a 
quella al di sotto) è dato da:

4
h

2
hbS ⋅⋅=

e il doppio di tale momento statico è:

4
hbS2 =          (2.5.39)

Sostituendo nella (2,5,38)









−⋅= 2

0
ydu 3

11S2fM
µ

         (2.5.40)
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Il  momento  resistente  uM  è  stato  qui  dimostrato  per  una  sezione  rettangolare,  ma 
l’espressione è valida per qualsiasi sezione ove l’asse di intersezione tra il piano di sollecitazione 
del momento e la sezione coincide con  l’asse di simmetria di essa.

Nell’andamento elasto-plastico di una sezione si ha maggiore fase plastica quanto minore 
risulta la deformazione unitaria elastica edε  ( ydε ) rispetto a quella di plasticizzazione ultima udε  

Si ha la completa plasticizzazione quando 0ed =ε  e quindi la duttilità ∞==
ed

ud
0 ε

εµ .

Per  una  sezione  di  classe  1  ove  edud 4εε ≥  e  quindi  40 ≥µ  l’espressione 

02,0
43
1

3
1

22
0

=
⋅

≤
µ  può essere trascurato rispetto a 1, e la sezione si può considerare tutta in fase 

plastica.

Così, trascurando il termine 2
03

1
µ  il momento uM , con molta approssimazione può essere 

espresso dalla formula:

S2fM ydu ⋅≅  
0M

yk
u

S2f
M

γ
⋅

≅

2.3.5.3- Metodo plastico 
                                                                                                                           Fig.2.61

Si considera che, agli stati limite, tuta la sezione 
resistente, dalla fibra più estrema fino all’asse neutro, sia 
nella  fase  plastica,  sottoposta  alla  tensione  di 
snervamento di calcolo ydf . 

Si considera 0ed =ε . Agli stati limite la fibra più 
estrema raggiunge la deformazione unitaria udε

La forza elementare in una areola dA  è

dAf yd ⋅
che fornisce un momento rispetto all’asse neutro

zdAfdM yd ⋅=
Indicando con simboli diversi i parametri che si riferiscono alle sollecitazioni di trazione 

e di compressione, la risultante dei momenti rispetto all’asse neutro  si può scrivere:

∫∫ ⋅⋅+⋅⋅=
tc A ttydA ccydpl dAzfdAzfM

tA tydA ccydpl dAzfdAzfM
tc

⋅⋅+⋅⋅= ∫∫              (2.5.41)

dove:
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cA aerea della sezione sottoposta a compressione

tA area della sezione sottoposta a trazione

cz distanza dall’asse neutro dell’areola sottoposta a compressione 

tz distanza dall’asse neutro dell’areola sottoposta a trazione

ma risulta:

cA cc SdAz
c

=⋅∫ momento statico dell’area compressa rispetto all’asse neutro

∫ =⋅
tA ttt SdAz momento statico dell’area tesa rispetto all’asse neutro

Sostituendo nella (2.5.41) si ha:
tydcydpl SfSfM ⋅+⋅=

( )tcydpl SSfM +=         (2.5.42)

essendo l’asse neutro un asse baricentrico, il momento statico dell’area della sezione al 
disopra di esso è uguale a quella al di sotto:

SSS tc ==
Si indica con S  il momento statico rispetto all’asse neutro della porzione della sezione 

che si trova dalla stessa banda rispetto all’asse neutro stesso (al disopra o al disotto di esso, se si 
pone l’asse neutro in posizione orrizzontale).

Sarà quindi:

S2SS tc =+
Il momento plastico risulta 

S2fM ydpl ⋅=    
con 

0M

yk
yd

f
F

γ
=

0M

yk
pl

S2f
M

γ
⋅

=      (2.5.43)   

Momento resistente con il metodo plastico
Il momento resistente con il metodo plastico è quel  momento di reazione della sezione, 

nell’ipotesi che tutte le fibre reagiscano alla deformazione con una tensione uguale a quella di 
snervamento di progetto ydf , espresso quindi dalla (2.5.43)

0M

yk
plRd,plRd,c

S2f
MMM

γ
⋅

===          (2.5.44)
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si pone:
S2Wpl =                            (2.5.45)

plW  è definito  modulo di resistenza plastico.

si ha:

0M

plyk
Rd,pl

Wf
M

γ
⋅

=             (2.5.46)

per la verifica deve risultare:

1
M
M

Rd,pl

Ed ≤                (2.5.47)

Nei  prontuari  aggiornati  dei  profilati  sono  riportati  i  valori  dei  moduli  di  resistenza 
plastico y,plW , z,plW  calcolati rispetto all’asse neutro y  oppure z .

Nei prontuari meno aggiornati è riportato il momento statico S   della semiarea posta da 
una banda rispetto all’asse neutro.

L’autore  di  queste  pagine,  a  suo  tempo,  avendo  a  disposizione  un  prontuario  non 
aggiornato, ha utilizzato il momento statico per determinare i moduli di resistenza plastici. 

Riassunto dei criteri di resistenza alla flessione retta per i 4 tipi di classi di sezioni 

Sezioni Classe 1,2
                                                                                                                                         Fig.2.62

È ammessa  la  verifica  con il  metodo plastico,  ove 
tutta la sezione reagisce con una tensione uguale alla 
tensione di snervamento di progetto.

    Momento resistente:

0M

plyk
Ed,plRd,c

Wf
MM

γ
⋅

==          (2.5.48)

con    plW  modulo  di  resistenza  plastico  che  può 
essere:

yy,pl S2W ⋅= se y è l’asse neutro            (2.5.50)

zz,pl S2W ⋅= se z è l’asse neutro            (2.5.51)

Verifica

1
M
M

Rd,pl

Ed ≤                        (2.5.52)
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Sezione di classe 3
                                                                                                                        Fig:2.63            

È obbligatorio per tale sezione eseguire la verifica 
con il metodo elastico, ove tutte le sue fibre reagiscono con 
una tensione nel campo elastico, inferiore alla tensione di 
snervamento  di  progetto  ydf ,  che  viene  raggiunta 
solamente nella fibra estrema, più lontana dall’asse neutro.

       

Momento resistente:

0M

,minelyk
Rd,elRd,c

Wf
MM

γ
⋅

==         (2.5.53)
Dove   ,minelW   è il modulo di resistenza elastico minimo, riferito alla fibra più estrema 
sollecitata e dipendente dall’asse neutro. Si avrà

max

y
y,el z

J
W = per sollecitazione a flessione con y asse neutro

max

z
z,el y

JW = per sollecitazione a flessione con z asse neutro

Verifica

1
M
M

Rd,el

Ed ≤               (2.5.54)

Sezione di classe 4
La verifica  deve essere eseguita  con il  metodo elastico,  dove il  modulo di resistenza 

elastico minimo ,mineffW  deve essere calcolato sulla sezione efficace  

0M

,mineffyk
rd,c

Wf
M

γ
⋅

=           (2.5.55)

dove, a seconda dell’asse neutro , il modulo di resistenza a flessione è:

max

y,eff
y,eff z

J
W = se l’asse neutro è y

max

z,eff
z,eff y

J
W = se l’asse neutro è z

Verifica

1
M
M

Rd,c

Ed ≤          (2,5.56)
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Esempio2.3 
Verifiche a flessione monoassiale retta 

 Si considerano  casi di flessione sulle 3 sezioni di classe 1, 3, 4, già classificate 
precedentemente (pag. 24, 27,40) e precisamente:

 IPE 200 di classe 1
 Profilato saldato di classe 3
 Scatolare sottile di classe 4

 Verifica a flessione su un profilato IPE 200
                                                                                                                               Fig.2.64

Si supponga che la sezione più sollecitata  sia sottoposta ad un 
momento flettente di calcolo

Nmk52M Ed =

Caratteristiche meccaniche  del profilato:
materiale S 275        2

yk mm/N275f =

Modulo di resistenza elastico 3
y,el cm194W =

Momento statico 3
y cm110S =

Modulo di resistenza plastico 3
y,pl cm6,220W =

  (prontuario  Hoepli) 

La  sezione  del  profilato  IPE  200  è  stato  nell’esempio  precedente  classificata  
appartenente alla classe 1. Si può quindi utilizzare per la verifica il metodo plastico.

0M

plyk
Rd,plRd,c

Wf
MM

γ
⋅

==

yy,pl S2W = 3
y,pl cm2201102W =⋅=

05,1
10220275M

3

Rd,c
⋅⋅=

mmN57619047M Rd,c ⋅=
mkN62,57M Rd,c ⋅=

Verifica

1
62,57

52
M
M

Rd,c

Ed <=

la sezione è verificata.
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Osservazione
Occorre notare che l’applicazione del metodo elastico su sezioni di classe 1,2 risulta 

più rigoroso  e restrittivo rispetto a quello plastico.

Infatti,  nel  caso esaminato di  verifica a flessione sulla  trave IPE200,  applicando il  
metodo elastico, il momento resistente elastico è:

0M

y,elyk
Rd,plRd,c

Wf
MM

γ
⋅

==

mmN50809523
05,1

10194275M
3

Rd,pl ⋅=⋅⋅=

mkN8,50M Rd,el ⋅=
Verifica

1
8,50

52
M
M

Rd,el

Ed >=

Il momento resistente elastico Rd,elM risulta minore del momento di progetto EdM
Sezione non risulta verificata con il metodo elastico.

Quindi  se si  utilizza  il  metodo elastico per la  verifica  delle  sezioni  di  classe  1,2, 
sicuramente, l’eventuale verifica positiva garantisce, a maggior ragione la verifica con il metodo 
plastico.

Infatti  nel  punto 4.2.3.2 del DM 2008,  norme NTC è riportato che la  verifica con il 
metodo  elastico  può  applicarsi  a  tutte  le  classi  di  sezioni,  con  l’accortezza   di  applicare  i 
parametri  efficaci ( effeff W,A …) per le sezioni di classe 4.

Verifica a flessione profilato saldato di classe 3
                                                                                                                  Fig.2.17

Si prenda ad esempio la trave saldata, non unificata, analizzata 
nell’esempio di sezione di classe 3 (pag.26).

Si supponga che  la sezione più sollecitata sia sottoposta ad un 
momento di progetto sul piano di sollecitazione di traccia l‘asse z:

mkN1500M Ed ⋅=  
Materiale acciaio S275

Le dimensioni sono indicate in figura.

La sezione dl profilato, come si è dimostrato è di classe 3; per la  
verifica a flessione retta è obbligatorio eseguire una verifica con il  
metodo elastico.
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Momento resistente elastico:

0M

y,elyk
Rd,elRd,c

Wf
MM

γ
⋅

==

Modulo di resistenza minimo  a flessione rispetto all’asse y:

max

y
y,el z

J
W =

con:
yJ momento d’inerzia assiale rispetto all’asse y

maxz distanza della fibra estrema, più distante dall’asse neutro.

Momento d’inerzia assiale yJ :

33
y 7615,186

12
12801380

12
1J ⋅⋅⋅−⋅=

47
y mm104,257J ⋅=

Distanza della fibra estrema più distante dall’asse neutro maxz

2
801zmax = mm5,400zmax =

Modulo di resistenza elastica  minima

max

y
,miny,el z

J
W =

5,400
105,257W

7

,miny,el
⋅=

36
,miny,el mm1043,6W ⋅=

Il momento resistente elastico di calcolo è:

0M

,miny,elyk
Rd,elRd,c

Wf
MM

γ
⋅

==

05,1
1043,6275M

6

Rd,el
⋅⋅=

mmN101684M 6
Rd,el ⋅⋅=

mkN1684M Rd,el ⋅=

Verifica.

1
1684
1500

M
M

,miny,pl

Ed <=

verifica soddisfatta.
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Verifica a flessione retta di una sezione sottile di classe 4

                                                                                                                                        Fig.2.66

Si consideri la sezione sottile, esaminata nel precedente 
esempio di una classificazione nella classe 4, (pag.40-45).

Si era supposto un asse neutro  con  mm110yG =  e si  
era ottenuta  una sezione efficace  con  mm111yG = ,  con un  
errore del 1%. Si può quindi ammettere  che sia  mm110yG =  
senza  dovere  calcolare  di  nuovo  la  sezione  efficace  con 

mm111yG = .

La sezione efficace  di  calcolo è quella  riportata nella  
figura Fig.2.66.

Si  supponga  che  la  sezione   appartenga  ad  una 
membratura sollecitata da in momento flettente di calcolo:

mkN5,18M Ed ⋅=

Il profilo è in acciaio S 355
Si verifichi la sezione

La sezione in esame di verifica a flessione  è di classe 4, quindi è obbligatorio impiegare il  
metodo elastico, utilizzando per la determinazione del momento resistente Rd,cM  il modulo di  
resistenza elastico efficace  eff,y,elW  calcolato sulla sezione efficace (di  Fig.2.66   nel caso in  
esame)
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dove:
eff,yJ momento d’inerzia assiale della sezione efficace rispetto all’asse neutro y;

maxz distanza della fibra estrema più distante dall’asse neutro.

Momento d’inerzia efficace eff,yJ
Tale momento d’inerzia si può ottenere sommando i momenti d’inerzia dei due rettangoli,  

considerati  pieni,  che sono al disopra e al  disotto  dell’asse neutro y,  togliendo poi  le parti  
vuote:
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