Ottavio Serra
Tecniche di integrazione. Applicazioni geometriche.
Integrazione per parti.
j u(x).v'(X)dx = u(x)v(x) — j u'(x).v(x)dx. Sidimostra derivando ambo i membri.

Chiaramente, [ u(x)v'(x)dx =[u(x)v(9)]. - [ u'(0).v(x)dx

Integrazione per sostituzione. Se x=¢(t) & una funzione invertibile, a volte I’integrazione si sem-
plifica ponendo

[ 100dx=[ flp®)le (tdt = T (p)dp=G(t) = Glp™ (¥)].
Esempio 1: J' cos(x)e*"™dx . Posto sen(x) =t, dt =cos(x)dx e percid

J'cos(x)ese”‘x)dx = Ie‘dt =e*™"™ ¢,

Esempio 2: J= jxll—xzdx :Hl—senzt costdt = Icosztdt = I%t =%[t+%sen(2t)], quindi

J= %(t +sentcost) = % (arcsenx + xv/1—-x?) +c.

Ovviamente nel caso di integrale definito, se non si vuole tornare alla variabile iniziale, occorre
modificare gli estremi di integrazione.
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Non insisto oltre, perché argomenti ben trattati nelle lezioni curriculari.

Applicazioni geometriche.
Volumi

A fast— ) == B
La figura rappresenta un cono con cilindri inscritti e circoscritti. Ammessa la formula del volume
di un prisma o di un cilindro, area di base per altezza, si ricava il volume del cono (o di una pira-
mide) integrando da 0 ad h (altezza) I’area di una sezione “retta”, cioé ortogonale all’altezza.
A distanza z dal vertice I’area della sezione & S(z) =Saseyz*/h? , percio

h h 22 S(Base) h3 1
V= S(2)dz=[ S sas) 7 02 = _

h2 ? 3 S(Base)h
Nel caso del cono V :%ﬂrzh .

Il volume di una sfera di raggio r si trova allo stesso modo. Fissato un diametro (come asse x), una
sezione retta & un cerchio di raggio ry tale che r,? =r* — X%, percio



r 3 '
V= J‘_r;r(r2 —x3)dx = n.z{rzx—%} = %nﬁ (ho sfruttato la parita della funzione integranda).
0

Esercizio. Se si affetta la sfera con un piano, si ottengono due solidi detti segmenti sferici ad una
base. Ciascuno ¢ il solido compreso tra una calotta e il piano secante. Il diametro perpendicolare al
piano secante interseca ciascuna calotta in un punto detto vertice; la distanza tra il vertice e il piano
secante ¢ detto altezza della calotta ( e del segmento sferico associato). Si calcoli il volume del seg-

mento sferico (ad una base), sapendola sua altezza h e il raggio della sfera. Risp: zh? (r —gj :

Si noti che per h=2r si ottiene il volume della sfera.
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Volume dell’ellissoide di semiassi a b c. L’equazione dell’ellissoide e —2+Z—2+—2 =1.
a C
Assunto I’asse 2c sull’asse z, la sezione retta S(z) é Iellisse di equazione
2 2 2 2 2
X z X . X
—2+y—2:1——2:> TR —=1, la cui area & S(z)=mna,b, ovvero
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S(2) = ﬂa\/l—z—z.b\/ ~Z__ rab(1-<).Percid il volume dell’ellissoide &
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Esercizio 1. Volume del solido che si ottiene facendo ruotare di un angolo giro il segmento parabo-

lico y=x?, 0<x<a, intorno all’asse delle x.
5

V= JjS(x)dx = Ioaﬂyzdx = nfoa x‘dx = n%

Esercizio 2. Volume del solido che si ottiene facendo ruotare di un angolo giro il segmento parabo-
lico y=x?, 0<x<a intorno all’asse delle y.
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Lunghezza di un arco di curva regolare.

Sia y un arco di curva regolare di equazioni parametriche x=x(t), y=y(t), z=z(t): per le curve piane
manca la 3% equazione. Il parametro t vari in un intervallo [a,b]. Si introduce una poligonale P(0)
P(1),...P(n) dopo aver diviso [a,b] in n parti At;=t; — ti1(magari uguali). La lunghezza della poligo-

nale & Zn:\/[(x(ti)— x(ti_l)]2 +[(y(t) - y(ti_l)]2 +[(z(t;) - z(ti_l)]2 .Per il teorema di Lagrange




_zn:\/[(x'(fix)mi)]z +[(Y'(Tiy)mi)]2 +[(Z'(TiZ)Ati)]2 , essendo z*, ¢’, 2 convenienti punti in-

b
terni a [ti.1, t;]. Passando al limite per Max{At;}—0, si ottiene L(y) = ja \/ X2 (t)+ y'?(t) + 2'(t)dt .

Esempi. Lunghezza della circonferenza di raggio r . x=rcost, y=rsent, 0<t<2x
. 2r _ 2 2 _
L= jo JJ(=rsent)? + (rcost)?dt = 2zr.

Lunghezza di un arco di spirale equiangola x=tcost, y=tsent, 0<t<a.
2

a a [04
L= J(~tsent)? + (tcost)?dt = [ tdt= -

Lunghezza dell’arco di cicloide x=r(t-sent, y=r(1-cost) , 0<t<2mx.

27 27 2z [1—cost 2n t
L:J'0 \/[r(l—cost)]z+[r.sent]2dt=rjo w/(2—2cost.dt=2rf0 N 5 dt=2rI0 senEdt=8r.

Lunghezza dell’arco di parabola y=x? in [0,1]. Equazioni parametriche: x=t, y=t*.

L=[;VL+axdx=. :%[2\E+

I09(2+\/g)] (E’ difficile, ma esprimibile con funzioni elementari).

Lunghezza dell’ellisse. Equazioni parametriche: x=acost, y=bsent, t in [0,27x]. Per la simmetria ri-
spetto agli assi si ha:

L= 4J'05\/azsen2(t) +b? cos?(t)dt . (Non esprimibile con funzioni elementari!!!).

Aree di superfici dello spazio.
Il problema é ancor piu difficile che per le lunghezze. Ci limitiamo a casi molto semplici, postulan-
do che I’area laterale di un prisma retto sia perimetro di base per altezza, e quindi I’area laterale di
un cilindro circolare retto e 2ar.h.
Area laterale del cono (raggio di base r, apotema a). Considerata una circonferenza sezione pa-
rallela alla base, a distanza x dal vertice lungo I’apotema, la sua lunghezza sara L(X)=2xr.x/a e
I’area di una fascia di lunghezza dx lungo I’apotema, che a meno di infinitesimi di ordine superiore
rispetto a dx si pud assimilare a un cilindro, sara dS=(2xr.x/a)dx e integrando da 0 ad a si ottiene

Slaterale = Tra.

Area di una calotta sferica di altezza h (r raggio della sfera).

Verificare che si trova S = 2arh. (suggerimento non obbligato: considerare I’arco s misurato sul
“meridiano” a partire dal vertice fino al punto generico P e il corrispondente angolo ¢ che varia da
zero a @ (quando P arriva al bordo della calotta).

Verificare che la stessa formula vale per la zona sferica di altezza h (differenza di due calotte...).



