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Equazioni differenziali ordinarie - ODE


Capitolo 8

Equazioni differenziali ordinarie (ODE)

Le equazioni differenziali rappresentano uno strumento di base nella modellistica matematica in svariati campi applicativi, dalla meccanica, all’astronomia, alle scienze economiche e più recentemente alla chimica, alla biologia, all’informatica.

Tuttavia, affinché il modello matematico che ne deriva sia utile, occorrono validi strumenti risolutivi. Tali strumenti possono essere di natura qualitativa, quando danno informazioni sul comportamento della soluzione, o di tipo quantitativo quando forniscono approssimazioni numeriche delle soluzioni.

Spesso nelle applicazioni i due aspetti sono ugualmente importanti e in ogni caso possono integrarsi tra loro utilmente. Infatti, uno studio preliminare dell’equazione può suggerire il metodo numerico più adatto e viceversa uno studio sperimentale mediante metodi numerici può fornire indicazioni su aspetti qualitativi della soluzione.

Un generico problema di equazioni differenziali ordinarie, si può ricondurre allo studio di un insieme di n equazioni differenziali di primo ordine, aventi forma generale:
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Errore relativo commesso fra l'elaborazione Linux e Windows


dove le funzioni fi sono note. I problemi concernenti le ODE non sono completamente specificati dalle loro equazioni. E’ importante, per poter risolverle, conoscere le condizioni al contorno. Generalmente, il metodo numerico applicabile sarà deciso proprio in funzione delle condizioni al contorno. I problemi a valori al contorno si dividono in due categorie molto più ampie. Problemi a valori iniziali, in cui sono noti i valori che assumono le yi in corrispondenza di alcuni punti iniziali xs. Problemi a valori in due punti.

Numericamente i metodi maggiormente utilizzati per risolvere i problemi a valori iniziali sono:

· Metodi di Runge-kutta:

· Metodi predictor-corrector

Nella routine Ode45 è implementato il metodo di Runge-Kutta-Fehlberg, basato sul calcolo di due valori RK di ordine differente e sulla sottrazione dei risultati per arrivare ad una stima dell’errore. Questa tecnica porta alla seguente formula del quarto ordine:
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unitamente alla formula del quinto ordine:
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con:


[image: image4.wmf])

40

11

4104

1859

2565

3544

2

27

8

,

2

1

(

)

410

845

513

3680

8

216

439

,

(

)

2197

7296

2197

7200

2197

1932

,

13

12

(

)

32

9

32

3

,

8

3

(

)

4

1

,

4

1

(

)

,

(

5

4

3

2

1

6

4

3

2

1

5

3

2

1

4

2

1

3

1

2

1

hk

hk

hk

hk

hk

y

h

x

f

k

hk

hk

hk

hk

y

h

x

f

k

hk

hk

hk

y

h

x

f

k

hk

hk

y

h

x

f

k

hk

y

h

x

f

k

y

x

f

k

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

i

-

+

-

+

-

+

=

-

+

-

+

+

=

+

-

+

+

=

+

+

+

=

+

+

=

=


L’errore ricavato sottraendo la (8.1) alla (8.2), è il seguente:
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E’ possibile dunque risolvere un’equazione differenziale ordinaria con la (8.1) e ottenere una stima dell’errore con la (8.3).

Ode45

Scopo:
risoluzione di un’equazione differenziale ordinaria (O.D.E.) di primo ordine in un intervallo compatto.

Specifiche:
subroutine ode45(f, a, b, y0, m, tol, n, x, y, ifail)


integer m, n, ifail


real a, b, y0, tol, x(n), y(n)


real f


external f

Descrizione:
Background del problema

Il problema matematico è quello di determinare una funzione y(x) che soddisfi un’equazione del tipo y(=f(x,y) ( x ( [a, b] con la condizione y(a)=y0; la soluzione del problema esiste ed è unica nelle seguenti ipotesi:

1. f è continua nella striscia S={(x,y) : x( [a, b], y ( R}

2. ( y, y* ( L > 0 : f(x, y) – f(x, y*) ( L y-y* ( x ( [a, b].

Tale problema può essere risolto numericamente nel modo seguente: si discretizza l’intervallo d’integrazione considerando l’insieme di nodi xi+1 = xi + hi, i = 0,1,…, dove x0 è il punto in cui è assegnata la condizione iniziale e hi sono i passi di discretizzazione. In corrispondenza dell’insieme dei nodi xi un particolare metodo genera una sequenza di valori yi che definiscono la soluzione discreta e rappresentano le approssimazioni dei valori y(xi) della soluzione del problema continuo. I metodi in cui l’approssimazione al passo i+1 dipende solo da quella al passo i sono detti one-step, e si esprimono in generale nella forma:
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Descrizione dell’algoritmo


L’algoritmo si basa sui metodi di Runge-Kutta di ordine 4 e 5. Essi esprimono la funzione  come combinazione lineare di valori della funzione f(x, y) in particolari punti, in modo che la soluzione numerica yi+1 coincida con lo sviluppo di Taylor di f(xi+1) fino al termine di ordine 4 e 5. La differenza tra le soluzioni ottenute con metodi di ordine diverso fornisce una stima dell’errore commesso. Il passo di discretizzazione h è variato in maniera adattativa in modo che l’errore sia ad ogni passo minore della tolleranza richiesta.


Raccomandazioni sull’uso

Gli estremi dell’intervallo di integrazione devono essere ordinati. Il numero iniziale di intervalli ed il numero di valori da calcolare devono essere positivi. La tolleranza assoluta deve essere non negativa.

Bibliografia:
[1], [2], [5]

Parametri di I/O:
input:



f
-
funzione reale, 2° membro dell’equazione y’=f(x,y)



a
-
reale, estremo inferiore dell’intervallo



b
-
reale, estremo superiore dell’intervallo



y0
-
reale, valore iniziale in a



m
-
intero, numero iniziale di intervalli



tol
-
reale, tolleranza richiesta



n
-
intero, numero massimo di valori da calcolare




output:



x
-
vettore di reali, punti di griglia



y
-
vettore di reali, valori della soluzione in x



ifail
-
intero, indicatore d’errore

Indicatori d’errore:
errori gestisti dalla subroutine:


ifail = 0
nessun errore.


ifail = 2
la tolleranza assoluta è negativa


ifail = 11
il numero dei punti è non positivo


ifail = 23
gli estremi non sono ordinati


ifail = 24
il numero iniziale di intervalli è non positivo


ifail = 25
l’estremo destro non è stato raggiunto per insufficienza del numero dei valori richiesti


ifail = 26
l’estremo destro non è stato raggiunto per superamento del valore minimo consentito per il passo di discretizzazione.

Routines ausiliarie:
tolm, funzione reale, tolleranza minima relativa.

Tempo di esecuzione:
dipende dalla complessità di valutazione di f (6 valutazioni per passo) e dal numero di passi, e questo a sua volta dai valori di tol e m.

Memoria richiesta:
sono allocati due array di dimensione n.

Accuratezza fornita:
dipende dalla tolleranza richiesta.

Esempio di programma chiamante:

      Program ode45d

c     Programma dimostrativo della subroutine ode 45

      external ode45

      real f6

      external f6

      integer dim

      parameter (dim=100)

      real a,b,y0,tol,x(dim),y(dim)

      integer m,n,ifail

      character*12 fout

      print*,'*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE ODE45 ***'

      print*

      print*,'Risoluzione dell''equazione y''=-30*y'

      print*

      print*,'Estremi dell''intervallo= '

      read(*,*)a,b

      print*,'Valore iniziale= '

      read(*,*)y0

      print*,'Numero iniziale di intervalli= '

      read(*,*)m

      print*,'Tolleranza richiesta= '

      read(*,*)tol

      write(*,10)'Numero massimo di valori da calcolare max(',dim,')= '

      read(*,*)n

      call ode45(f6,a,b,y0,m,tol,n,x,y,ifail)

      if (ifail .eq. 2) stop 'Errore! tolleranza assoluta non valida'

      if (ifail .eq. 11) stop 'Errore! numero di punti non valido'

      if (ifail .eq. 23) stop 'Errore! estremi non ordinati'

      if (ifail .eq. 24) 

     %    stop 'Errore! numero iniziale di intervalli non valido'

      if (ifail .eq. 25) 

     %    print*,'Attenzione! estremo destro non raggiunto'

      if (ifail .eq. 26)

     %    print*,'Attenzione! superamento del passo minimo'

      print*

      print*,'Nome del file di output= '

      read(*,'(A)')fout

      open(12,FILE=fout)

      write(12,10)'Soluzione tabellata su ',n,' punti:'

      write(12,10)'x='

      write(12,20)(x(i),i=1,n)

      write(12,*)

      write(12,10)'y='

      write(12,20)(y(i),i=1,n)

      close(12)                    

      write(*,10)'Soluzione tabellata su ',n,' punti:'

      write(*,30)'x=','y='

      write(*,40)(x(i),y(i),i=1,n)

   10 format(1X,A,I3,A)

   20 format(1X,E15.7)

   30 format(1X,A2,14X,A2)

   40 format(1X,E15.7,1X,E15.7)

      End

Ode – casi di prova

La dimostrazione del funzionamento della subroutine Ode45 verterà sulla risoluzione di un’equazione test per la quale è stato tenuto conto della regione di stabilità, per l’inserimento del numero iniziale di intervalli e, indirettamente, del passo iniziale di discretizzazione

Esecuzione eseguita sotto Windows:

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE ODE45 ***

Risoluzione dell'equazione y'=-30*y

Estremi dell'intervallo= 0 4

Valore iniziale= 1

Numero iniziale di intervalli= 45

Tolleranza richiesta= 1e-2

Numero massimo di valori da calcolare max(100)= 100

Nome del file di output= ode.o

Soluzione tabellata su 40 punti:

x=        

    .0000000E+00

    .1681295E-01

    .3595965E-01

    .5756135E-01

    .8235950E-01

    .1113126E+00

    .1458748E+00

    .1883311E+00

    .2425392E+00

    .3156868E+00

    .4238355E+00

    .6439123E+00

    .7577029E+00

    .8856304E+00

    .1025125E+01

    .1155158E+01

    .1265979E+01

    .1370773E+01

    .1492427E+01

    .1641726E+01

    .1755221E+01

    .1873058E+01

    .2003524E+01

    .2139241E+01

    .2263379E+01

    .2373291E+01

    .2483238E+01

    .2611430E+01

    .2757591E+01

    .2866114E+01

    .2978098E+01

    .3110577E+01

    .3257294E+01

    .3362162E+01

    .3470308E+01

    .3605113E+01

    .3761090E+01

    .3861802E+01

    .3966718E+01

    .4000000E+01

y=

    .1000000E+01

    .6038614E+00

    .3399819E+00

    .1778125E+00

    .8447955E-01

    .3541533E-01

    .1252506E-01

    .3467555E-02

    .6408464E-03

    .3073312E-04

   -.1510566E-04

    .2616905E-03

   -.1730349E-03

    .2175581E-03

   -.4302022E-03

    .5897972E-03

   -.3348511E-03

    .1357968E-03

   -.1302512E-03

    .3640452E-03

   -.2371739E-03

    .1908820E-03

   -.2663325E-03

    .4569114E-03

   -.4889966E-03

    .2645520E-03

   -.1433872E-03

    .1822753E-03

   -.4575627E-03

    .2295842E-03

   -.1384890E-03

    .2094381E-03

   -.5359792E-03

    .2183158E-03

   -.1072903E-03

    .1777140E-03

   -.6183457E-03

    .1942268E-03

   -.7934280E-04

   -.2917640E-04

Esecuzione eseguita sotto Linux:

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE ODE45 ***

Risoluzione dell'equazione y'=-30*y

Estremi dell'intervallo= 0 4

Valore iniziale= 1

Numero iniziale di intervalli= 45

Tolleranza richiesta= 1e-2

Numero massimo di valori da calcolare max(100)= 100

Nome del file di output= ode.o

Soluzione tabellata su 40 punti:

I valori ottenuti dall’elaborazione effettuata in Linux sono riportati in tabella.

	Punti di griglia calcolati in Windows
	Valori calcolati da ode45 in windows 


	Punti di griglia calcolati in Linux
	Valori calcolati da ode45 in Linux 
	Differenze tra i pt di griglia calcolati in Windows e Linux
	Errore relativo Windows-Linux

	.0000000E+00

.1681295E-01

.3595965E-01

.5756135E-01

.8235950E-01

.1113126E+00

.1458748E+00

.1883311E+00

.2425392E+00

.3156868E+00

.4238355E+00

.6439123E+00

.7577029E+00

.8856304E+00

.1025125E+01

.1155158E+01

.1265979E+01

.1370773E+01

.1492427E+01

.1641726E+01

.1755221E+01

.1873058E+01

.2003524E+01

.2139241E+01

.2263379E+01

.2373291E+01

.2483238E+01

.2611430E+01

.2757591E+01

.2866114E+01

.2978098E+01

.3110577E+01

.3257294E+01

.3362162E+01

.3470308E+01

.3605113E+01

.3761090E+01

.3861802E+01

.3966718E+01

.4000000E+01


	 .1000000E+01

 .6038614E+00

 .3399819E+00

 .1778125E+00

 .8447955E-01

 .3541533E-01

 .1252506E-01

 .3467555E-02

 .6408464E-03

 .3073312E-04

-.1510566E-04

 .2616905E-03

-.1730349E-03

 .2175581E-03

-.4302022E-03

 .5897972E-03

-.3348511E-03

 .1357968E-03

-.1302512E-03

 .3640452E-03

-.2371739E-03

 .1908820E-03

-.2663325E-03

 .4569114E-03

-.4889966E-03

 .2645520E-03

-.1433872E-03

 .1822753E-03

-.4575627E-03

 .2295842E-03

-.1384890E-03

 .2094381E-03

-.5359792E-03

 .2183158E-03

-.1072903E-03

 .1777140E-03

-.6183457E-03

 .1942268E-03

-.7934280E-04

-.2917640E-04
	          0

1.6813e-002

3.5960e-002

5.7561e-002

8.2360e-002

1.1131e-001

1.4587e-001

1.8833e-001

2.4254e-001

3.1569e-001

4.2384e-001

6.4391e-001

7.5770e-001

8.8563e-001

1.0251e+000

1.1552e+000

1.2660e+000

1.3708e+000

1.4924e+000

1.6417e+000

1.7552e+000

1.8731e+000

2.0035e+000

2.1392e+000

2.2634e+000

2.3733e+000

2.4832e+000

2.6114e+000

2.7576e+000

2.8661e+000

2.9781e+000

3.1106e+000

3.2573e+000

3.3622e+000

3.4703e+000

3.6051e+000

3.7611e+000

3.8618e+000

3.9667e+000

4.0000e+000
	 1.0000e+000

 6.0386e-001

 3.3998e-001

 1.7781e-001

 8.4479e-002

 3.5415e-002

 1.2525e-002

 3.4676e-003

 6.4085e-004

 3.0733e-005

-1.5106e-005

 2.6169e-004

-1.7303e-004

 2.1756e-004

-4.3020e-004

 5.8980e-004

-3.3485e-004

 1.3580e-004

-1.3025e-004

 3.6404e-004

-2.3717e-004

 1.9088e-004

-2.6633e-004

 4.5691e-004

-4.8899e-004

 2.6455e-004

-1.4339e-004

 1.8228e-004

-4.5756e-004

 2.2958e-004

-1.3849e-004

 2.0944e-004

-5.3598e-004

 2.1832e-004

-1.0729e-004

 1.7771e-004

-6.1834e-004

 1.9423e-004

-7.9343e-005

-2.9177e-005
	0

0

0

1.0000e-008

2.0000e-008

1.0000e-007

0

0

0

0

1.0000e-007

4.0000e-007

4.0000e-007

3.0000e-007

0

0

1.0000e-006

1.0000e-006

1.0000e-006

0

1.0000e-006

1.0000e-006

1.0000e-006

1.0000e-006

0

0

0

1.0000e-006

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
	0

0

0

0

7.1023e-007

8.4709e-007

7.9840e-007

5.7678e-007

1.4044e-006

4.8808e-006

3.9720e-006

1.1464e-006

2.3117e-006

1.8386e-006

4.6490e-007

1.5259e-006

5.6741e-006

2.9456e-006

5.3743e-006

8.2408e-006

1.2649e-006

1.2049e-005

7.5094e-006

7.4413e-006

1.6156e-005

3.0240e-006

1.7435e-005

2.0847e-005

1.0927e-006

1.7423e-006

4.3325e-006

1.9099e-006

2.7986e-006

0

2.7961e-006

1.1254e-006

2.4258e-006

3.6040e-006

4.9154e-006

4.7984e-006
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Curva soluzione dell’equazione y’ = -30y


Verifica delle possibili situazioni d’errore:

1- Caso in cui la tolleranza assoluta inserita sia non positiva – ifail = 2

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE ODE45 ***

Risoluzione dell'equazione y'=-30*y

Estremi dell'intervallo= 0 4

Valore iniziale= 1

Numero iniziale di intervalli= 45

Tolleranza richiesta= -1e-3

Numero massimo di valori da calcolare max(100)= 100

Errore! tolleranza assoluta non valida

2- Caso in cui il numero di punti inserito sia non positivo – ifail = 11

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE ODE45 ***

Risoluzione dell'equazione y'=-30*y

Estremi dell'intervallo= 0 4

Valore iniziale= 1

Numero iniziale di intervalli= 45

Tolleranza richiesta= 1e-2

Numero massimo di valori da calcolare max(100)= -100

Errore! numero di punti non valido

3- Caso in cui gli stremi inseriti non siano ordinati – ifail = 23

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE ODE45 ***

Risoluzione dell'equazione y'=-30*y

Estremi dell'intervallo= 4 0

Valore iniziale= 1

Numero iniziale di intervalli= 45

Tolleranza richiesta= 1e-3

Numero massimo di valori da calcolare max(100)= 100

Errore! estremi non ordinati

4- Caso in cui il numero iniziale di intervalli non sia positivo – ifail = 24

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE ODE45 ***

Risoluzione dell'equazione y'=-30*y

Estremi dell'intervallo= 0 4

Valore iniziale= 1

Numero iniziale di intervalli= -20

Tolleranza richiesta= -1e-3

Numero massimo di valori da calcolare max(100)= 100

Errore! numero iniziale di intervalli non valido

5- Caso in cui venga inserito un numero di valutazioni insufficiente al calcolo 

   dell’equazione nell’intervallo inserito – ifail = 25

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE ODE45 ***

Risoluzione dell'equazione y'=-30*y

Estremi dell'intervallo= 0 4

Valore iniziale= 1

Numero iniziale di intervalli= 45

Tolleranza richiesta= 1e-2

Numero massimo di valori da calcolare max(100)= 30

Attenzione! estremo destro non raggiunto

Nome del file di output= ode.o

Soluzione tabellata su 30 punti:

x=   

     .0000000E+00

     .4031327E-02

     .7442230E-02

     .1054476E-01

     .1350980E-01

     .1644327E-01

     .1941853E-01

     .2249200E-01

     .2571170E-01

     .2912255E-01

     .3277018E-01

     .3670419E-01

     .4098146E-01

     .4566998E-01

     .5085385E-01    

     .5664004E-01

     .6316847E-01

     .7062729E-01

     .7927749E-01

     .8949444E-01

     .1018427E+00

     .1172232E+00
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