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Matrici e sistemi lineari – Matrici sparse strutturate


Parte seconda - Matrici sparse strutturate

Bsbpk

Scopo:
risoluzione di un sistema U*x=b con la matrice dei coefficienti U di tipo triangolare superiore.

Specifiche:
subroutine bsbpk(u,b,n,ifail)


integer n, ifail


real u(n*(n+1)/2), b(n) 

Descrizione:
Background del problema


Il problema riguarda la risoluzione di un sistema lineare con matrice dei coefficienti triangolare superiore e non singolare. In queste condizioni, la risoluzione è molto semplice se si usa il metodo di sostituzione all’indietro (Backward Substitution). Si può spesso ricondursi nelle condizioni precedenti, tramite una fattorizzazione della matrice dei coefficienti del sistema in esame


Descrizione dell’algoritmo


L’algoritmo si riduce all’implementazione del metodo backward substitution applicato al sistema U*x=b con U={uij} matrice dei coefficienti e b={b1,…,bn} vettore dei termini noti, che consente di calcolare le incognite del sistema nel modo seguente:
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ovviamente tale metodo è applicabile solo se ogni elemento della diagonale principale della matrice in esame è non nullo, vale a dire solo se la matrice è non singolare. Per evitare accessi a blocchi di memoria diversi, con conseguente aumento della complessità di tempo, l’algoritmo implementato lavora per colonne.


Raccomandazioni sull’uso


E’ essenziale per il funzionamento dell’algoritmo che la matrice sia non singolare. Inoltre, poiché l’algoritmo si trova ad operare su di una matrice sparsa strutturata, che ha un intero triangolo nullo, si preferisce memorizzare tale matrice come un vettore (array formato packed), il che consente una notevole  riduzione della complessità sia di tempo sia di spazio. Si raccomanda di utilizzare, per  la risoluzione di un sistema di ordine n, un vettore di lunghezza n*(n+1)/2, contenente solo gli elementi non nulli della matrice, ordinati per righe. Per ridurre la complessità di spazio, il vettore in uscita della subroutine è lo stesso vettore di ingresso, nel quale  erano memorizzati i termini noti del sistema. Se è necessario un successivo utilizzo di tali valori, si consiglia di salvarli in un opportuno vettore prima dell’uso della subroutine.

Bibliografia:
[1], [2]

Parametri di I/O:
input:



u
-
vettore di reali, elementi del triangolo superiore di U



b
-
vettore di reali, termini noti del sistema



n
-
intero, ordine della matrice


output:


b
-
vettore di reali, soluzione del sistema



ifail
-
intero, indicatore d’errore

Indicatori d’errore:
errori gestisti dalla subroutine:


ifail = 0
nessun errore


ifail = 3
la dimensione inserita non è valida (non positiva)


ifail = 4
la matrice inserita è singolare 

Routines ausiliarie:
nessuna

Tempo di esecuzione:
l’algoritmo richiede l’esecuzione di n*(n+1)/2 moltiplicazioni e di n*(n-1)/2 addizioni, la complessità è asintotica dell’ordine O(n2/2)

Memoria richiesta:
sono dichiarati due array, di dimensione n*(n+1)/2, di reali

Accuratezza fornita:
metodo esatto a meno del condizionamento della matrice e degli errori di round-off

Esempio di programma chiamante:

      Program bsbpkd

c     Programma dimostrativo della subroutine bsbpk

      external bsbpk

      integer dim

      parameter (dim=10)

      real u(dim*(dim+1)/2),b(dim)             

      integer n,ifail

      character*12 fin,fout

      print*,'*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE BSBPK ***'

      print*

      write(*,10)'Ordine del sistema (max ',dim,') = '

      read(*,*)n      

      print*,'Nome del file di input = '

      read(*,'(A)')fin

      open(11,FILE=fin,STATUS='OLD')

      do 1 i=1,n*(n+1)/2
         read(11,*)u(i)

    1 continue

      read(11,*)

      do 2 i=1,n

         read(11,*)b(i)

    2 continue

      close(11)

      print*

      call bsbpk(u,b,n,ifail)

      if (ifail .eq. 3) stop 'Errore! dimensione non valida'

      if (ifail .eq. 4) stop 'Errore! matrice singolare'

      print*,'Nome del file di output = '

      read(*,'(A)')fout

      open(12,FILE=fout)

      write(12,20)(b(i),i=1,n)

      close(12)                    

      print*,'Soluzione del sistema = '

      write(*,20)(b(i),i=1,n)

   10 format (1X,A,I3,A)

   20 format (1X,E14.7)  

      End     
Bsbpk casi di prova

Anche per il test di questa subroutine si è utilizzato matlab come metro di  paragone. Si è impiegato matlab, sia per generare un sistema sia presentasse delle caratteristiche di malcondizionamento, sia per verificare le soluzioni ottenute e per rappresentare graficamente la misura del discostamento fra i valori calcolati da matlab e quelli calcolati da bsnpk

% *** M-FILE PER LA RISOLUZIONE DI UN SISTEMA LINEARE

% *** TRIANGOLARE SUPERIORE DI ORDINE 10, CON MATRICE

% *** DEI COEFFICIENTI MAL CONDIZIONATA (MATRICE DI HILBERT)

% generazione di una matrice di hilbert di ordine 10

h=hilb(10)

% calcolo della matrice dei coefficienti (triangolare superiore)

a=triu(h)

% calcolo dell'indice di condizionamento

cond(a)

% generazione di un vettore casuale di termini noti

b=randn(10,1)

% soluzione del sistema

x=a\b

l’output dell’m-file è il seguente:

h =

  Columns 1 through 7 

    1.0000    0.5000    0.3333    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429

    0.5000    0.3333    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429    0.1250

    0.3333    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429    0.1250    0.1111

    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429    0.1250    0.1111    0.1000

    0.2000    0.1667    0.1429    0.1250    0.1111    0.1000    0.0909

    0.1667    0.1429    0.1250    0.1111    0.1000    0.0909    0.0833

    0.1429    0.1250    0.1111    0.1000    0.0909    0.0833    0.0769

    0.1250    0.1111    0.1000    0.0909    0.0833    0.0769    0.0714

    0.1111    0.1000    0.0909    0.0833    0.0769    0.0714    0.0667

    0.1000    0.0909    0.0833    0.0769    0.0714    0.0667    0.0625

  Columns 8 through 10 

    0.1250    0.1111    0.1000

    0.1111    0.1000    0.0909

    0.1000    0.0909    0.0833

    0.0909    0.0833    0.0769

    0.0833    0.0769    0.0714

    0.0769    0.0714    0.0667

    0.0714    0.0667    0.0625

    0.0667    0.0625    0.0588

    0.0625    0.0588    0.0556

    0.0588    0.0556    0.0526

a =

  Columns 1 through 7 

    1.0000    0.5000    0.3333    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429

         0    0.3333    0.2500    0.2000    0.1667    0.1429    0.1250

         0         0    0.2000    0.1667    0.1429    0.1250    0.1111

         0         0         0    0.1429    0.1250    0.1111    0.1000

         0         0         0         0    0.1111    0.1000    0.0909

         0         0         0         0         0    0.0909    0.0833

         0         0         0         0         0         0    0.0769

         0         0         0         0         0         0         0

         0         0         0         0         0         0         0

         0         0         0         0         0         0         0

  Columns 8 through 10 

    0.1250    0.1111    0.1000

    0.1111    0.1000    0.0909

    0.1000    0.0909    0.0833

    0.0909    0.0833    0.0769

    0.0833    0.0769    0.0714

    0.0769    0.0714    0.0667

    0.0714    0.0667    0.0625

    0.0667    0.0625    0.0588

         0    0.0588    0.0556

         0         0    0.0526

ans =

   41.1930

b =

    1.1650

    0.6268

    0.0751

    0.3516

   -0.6965

    1.6961

    0.0591

    1.7971

    0.2641

    0.8717

x =

    0.3445

    1.8656

   -1.3976

    8.3392

  -22.8439

   18.1610

  -24.1929

   22.7982

  -11.1525

   16.5618

Esecuzione di bsbpk effettuata in windows:

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE BSBPK ***

Ordine del sistema (max  10) = 10 

Nome del file di input = bsb.i

Soluzione del sistema =

  .3443416E+00

  .1863456E+01

 -.1393423E+01

  .8335445E+01

 -.2282905E+02

  .1814359E+02

 -.2418162E+02

  .2280855E+02

 -.1117885E+02

  .1657224E+02

Esecuzione di bsbpk effettuata in linux:

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE BSBPK ***

Ordine del sistema (max  10) = 10 

Nome del file di input = bsb.i

Soluzione del sistema = 

   .3443416E+00

   .1863456E+01

  -.1393423E+01

   .8335445E+01

  -.2282905E+02

   .1814359E+02

  -.2418162E+02

   .2280855E+02

  -.1117885E+02

   .1657224E+02

Valori calcolati da matlab
Valori calcolati da Bsbpk in windows
Valori calcolati da bsbpk in linux 
Errore relativo winwows-linux
Errore relativo

Matlab-bsbpk

  3.4450e-001

  1.8656e+000

 -1.3976e+000

  8.3392e+000

 -2.2844e+001

  1.8161e+001

 -2.4193e+001

  2.2798e+001

 -1.1152e+001

  1.6562e+001
   .3443416E+00

   .1863456E+01

  -.1393423E+01

   .8335445E+01

  -.2282905E+02

   .1814359E+02

  -.2418162E+02

   .2280855E+02

  -.1117885E+02

   .1657224E+02


   .3443416E+00

   .1863456E+01

  -.1393423E+01

   .8335445E+01

  -.2282905E+02

   .1814359E+02

  -.2418162E+02

   .2280855E+02

  -.1117885E+02

   .1657224E+02


0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
  4.6001e-004

  1.1506e-003

  2.9977e-003

  4.5049e-004

  6.5049e-004

  9.5957e-004

  4.6647e-004

  4.5378e-004

  2.3571e-003

  6.2997e-004



Rappresentazione grafica dell’errore relativo commesso
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Test sui possibili casi di errore:

1 - Caso in cui la dimensione inserita sia non positiva – ifail = 3

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE BSBPK ***

Ordine del sistema (max  10) = 0

Nome del file di input = bsbpk.i

Errore! dimensione non valida

2 - Caso in cui la matrice inserita sia singolare – ifail = 4

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE BSBPK ***

Ordine del sistema (max  10) = 3

Nome del file di input = bsbpk.i

Errore! matrice singolare

Fsbpk

Scopo:
risoluzione di un sistema L*x=b con matrice dei coefficienti L di tipo triangolare inferiore.

Specifiche:
subroutine fsbpk(l, b, n, ifail)


integer n, ifail


real l(n*(n+1)/2), b(n)

Descrizione:
Background del problema

Il problema riguarda la risoluzione di un sistema lineare con matrice dei coefficienti in forma triangolare inferiore e non singolare. In queste condizioni, la risoluzione è molto semplice se si usa il metodo di sostituzione in avanti (Forward Substitution). Si può spesso ricondursi nelle condizioni richieste, tramite una fattorizzazione della matrice dei coefficienti del sistema in esame


Descrizione dell’algoritmo


L’algoritmo si riduce all’implementazione del metodo forward substitution applicato al sistema L*x=b con L={lij} matrice dei coefficienti e b={b1,…,bn} vettore dei termini noti, che consente di calcolare le incognite del sistema nel modo seguente:
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tale metodo è applicabile solo se ogni elemento della diagonale principale della matrice in esame è non nullo, cioè solo se la matrice è non singolare. Per evitare accessi a blocchi di memoria diversi, con conseguente aumento della complessità di tempo, l’algoritmo implementato lavora per colonne.


Raccomandazioni sull’uso

E’ essenziale per il funzionamento dell’algoritmo che la matrice sia non singolare. Inoltre, poiché l’algoritmo si trova ad operare su di una matrice sparsa strutturata, che ha un intero triangolo nullo, si preferisce memorizzare tale matrice come un vettore (array formato packed), il che consente una notevole  riduzione della complessità sia di tempo, sia di spazio. 


Si raccomanda di utilizzare, per  la risoluzione di un sistema di ordine n, un vettore di lunghezza n*(n+1)/2, contenente solo gli elementi non nulli della matrice, ordinati per righe. Per ridurre la complessità di spazio, il vettore in uscita della subroutine è lo stesso vettore di ingresso, nel quale  erano memorizzati i termini noti del sistema. 


Se è necessario un successivo utilizzo di tali valori, si consiglia di salvarli in un opportuno vettore prima dell’uso della subroutine.

Bibliografia:
[1], [2]

Parametri di I/O:
input:



l
-
vettore di reali, elementi del triangolo inferiore L



b
-
vettore di reali, termini noti del sistema



n
-
intero, ordine della matrice


output:


b
-
vettore di reali, soluzione del sistema



ifail
-
intero, indicatore d’errore

Indicatori d’errore:
errori gestisti dalla subroutine:


ifail = 0
nessun errore


ifail = 3
la dimensione inserita non è valida (non positiva)


ifail = 4
la matrice inserita è singolare 

Routines ausiliarie:
nessuna

Tempo di esecuzione:
l’algoritmo richiede l’esecuzione di n*(n+1)/2 moltiplicazioni e di n*(n-1)/2 addizioni, la complessità è asintotica dell’ordine O(n2/2)

Memoria richiesta:
sono dichiarati due array di dimensione n*(n+1)/2

Accuratezza fornita:
metodo esatto a meno del condizionamento della matrice e degli errori di round-off

Esempio di programma chiamante:

      Program fsbpkd

c     Programma dimostrativo della subroutine fsbpk

      external fsbpk

      integer dim

      parameter (dim=100)

      real l(dim*(dim+1)/2),b(dim)             

      integer n,ifail

      character*12 fin,fout

      print*

      print*,'*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE FSBPK ***'

      print*

      write(*,10)'Ordine del sistema (max ',dim,') ='

      read(*,*)n      

      print*      

      print*,'Nome del file di input ='

      read(*,'(A)')fin

      open(11,FILE=fin,STATUS='OLD')

      do 1 i=1,n*(n+1)/2

         read(11,*)l(i)

    1 continue

      read(11,*)

      do 2 i=1,n

         read(11,*)b(i)

    2 continue

      close(11)                                 

      print*

      call fsbpk(l,b,n,ifail)

      if (ifail .eq. 3) stop 'Errore! dimensione non valida'

      if (ifail .eq. 4) stop 'Errore! matrice singolare'

      print*,'Nome del file di output ='

      read(*,'(A)')fout

      open(12,FILE=fout)

      write(12,20)(b(i),i=1,n)

      close(12)                    

      print*,'Soluzione del sistema ='

      write(*,20)(b(i),i=1,n)

   10 format (1X,A,I3,A)

   20 format (1X,E14.7)  

      End  

Fsbpk  - casi di prova

In modo analogo a quanto fatto in precedenza, risolviamo un problema con matlab e quindi confrontiamo i risultati con quelli ottenuti dalla subroutine fsbpk:

% *** M-FILE PER LA RISOLUZIONE DI UN SISTEMA LINEARE

% *** TRIANGOLARE INFERIORE DI ORDINE 10, CON MATRICE

% *** DEI COEFFICIENTI MAL CONDIZIONATA (MATRICE DI HILBERT)

% generazione di una matrice di hilbert di ordine 10

h=hilb(10)

% calcolo della matrice dei coefficienti (triangolare inferiore)

a=tril(h)

% calcolo dell'indice di condizionamento

cond(a)

% generazione di un vettore casuale di termini noti

b=randn(10,1)

% soluzione del sistema

x=a\b

l’output dell’m-file è:

h =

  Columns 1 through 6 

  1.0000e+000  5.0000e-001  3.3333e-001  2.5000e-001  2.0000e-001  1.6667e-001

  5.0000e-001  3.3333e-001  2.5000e-001  2.0000e-001  1.6667e-001  1.4286e-001

  3.3333e-001  2.5000e-001  2.0000e-001  1.6667e-001  1.4286e-001  1.2500e-001

  2.5000e-001  2.0000e-001  1.6667e-001  1.4286e-001  1.2500e-001  1.1111e-001

  2.0000e-001  1.6667e-001  1.4286e-001  1.2500e-001  1.1111e-001  1.0000e-001

  1.6667e-001  1.4286e-001  1.2500e-001  1.1111e-001  1.0000e-001  9.0909e-002

  1.4286e-001  1.2500e-001  1.1111e-001  1.0000e-001  9.0909e-002  8.3333e-002

  1.2500e-001  1.1111e-001  1.0000e-001  9.0909e-002  8.3333e-002  7.6923e-002

  1.1111e-001  1.0000e-001  9.0909e-002  8.3333e-002  7.6923e-002  7.1429e-002

  1.0000e-001  9.0909e-002  8.3333e-002  7.6923e-002  7.1429e-002  6.6667e-002

  Columns 7 through 10 

  1.4286e-001  1.2500e-001  1.1111e-001  1.0000e-001

  1.2500e-001  1.1111e-001  1.0000e-001  9.0909e-002

  1.1111e-001  1.0000e-001  9.0909e-002  8.3333e-002

  1.0000e-001  9.0909e-002  8.3333e-002  7.6923e-002

  9.0909e-002  8.3333e-002  7.6923e-002  7.1429e-002

  8.3333e-002  7.6923e-002  7.1429e-002  6.6667e-002

  7.6923e-002  7.1429e-002  6.6667e-002  6.2500e-002

  7.1429e-002  6.6667e-002  6.2500e-002  5.8824e-002

  6.6667e-002  6.2500e-002  5.8824e-002  5.5556e-002

  6.2500e-002  5.8824e-002  5.5556e-002  5.2632e-002

a =

  Columns 1 through 6 

  1.0000e+000            0            0            0            0            0

  5.0000e-001  3.3333e-001            0            0            0            0

  3.3333e-001  2.5000e-001  2.0000e-001            0            0            0

  2.5000e-001  2.0000e-001  1.6667e-001  1.4286e-001            0            0

  2.0000e-001  1.6667e-001  1.4286e-001  1.2500e-001  1.1111e-001            0

  1.6667e-001  1.4286e-001  1.2500e-001  1.1111e-001  1.0000e-001  9.0909e-002

  1.4286e-001  1.2500e-001  1.1111e-001  1.0000e-001  9.0909e-002  8.3333e-002

  1.2500e-001  1.1111e-001  1.0000e-001  9.0909e-002  8.3333e-002  7.6923e-002

  1.1111e-001  1.0000e-001  9.0909e-002  8.3333e-002  7.6923e-002  7.1429e-002

  1.0000e-001  9.0909e-002  8.3333e-002  7.6923e-002  7.1429e-002  6.6667e-002

  Columns 7 through 10 

            0            0            0            0

            0            0            0            0

            0            0            0            0

            0            0            0            0

            0            0            0            0

            0            0            0            0

  7.6923e-002            0            0            0

  7.1429e-002  6.6667e-002            0            0

  6.6667e-002  6.2500e-002  5.8824e-002            0

  6.2500e-002  5.8824e-002  5.5556e-002  5.2632e-002

ans =

  4.1193e+001

b =

 -1.4462e+000

 -7.0117e-001

  1.2460e+000

 -6.3898e-001

  5.7735e-001

 -3.6003e-001

 -1.3558e-001

 -1.3493e+000

 -1.2704e+000

  9.8457e-001

x =

 -1.4462e+000

  6.5761e-002

  8.5580e+000

 -1.2018e+001

  1.0218e+001

 -9.7304e+000

  2.5440e+000

 -1.8357e+001

 -1.0289e-001

  4.1419e+001

risolviamo ora lo stesso sistema con la routine fsbpk:

Esecuzione effettuata in windows:

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE FSBPK ***

Ordine del sistema (max 100) = 10

Nome del file di input = fsbpk.i

Nome del file di output = fsbpk.o

Soluzione del sistema =

 -.1446200E+01

  .6579059E-01

  .8558071E+01

 -.1201849E+02

  .1021807E+02

 -.9730416E+01

  .2544261E+01

 -.1835687E+02

 -.1027740E+00

  .4141750E+02

Esecuzione effettuata in linux:
*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE FSBPK ***

Ordine del sistema (max 100) = 10

Nome del file di input = fsbpk.i

Nome del file di output = fsbpk.o

Soluzione del sistema =

  -.1446200E+01

   .6579652E-01

   .9564431E+01

  -.1503151E+02

   .1144707E+02

  -.1239386E+02

   .3465854E+01

  -.1151423E+02

  -.3886263E+01

   .3979134E+02

Tabella dei valori calcolati da matlab e fsbpk, con l’errore relativo

Valori calcolati da matlab
Valori calcolati da fsbpk in windows
Valori calcolati da fsbpk in linux
Errore relativo windows-linux
Errore relativo

Matlab-fsbpk

-1.4462e+000

 6.5761e-002

 8.5580e+000

-1.2018e+001

 1.0218e+001

-9.7304e+000

 2.5440e+000

-1.8357e+001

-1.0289e-001

 4.1419e+001


-.1446200E+01

 .6579059E-01

 .8558071E+01

-.1201849E+02

 .1021807E+02

-.9730416E+01

 .2544261E+01

-.1835687E+02

-.1027740E+00

 .4141750E+02
  -.1446200E+01

   .6579652E-01

   .9564431E+01

  -.1503151E+02

   .1144707E+02

  -.1239386E+02

   .3465854E+01

  -.1151423E+02

  -.3886263E+01

   .3979134E+02


0

  9.0126e-005

  1.0522e-001

  2.0045e-001

  1.0736e-001

  2.1490e-001

  2.6591e-001

  5.9428e-001

  9.7355e-001

  4.0867e-002
0

  4.4976e-004

  8.2963e-006

  4.0771e-005

  6.8506e-006

  1.6443e-006

  1.0258e-004

  7.0818e-006

  1.1287e-003

  3.6217e-005

Rappresentazione grafica degli errori
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Test su i possibili casi di errore

1 - Caso in cui la dimensione inserita sia non positiva – ifail = 3

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE FSBPK ***

Ordine del sistema (max 100) = 0

Nome del file di input = fsbpk.i

Errore! dimensione non valida

2 - Caso in cui la matrice inserita sia singolare – ifail = 4

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE FSBPK ***

Ordine del sistema (max 100) = 3

Nome del file di input = fsbpk.i

Errore! matrice singolare

Lut

Scopo:
fattorizzazione di una matrice quadrata tridiagonale.

Specifiche:
subroutine lut(d, e, f, n, ifail)


Integer n, ifail


Real d(n), e(n-1), f(n-1)

Descrizione:
Background del problema

Il problema in esame riguarda l’eliminazione di Gauss per una matrice quadrata tridiagonale A, nella forma A=L*U, con L matrice triangolare inferiore a diagonale unitaria e U matrice triangolare superiore.


Descrizione dell’algoritmo

L’algoritmo implementa la fattorizzazione di Gauss particolarizzata per matrici tridiagonali, senza applicazione di pivot, al fine di preservare la struttura della matrice.


Raccomandazioni sull’uso


E’ necessario fornire in ingresso alla routine una matrice avente i minori principali non singolari (teorema LU). Tale matrice, supposta di ordine n, deve essere inserita sotto forma di tre vettori d, e, f di lunghezza rispettivamente n, n-1, n-1, rappresentanti la diagonale principale, quella inferiore e quella superiore. Gli stessi vettori rappresentano in uscita la diagonale principale di U, quella inferiore di L e quella superiore di U.

Bibliografia:
[1], [2]

Parametri di I/O:
input:



d
-
vettore di reali, diagonale principale di A



e
-
vettore di reali, diagonale inferiore di A



f
-
vettore di reali, diagonale superiore di A



n
-
intero, ordine della matrice


output:



d
-
vettore di reali, diagonale principale di U



e
-
vettore di reali, diagonale inferiore di L



f
-
vettore di reali, diagonale superiore di U




ifail
-
intero, indicatore d’errore


Indicatori d’errore:
errori gestisti dalla subroutine:


ifail = 0
nessun errore


ifail = 3
la dimensione inserita non è valida (non positiva)


ifail = 7
un minore è singolare 

Routines ausiliarie:
nessuna

Tempo di esecuzione:
la complessità asintotica è O(3*n)

Memoria richiesta:
sono allocati tre array di dimensione n, n-1, n-1

Accuratezza fornita:
metodo esatto a meno del condizionamento della matrice e degli errori di round-off

Esempio di programma chiamante:

      Program lutd

c     Programma dimostrativo della subroutine lut

      external lut

      integer dim

      parameter (dim=6)

      real d(dim),e(dim-1),f(dim-1)

      integer n,ifail

      character*12 fin,fout

      print*

      print*,'*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE LUT ***'

      print*

      write(*,10)'Ordine della matrice (max ',dim,')= '

      read(*,*)n

      print*,'Nome del file di input= '

      read(*,'(A)')fin

      open(11,FILE=fin,STATUS='OLD')

      do 1 i=1,n

         read(11,*)d(i)

    1 continue

      do 2 i=1,n-1

         read(11,*)e(i)

    2 continue

      do 3 i=1,n-1

         read(11,*)f(i)

    3 continue

      close(11)                

      call lut(d,e,f,n,ifail)

      if (ifail .eq. 3) stop 'Errore! dimensione non valida'

      if (ifail .eq. 5) stop 'Errore! minore principale singolare'

      print*,'Nome del file di output= '

      read(*,'(A)')fout

      open(12,FILE=fout)

      write(12,20)(d(i),i=1,n)

      write(12,*)

      write(12,20)(e(i),i=1,n-1)

      write(12,*)

      write(12,20)(f(i),i=1,n-1)

      close(12) 

      print*,'Matrice fattorizzata= '

      print*,'diagonale principale= '

      write(*,20)(d(i),i=1,n)

      print*,'diagonale inferiore= '

      write(*,20)(e(i),i=1,n-1)

      print*,'diagonale superiore= '

      write(*,20)(f(i),i=1,n-1)

   10 format (1X,A,I3,A)

   20 format (1X,E14.7)  

      End

Lut – casi di prova

Per testare la routine Lut sarà utilizzata una matrice tridiagonale di numeri casuali generata tramite matlab.

% ***

% *** TRAMITE LE SEGUENTI ISTRUZIONI MATLAB CREO UNA 

% *** MATRICE TEMPORANEA DALLA QUALE RICAVO, LA

% *** MATRICE TRIDIAGONALE OGGETTO DELL’ELABORAZIONE

% ***

% impostazione del formato numerico

format short e

% generazione di una matrice di valori casuali di ordine 5

temp=randn(5);

% costruzione di una matrice tridiagonale da temp

tl=tril(temp,1);

tu=triu(temp,-1);
tdiag= temp - tl - tu

% conversione delle tre diagonali in tre vettori

% da far processare alla subroutine lut

for i=1:5

d(i)=tdiag(i,i);
end

for i=1:4


e(i)=tdiag(i+1,i);

end

for i=1:4


f(i)=tdiag(i,i+1);

end

% stampa delle tre diagonali, principale, inferiore e superiore

d'

e'

f'

% ** end **

output dell’m-file

tdiag =

 -7.8643e-001  7.0267e-001            0            0            0

  1.4616e+000 -3.5643e-001  6.4298e-001            0            0

            0 -6.5264e-001 -1.0956e-001  1.1025e+000            0

            0            0  7.1904e-001  1.0297e-001 -2.1212e-001

            0            0            0  1.0598e+000 -4.9344e-001

ans =

 -7.8643e-001

 -3.5643e-001

 -1.0956e-001

  1.0297e-001

 -4.9344e-001

ans =

  1.4616e+000

 -6.5264e-001

  7.1904e-001

  1.0598e+000

ans =

  7.0267e-001

  6.4298e-001

  1.1025e+000

 -2.1212e-001

i tre vettori ‘ans’ sono rispettivamente la diagonale principale, inferiore e superiore della matrice tridiagonale, e andranno a costituire l’input per la subroutine lut.

Esecuzione effettuata in windows:

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE LUT ***

Ordine della matrice (max   6)= 5

Nome del file di input = lut.i

Nome del file di output = lut.o

Matrice fattorizzata:

diagonale principale =


 -.7864300E+00

  .9494998E+00

  .3323932E+00

 -.2281981E+01

 -.5919530E+00

diagonale inferiore =

 -.1858525E+01

 -.6873513E+00

  .2163221E+01

 -.4644210E+00

diagonale superiore =

  .7026700E+00

  .6429800E+00

  .1102500E+01

 -.2121200E+00

Esecuzione effettuata in linux:
*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE LUT ***

Ordine della matrice (max   6)= 5

Nome del file di input = lut.i

Nome del file di output = lut.o

Matrice fattorizzata:

diagonale principale =

  -.7864300E+00

   .9494998E+00

   .3323932E+00

  -.2281981E+01

  -.5919530E+00

diagonale inferiore =

  -.1858525E+01

  -.6873513E+00

   .2163221E+01

  -.4644210E+00

diagonale superiore =

   .7026700E+00

   .6429800E+00

   .1102500E+01

  -.2121200E+00

Verifico ora la correttezza della fattorizzazione, eseguendo il prodotto tra la matrice tridiagonale inferiore e quella superiore generate da lut e calcolando l’errore commesso.

%

% m-file per la verifica della fattorizzazione lu 

% eseguita dalla subroutine lut sulla

% matrice tridiagonale tdiag di ordine 5

%

% imposto il formato numerico

format short e

% carico la fattorizzazione eseguita da lut

load lut.o

% nel vettore lut ho in ordine: la diagonale principale, 

% la diagonale inferiore e la diagonale superiore

% creo due matrici di ordine 5 che accoglieranno le tre diagonali

L(5,5)=0;

U(5,5)=0;

% carico la diagonale inferiore in L, e pongo ad uno la diagonale principale di L

for i=1:4


L(i+1,i)=lut(5+i);

end

for i=1:5


L(i,i)=1;

end

% carico la diagonale principale e quella superiore in U

for i=1:5


U(i,i)=lut(i);

end

for i=1:4


U(i,i+1)=lut(9+i);

end

% eseguo il prodotto L*U e calcolo l'errore assoluto commesso nella fattorizzazione

LU=L*U;

err = tdiag - LU;

% fine m-file %

Valori calcolati in windows


Valori calcolati in linux
Errore relativo 

Windows-linux

-.7864300E+00

 .9494998E+00

 .3323932E+00

-.2281981E+01

-.5919530E+00

-.1858525E+01

-.6873513E+00

 .2163221E+01

-.4644210E+00

 .7026700E+00

 .6429800E+00

 .1102500E+01

-.2121200E+00
-.7864300E+00

 .9494998E+00

 .3323932E+00

-.2281981E+01

-.5919530E+00

-.1858525E+01

-.6873513E+00

 .2163221E+01

-.4644210E+00

 .7026700E+00

 .6429800E+00

 .1102500E+01

-.2121200E+00
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0
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Test sui possibili casi di errore che possono verificarsi:

1- Caso in cui la dimensione inserita sia non positiva – ifail = 3

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE LUT ***

Ordine della matrice (max   6)= -5

Nome del file di input = lutin.txt

Errore! dimensione non valida

2- caso in cui uno dei minori principali della matrice sia singolare – ifail = 7

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE LUT ***

Ordine della matrice (max   6)= -5

Nome del file di input = lutsing.txt

Errore! minore principale singolare

Slut

Scopo:
risoluzione di un sistema lineare A*x=b con A matrice tridiagonale

Specifiche:
subroutine slut(d, e, f, b, n, ifail)


integer n, ifail


real d(n), e(n-1), f(n-1), b(n)

Descrizione:
Background del problema

Si deve risolvere un sistema lineare A*x=b di n equazioni in n incognite, attraverso la risoluzione del sistema equivalente (L*U)*x=P*b con P vettore delle permutazioni e L*U=P*A, con A, matrice dei coefficienti del sistema tridiagonale.


Descrizione dell’algoritmo


Per risolvere il sistema (L*U)*x=P*b l’algoritmo esegue prima una forward substitution per calcolare la soluzione del sistema L*y=P*b, poi una backward substitution per computare il sistema U*x=y. Le procedure di risoluzione per sostituzione implementate, sono progettate appositamente per matrici tridiagonali.


Raccomandazioni sull’uso

La matrice dei coefficienti di A deve essere ricevuta in ingresso sotto forma di tre vettori, contenenti rispettivamente la diagonale principale, quella inferiore e quella superiore di A. La dimensione n della matrice deve essere positiva. In uscita il vettore b dei termini noti contiene la soluzione del sistema, si consiglia di effettuarne una copia se si ha necessità di un loro riutilizzo.

Bibliografia:
[1], [2]

Parametri di I/O:
input:



d
-
vettore di reali, diagonale principale di A



e
-
vettore di reali, diagonale inferiore di A



f
-
vettore di reali, diagonale superiore di A



b
-
vettore di reali, vettore dei termini noti



n
-
intero, ordine della matrice


output:



b
-
vettore di reali, soluzione del sistema



ifail
-
intero, indicatore d’errore

Indicatori d’errore:
errori gestiti dalla subroutine:


ifail = 0
nessun errore


ifail = 3
la dimensione inserita non è valida (non positiva)


ifail = 4
la matrice inserita è singolare

Routines ausiliarie:
nessuna

Tempo di esecuzione:
la complessità asintotica è O(3*n)

Memoria richiesta:
sono allocati quattro array di cui due di dimensione n, e due di dimensione n-1

Accuratezza fornita:
metodo esatto a meno del condizionamento della matrice e degli errori di round-off

Esempio di programma chiamante:

      Program slutd

c     Programma dimostrativo della subroutine slut

      external slut

      integer dim

      parameter (dim=6)

      real d(dim),e(dim-1),f(dim-1),b(dim)                    

      integer n,ifail

      character*12 fin

      print*

      print*,'*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SLUT ***'

      print*

      write(*,10)'Ordine del sistema (max ',dim,')= '

      read(*,*)n   

      print*,'Nome del file di input= '

      read(*,'(A)')fin

      open(11,FILE=fin)

      do 1 i=1,n

         read(11,*)d(i)

    1 continue

      do 2 i=1,n-1

         read(11,*)e(i)

    2 continue

      do 3 i=1,n-1

         read(11,*)f(i)

    3 continue

      do 4 i=1,n

         read(11,*)b(i)

    4 continue

      close(11)                

      call slut(d,e,f,b,n,ifail)

      if (ifail .eq. 3) stop 'Errore! dimensione non valida'

      if (ifail .eq. 4) stop 'Errore! matrice singolare'

      print*,'Soluzione del sistema= '

      write(*,20)(b(i),i=1,n)

   10 format (1X,A,I3,A)

   20 format (1X,E14.7)  

      End                                     

Slut casi di prova

% ***

% *** m-file sluttest 

% *** sluttest verifica la correttezza della subroutine slut.

% *** L'm-file risolve il sistema (L*U)*x=b, dove L e U sono le 

% *** fattorizzazioni della matrice tridiagonale calcolate da lut, 

% *** b è un vettore generato in modo casuale. Sluttest calcola, poi

% *** l'errore commesso da slut nel risolvere lo stesso problema

% ***

% imposto il formato numerico

format short e

load b

load slut.o

x=(L*U)\b;

for i=1:5

err(i) = abs(x(i) – slut(i)) / abs(slut(i));

end

plot([1:5],err);

grid;

title('Errore relativo');

% fine m-file %

Eseguo preliminarmente il calcolo del sistema, utilizzando la subroutine slut

Esecuzione della subroutine slutd effettuata in windows

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SLUT ***

Ordine del sistema (max   6)= 5

Nome del file di input= slut.i

Soluzione del sistema=

  .2011297E+00

  .1883067E+01

  .1561557E+01

  .1337985E+01

  .4285236E+01

Esecuzione della subroutine slutd effettuata in linux:

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SLUT ***

Ordine del sistema (max   6)= 5

Nome del file di input= slut.i

Soluzione del sistema=

  .2011297E+00

  .1883067E+01

  .1561557E+01

  .1337985E+01

  .4285236E+01

l’output dell’m-file è il seguente:

x =

  2.0112e-001

  1.8830e+000

  1.5615e+000

  1.3379e+000

  4.2851e+000

err =

 -7.0511e-006

 -7.4421e-005

 -2.5959e-005

 -4.6198e-005

 -9.5220e-005

Soluzione calcolata da Matlab


Soluzione calcolata da Slut in windows


Soluzione calcolata da Slut in windows
Errore relativo matlab-slut
Errore assoluto windows-linux

2.0112e-001

1.8830e+000

1.5615e+000

1.3379e+000

4.2851e+000


.2011297E+00

.1883067E+01

.1561557E+01

.1337985E+01

.4285236E+01
.2011297E+00

.1883067E+01

.1561557E+01

.1337985E+01

.4285236E+01
-7.0511e-006

-7.4421e-005

-2.5959e-005

-4.6198e-005

-9.5220e-005


0

0

0

0

0

Possibili situazioni d’errore:

1- Caso in cui la dimensione inserita sia non positiva – ifail = 3

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SLUT ***

Ordine del sistema (max   6)= -2

Nome del file di input= Slut.i

Errore! dimensione non valida

2- Caso in cui uno dei minori principali della matrice sia singolare – ifail = 7

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SLUT ***

Ordine del sistema (max   6)= 5

Nome del file di input= Slutsing

Errore! minore principale singolare

Infine vediamo graficamente l’entità dell’errore.
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nella fattorizzazione tridiagonale


Lub

Scopo:
fattorizzazione di una matrice quadrata a banda

Specifiche:
subroutine lub(a, lda, n, p, q, ifail)


integer n, p, q, ifail


real
a(lda, n)

Descrizione:
Background del problema

Si vuole implementare l’eliminazione di Gauss per una matrice quadrata a banda A, nella forma A=L*U, con L matrice triangolare inferiore a diagonale unitaria e U matrice triangolare superiore.


Descrizione dell’algoritmo

L’algoritmo implementa la fattorizzazione di Gauss particolarizzata per matrici a banda senza impiego di pivot, al fine di preservare la struttura della matrice.


Tuttavia, affinché sia possibile applicare l’algoritmo di Gauss senza utilizzo di pivot, è necessario che la matrice sia a predominanza diagonale o simmetrica definita positiva.


Raccomandazioni sull’uso

Per essere eseguita, la subroutine necessita di una matrice di ingresso avente minori principali non singolari (teorema LU). Tale matrice, supposta di ordine n, deve essere inserita sotto forma impaccata, cioè come matrice avente, per dimensione di riga l’ampiezza della banda p+q+1 e per dimensione di colonna l’ordine della matrice. Tale  matrice in uscita conterrà la matrice fattorizzata, quindi si consiglia di salvare la matrice di input se è necessaria per ulteriori elaborazioni.

Bibliografia:
[1], [2], [5]

Parametri di I/O:
input:



a
-
matrice di reali, matrice da fattorizzare 


lda
-
intero, leading dimension



n
-
intero, ordine della matrice



p
-
intero, ampiezza di banda inferiore



q
-
intero, ampiezza di banda superiore


output:



a
-
matrice di reali, matrice fattorizzata


ifail
-
intero, indicatore d’errore

Indicatori d’errore:
errori gestiti dalla subroutine:


ifail = 0
nessun errore


ifail = 3
la dimensione inserita non è valida (non positiva)


ifail = 6
una delle ampiezze di banda non è valida


ifail = 7
la matrice inserita ha un minore principale singolare

Routines ausiliarie:
nessuna

Tempo di esecuzione:
la complessità asintotica è O(n).

Memoria richiesta:
in memoria è allocata la sola matrice da fattorizzare, la complessità di spazio dipende quindi dalla leading dimension della matrice

Accuratezza fornita:
metodo esatto a meno del condizionamento della matrice e degli errori di round-off

Esempio di programma chiamante:

      Program lubd

c     Programma dimostrativo della subroutine lubd

      external lub

      integer dim, maxp, maxq, p, q

      parameter (dim=10, maxp=4, maxq=4)

      real a(dim,maxp+maxq+1)                    

      integer n,ifail,amp

      character*12 fin, fout

      print*

      print*,'*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE LUB ***'

      print*

      write(*,10)'Ordine della matrice (max ',dim,') = '

      read(*,*)n       

      write(*,10)'Ampiezza di banda inferiore (max ',maxp,') = '

      read(*,*)p

      write(*,10)'Ampiezza di banda superiore (max ',maxq,') = '

      read(*,*)q       

      amp=p+q+1

      print*,'Nome del file di input = '

      read(*,'(A)')fin

      open(11,FILE=fin,STATUS='OLD')

      do 2 i=1,amp

         do 1 j=1,n

            read(11,*)a(i,j)

    1    continue

    2 continue

      close(11)

      call lub(a,dim,n,p,q,ifail)

      if (ifail .eq. 3) stop 'Errore! dimensione non valida'

      if (ifail .eq. 6) stop 'Errore! ampiezza di banda non valida'

      if (ifail .eq. 7) stop 'Errore! minore principale singolare'

      print*,'Nome del file di output ='

      read(*,'(A)')fout

      open(12,FILE=fout)

      write(12,20)((a(i,j),j=1,n),i=1,amp)

      close(12) 

      print*,'Matrice fattorizzata ='

      write(*,20)((a(i,j),j=1,n),i=1,n)

   10 format (1X,A,I3,A)

   20 format (1X,E14.7)  

   30 format (1X,I3)

      End                                     

Lub – casi di prova

Per il test della subroutine Lub, utilizzerò una matrice simmetrica definita positiva, dalla quale, con opportune elaborazioni, estrarrò la matrice a banda oggetto dell’elaborazione.

% ***

% *** m-file per la creazione di una matrice a banda:

% *** di ordine n=6

% *** di banda inferiore p = 1

% *** di banda superiore q = 3

% *** L'algoritmo di gauss senza pivot applicato alle matrici a banda

% *** conserva l'ampiezza di banda della matrice. Tuttavia la matrice

% *** deve essere simmetrica positiva definita o a diagonale dominante

% *** affinché non sia necessario applicare il pivot

% ***

% impostazione del formato numerico

format short e

n=6;

p=1;

q=3;

% creazione di una matrice di ordine 6 simmetrica definita positiva, di elementi casuali

tmp=rand(n);

tmp=tril(tmp)+tril(tmp)';

tmp1=triu(tmp)-triu(tmp,q+1);

tmp2=tril(tmp)-tril(tmp,-p-1);

A=tmp1+tmp2+rand(1)*eye(n);

A

% definisco una matrice B che conterrà la forma compatta di A

% ampiezza massima del vettore packed p+q+1 = 5

% ordine della matrice n = 6

B(p+q+1,n)=0 ;

% copio la matrice A in formato compatto

for k=1:n


for i=k:min(k+p,n)



for j=k:min(k+q,n)




B(i-j+q+1,j)=A(i,j);



end


end

end

B

% la matrice B costituirà l’input per la subroutine lub 

% end m-file

L’output dell’m-file è il seguente:

A =

    2.6687    0.2026    0.6721    0.8381         0         0

    0.0759    3.8799    0.4518    0.6458    0.4289         0

         0    0.1296    3.2384    0.2191    0.4861    0.1509

         0         0    0.0935    3.9622    0.5481    0.4824

         0         0         0    0.1498    3.1269    0.2697

         0         0         0         0    0.1094    3.8926

B =

         0         0         0    0.8381    0.4289    0.1509

         0         0    0.6721    0.7095    0.5417    0.4966

         0    0.2026    0.5028    0.3028    0.5936    0.3420

    2.6687    3.8953    3.2970    3.9827    3.2090    3.9221

    0.2026    0.5028    0.3028    0.5936    0.3420         0

Eseguo ora il programma dimostrativo:

Esecuzione effettuata in windows:

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE LUB ***

Ordine della matrice (max  10) = 6

Ampiezza di banda inferiore (max   4) = 1

Ampiezza di banda superiore (max   4) = 3

Nome del file di input = lub.i

Nome del file di output = lub.o

Matrice fattorizzata =

  0.0000000E+00

  0.0000000E+00

  0.0000000E+00

  0.8381000E+00

  0.4289000E+00

  0.1509000E+00

  0.0000000E+00

  0.0000000E+00

  0.6721000E+00

  0.6458739E+00

  0.4861187E+00

  0.4824906E+00

  0.0000000E+00

  0.2026000E+00

  0.4517761E+00

  0.2191010E+00

  0.5481472E+00

  0.2697155E+00

  0.2668700E+01

  0.3879919E+01

  0.3238454E+01

  0.3962214E+01

  0.3126879E+01

  0.3892600E+01

  0.7591712E-01

  0.1295903E+00

  0.9350140E-01

  0.1498152E+00

  0.1093742E+00

  0.0000000E+00
Esecuzione effettuata in linux:

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE LUB ***

Ordine della matrice (max  10) = 6

Ampiezza di banda inferiore (max   4) = 1

Ampiezza di banda superiore (max   4) = 3

Nome del file di input = lub.i

Nome del file di output = lub.o

Matrice fattorizzata =

  0.0000000E+00

  0.0000000E+00

  0.0000000E+00

  0.8381000E+00

  0.4289000E+00

  0.1509000E+00

  0.0000000E+00

  0.0000000E+00

  0.6721000E+00

  0.6458739E+00

  0.4861187E+00

  0.4824906E+00

  0.0000000E+00

  0.2026000E+00

  0.4517761E+00

  0.2191010E+00

  0.5481472E+00

  0.2697155E+00

  0.2668700E+01

  0.3879919E+01

  0.3238454E+01

  0.3962214E+01

  0.3126879E+01

  0.3892600E+01

  0.7591712E-01

  0.1295903E+00

  0.9350140E-01

  0.1498152E+00

  0.1093742E+00

  0.0000000E+00
Risultati elaborazione in windows


Risultati elaborazione in Linux
Errore relativo 

Windows-Linux

.0000000E+00

.0000000E+00

.0000000E+00

.8381000E+00

.4289000E+00

.1509000E+00

.0000000E+00

.0000000E+00

.6721000E+00

.6458739E+00

.4861187E+00

.4824906E+00

.0000000E+00

.2026000E+00

.4517761E+00

.2191010E+00

.5481472E+00

.2697155E+00

.2668700E+01

.3879919E+01

.3238454E+01

.3962214E+01

.3126879E+01

.3892600E+01

.7591712E-01

.1295903E+00

.9350140E-01

.1498152E+00

.1093742E+00

.0000000E+00
0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.8381000E+00

0.4289000E+00

0.1509000E+00

0.0000000E+00

0.0000000E+00

0.6721000E+00

0.6458739E+00

0.4861187E+00

0.4824906E+00

0.0000000E+00

0.2026000E+00

0.4517761E+00

0.2191010E+00

0.5481472E+00

0.2697155E+00

0.2668700E+01

0.3879919E+01

0.3238454E+01

0.3962214E+01

0.3126879E+01

0.3892600E+01

0.7591712E-01

0.1295903E+00

0.9350140E-01

0.1498152E+00

0.1093742E+00

0.0000000E+00

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

     0

la fattorizzazione calcolata da matlab è la seguente:

[L,U]=lu(A)

L=  

    1.0000         0         0         0         0         0

    0.0759    1.0000         0         0         0         0

         0    0.1296    1.0000         0         0         0

         0         0    0.0935    1.0000         0         0

         0         0         0    0.1498    1.0000         0

         0         0         0         0    0.1094    1.0000

U =

    2.6687    0.2026    0.6721    0.8381         0         0

         0    3.8799    0.4518    0.6458    0.4289         0

         0         0    3.2384    0.2191    0.4861    0.1509

         0         0         0    3.9622    0.5481    0.4824

         0         0         0         0    3.1269    0.2697

         0         0         0         0         0    3.8926

La fattorizzazione effettuata da lub è contenuta nella matrice a, ed ha la seguente forma:

 a =

    0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00    8.381000E-01    4.289000E-01    1.509000E-01

    0.000000E+00    0.000000E+00    6.721000E-01    6.458739E-01    4.861187E-01    4.824906E-01

    0.000000E+00    2.026000E-01    4.517761E-01    2.191010E-01    5.481472E-01    2.697155E-01

        2.668700        3.879919        3.238454        3.962214        3.126879        3.892600

    7.591712E-02    1.295903E-01    9.350140E-02    1.498152E-01    1.093742E-01    0.000000E+00
Per verificare la correttezza della fattorizzazione compiuta da lub rispetto a matlab occorre portare la matrice a, in forma compatta, alle dimensioni originarie, 6x6.

Notiamo, che la diagonale principale di A è salvata, nella forma compatta, alla riga q+1, le q diagonali superiori occupano le righe della matrice compatta da 1 a q, mentre le p diagonali inferiori occupano le righe da q+2 a q+p+1.

Il seguente file matlab, copia la matrice in un formato non compatto.

p=1;

q=3;

n=6;

% Ul – U fattorizzata da lub

% Ll – L fattorizzata da lub

Ll(n,n)=0;

Ul(n,n)=0;

% copio la diagonale principale, posta alla riga q+1

for i=1:n

   Ul(i,i)=A(q+1,i);

end

% copio le diagonali superiori;

% q diagonali appartenenti ad Ul

l=0;

i0=1;

j0=2;

ii=i0;

jj=j0;

for i=q:-1:1

   for j=2+l:n

      Ul(ii,jj)=A(i,j);

      ii=ii+1;

      jj=jj+1;

  end  

  ii=i0;

  j0=j0+1;

  jj=j0;

  l=l+1;    

end

% copio le diagonali inferiori;

% p diagonali inferiori appartenenti a Ll

[M,N]=size(A);

for k=q+2:M

   for i=1:n-p

      Ll(i+1,i)=A(k,i);

   end

end

% la diagonale principale di Ll è unitaria

k=0;

for k=1:n

   Ll(k,k)=1;

end

Le matrici ottenute sono:

Ul =

  2.6687e+000  2.0260e-001  6.7210e-001  8.3810e-001            0            0

            0  3.8799e+000  4.5178e-001  6.4587e-001  4.2890e-001            0

            0            0  3.2385e+000  2.1910e-001  4.8612e-001  1.5090e-001

            0            0            0  3.9622e+000  5.4815e-001  4.8249e-001

            0            0            0            0  3.1269e+000  2.6972e-001

            0            0            0            0            0  3.8926e+000

Ll =

  1.0000e+000            0            0            0            0            0

  7.5917e-002  1.0000e+000            0            0            0            0

            0  1.2959e-001  1.0000e+000            0            0            0

            0            0  9.3501e-002  1.0000e+000            0            0

            0            0            0  1.4982e-001  1.0000e+000            0

            0            0            0            0  1.0937e-001  1.0000e+000

L’errore assoluto commesso tra la fattorizzazione matlab e quella compiuta da lub è:

errL =

            0            0            0            0            0            0

 -1.7120e-005            0            0            0            0            0

            0  9.7000e-006            0            0            0            0

            0            0 -1.4000e-006            0            0            0

            0            0            0 -1.5200e-005            0            0

            0            0            0            0  2.5800e-005            0

errU =

            0            0            0            0            0            0

            0 -1.9000e-005  2.3900e-005 -7.3900e-005            0            0

            0            0 -5.4000e-005 -1.0000e-006 -1.8700e-005            0

            0            0            0 -1.4000e-005 -4.7200e-005 -9.0600e-005

            0            0            0            0  2.1000e-005 -1.5500e-005

            0            0            0            0            0            0

Rappresentazione grafica dell’errore assoluto commesso:
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Errore assoluto matlab-lub, relativo alla m. triangolare inferiore L
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Errore assoluto matlab-lub, relativo alla m. triangolare superiore U


Test sui possibili casi di errore:

1 – Caso in cui la dimensione inserita non è valida – ifail = 3

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE LUB ***

Ordine della matrice (max  10) = 0

Ampiezza di banda inferiore (max   4) = 1

Ampiezza di banda superiore (max   4) = 3

Nome del file di input = lub.i

Errore! dimensione non valida

2 – Caso in cui una delle ampiezze di banda non è valida – ifail = 6

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE LUB ***

Ordine della matrice (max  10) = 6

Ampiezza di banda inferiore (max   4) = 0

Ampiezza di banda superiore (max   4) = 2

Nome del file di input = lub.i

Errore! ampiezza di banda non valida

3 – Caso in cui la matrice ha un minore principale singolare – ifail = 7

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE LUB ***

Ordine della matrice (max  10) = 6

Ampiezza di banda inferiore (max   4) = 1

Ampiezza di banda superiore (max   4) = 3

Nome del file di input = lub.i

Errore! minore principale singolare

Slub

Scopo:
risoluzione di un sistema lineare A*x=b, con A matrice  a banda

Specifiche:
subroutine slub(a, b, lda, n, p, q, ifail)


integer n, p, q, ifail


real a(lda, n), b(n)

Descrizione:
Background del problema

Il problema è quello della risoluzione di un sistema lineare A*x=b, dove A è una matrice a banda. Con banda inferiore p, e banda superiore q.


Descrizione dell’algoritmo

L’algoritmo effettua la risoluzione del sistema A*x=b, implementando la forward e la backward substitution. La matrice A è contenuta in un vettore compatto di dimensione (p+q+1,n).  


Raccomandazioni sull’uso

La matrice A fornita alla subroutine slub deve essere in forma impaccata. Le prime q righe devono contenere le diagonali superiori della matrice fattorizzata U, la diagonale principale di U deve occupare la riga q+1 di A, mentre le diagonali inferiori di L sono contenute nelle p rimanenti righe. La matrice deve essere non singolare. La soluzione del sistema è ritornata nel vettore b. Si consiglia di salvarlo se necessario per ulteriori elaborazioni.

Bibliografia:
[1], [2], [5]

Parametri di I/O:
input:



a
-
matrice di reali, matrice dei coefficienti



b
-
vettore di reali, vettore dei termini noti 


lda
-
intero, leading dimension di A



n
-
intero, ordine della matrice



p
-
intero, ampiezza di banda inferiore



q
-
intero, ampiezza di banda superiore


output:



b
-
vettore di reali, soluzione del sistema


ifail
-
intero, indicatore d’errore

Indicatori d’errore:
errori gestiti dalla subroutine:


ifail = 0
nessun errore


ifail = 3
la dimensione inserita non è valida (non positiva)


ifail = 6
una delle ampiezze di banda non è valida


ifail = 7
la matrice inserita ha un minore principale singolare

Routines ausiliarie:
nessuna

Tempo di esecuzione:
l’algoritmo richiede l’esecuzione di (n-1)*p addizioni e moltiplicazioni per risolvere la forward substitution e di n*(q+1) moltiplicazioni e addizioni per la backward substitution, la complessità è asintotica dell’ordine O(n).

Memoria richiesta:
in memoria sono allocati la matrice dei coefficienti e il vettore dei termini noti, la complessità di spazio dipende quindi dalla leading dimension della matrice.

Accuratezza fornita:
metodo esatto a meno del condizionamento della matrice e degli errori di round-off.

Esempio di programma chiamante:

      Program slubd

c     Programma dimostrativo della subroutine slubd

      external slub

      integer dim,maxp,maxq

      parameter (dim=10, maxp=4, maxq=4)

      real a(dim,maxp+maxq+1), b(dim)

      integer n,ifail,amp,p,q

      character*12 fin,fout

      print*

      print*,'*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SLUB ***'

      print*

      write(*,10)'Ordine della matrice (max ',dim,') = '

      read(*,*)n       

      write(*,10)'Ampiezza di banda inferiore (max ',maxp,') = '

      read(*,*)p

      write(*,10)'Ampiezza di banda superiore (max ',maxq,') = '

      read(*,*)q       

      amp=p+q+1

      print*,'Nome del file di input = '

      read(*,'(A)')fin

      open(11,FILE=fin,STATUS='OLD')

C     lettura matrice fattorizzata (formato packed)

      do 2 i=1,amp

         do 1 j=1,n

            read(11,*)a(i,j)

    1    continue

    2 continue     

C     lettura termine noto  

      read(11,*)    

      do i=1,n

          read(11,*)b(i)

      end do

      close(11)

      call slub(a,b,dim,n,p,q,ifail,log)

      if (ifail .eq. 3) stop 'Errore! dimensione non valida'

      if (ifail .eq. 6) stop 'Errore! ampiezza di banda non valida'

      print*,'Nome del file di output ='

      read(*,'(A)')fout

      open(12,FILE=fout)

      write(12,20)(b(i),i=1,n)

      close(12) 

      print*,'Soluzione del sistema ='

      write(*,20)(b(i),i=1,n)

   10 format (1X,A,I3,A)

   20 format (1X,E14.7)  

   30 format (1X,I3)

      End                                     
Slub– casi di prova

Il test della subroutine slub è effettuato risolvendo il sistema Ax=b, dove A è la matrice precedentemente fattorizzata dalla subroutine lub e b è un vettore generato in modo casuale da matlab.

A =

    0.000000E+00    0.000000E+00    0.000000E+00    8.381000E-01    4.289000E-01    1.509000E-01

    0.000000E+00    0.000000E+00    6.721000E-01    6.458739E-01    4.861187E-01    4.824906E-01

    0.000000E+00    2.026000E-01    4.517761E-01    2.191010E-01    5.481472E-01    2.697155E-01

        2.668700        3.879919        3.238454        3.962214        3.126879        3.892600

    7.591712E-02    1.295903E-01    9.350140E-02    1.498152E-01    1.093742E-01    0.000000E+00
b =

  9.5013e-001

  2.3114e-001

  6.0684e-001

  4.8598e-001

  8.9130e-001

  7.6210e-001

esecuzione della routine slub in Windows:

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SLUB ***

Ordine della matrice (max  10) = 6

Ampiezza di banda inferiore (max   4) = 1

Ampiezza di banda superiore (max   4) = 3

Nome del file di input = slub.i

Nome del file di output = slub.o

Soluzione del sistema =

  .3154377E+00

 -.4551241E-02

  .1028957E+00

  .4783124E-01

  .2226686E+00

  .1676838E+00

esecuzione della routine slub in Linux:

 *** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SLUB v0.1***

 Ordine della matrice (max  10) = 6

 Ampiezza di banda inferiore (max   4) = 1

 Ampiezza di banda superiore (max   4) = 3

 Nome del file di input = slub.i

 Nome del file di output = slub.o

 Soluzione del sistema =

  0.3154377E+00

 -0.4551241E-02

  0.1028957E+00

  0.4783124E-01

  0.2226686E+00

  0.1676838E+00
La soluzione calcolata da matlab
 è la seguente :

x=A\b

x =

  3.0344e-001

 -1.3940e-003

  1.3471e-001

  5.9762e-002

  2.6594e-001

  1.8831e-001

Tabella dei risultati ottenuti dalle varie elaborazioni:

Soluzione Matlab
Soluzione Slub in windows


Soluzione Slub in Linux
Errore assoluto Matlab-windows
Errore assoluto Windows-Linux

  3.0344e-001

 -1.3940e-003

  1.3471e-001

  5.9762e-002

  2.6594e-001

  1.8831e-001


  .3154377E+00

 -.4551241E-02

  .1028957E+00

  .4783124E-01

  .2226686E+00

  .1676838E+00


  0.3154377E+00

 -0.4551241E-02

  0.1028957E+00

  0.4783124E-01

  0.2226686E+00

  0.1676838E+00


-1.1998e-002

 3.1572e-003

 3.1814e-002

 1.1931e-002

 4.3271e-002

 2.0626e-002
0

0

0

0

0

0

Rappresentazione grafica dell’errore.
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Errore assoluto matlab-slub


Test dei possibili casi di errore.
1 – Caso in cui la dimensione inserita non è valida – ifail = 3

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SLUB ***

Ordine della matrice (max  10) = 0

Ampiezza di banda inferiore (max   4) = 1

Ampiezza di banda superiore (max   4) = 3

Nome del file di input = slub.i

Errore! dimensione non valida

2 – Caso in cui una delle ampiezze di banda non è valida – ifail = 6

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SLUB ***

Ordine della matrice (max  10) = 6

Ampiezza di banda inferiore (max   4) = 0

Ampiezza di banda superiore (max   4) = 3

Nome del file di input = slub.i

Errore! ampiezza di banda non valida

3 – Caso in cui la matrice ha un minore principale singolare – ifail = 7

Ordine della matrice (max  10) = 6

Ampiezza di banda inferiore (max   4) = 1

Ampiezza di banda superiore (max   4) = 3

Nome del file di input = slubs.i

Errore! minore principale singolare
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� La matrice utilizzata è la seguente:





6.2878e-001	6.0720e-001	5.7515e-001


0		0		0 


0		0		4.3895e-002


� Il file contiene una rappresentazione della seguente matrice:





9.5013e-001            0            0


2.3114e-001  8.9130e-001            0


6.0684e-001  7.6210e-001  	  0


� il file lutsing.txt contiene la seguente matrice:





            0  7.0267e-001            0            0            0


  1.4616e+000            0  6.4298e-001            0            0


            0 -6.5264e-001 -1.0956e-001  1.1025e+000            0


            0            0  7.1904e-001            0 -2.1212e-001


            0            0            0  1.0598e+000 -4.9344e-001





�  Alla matrice contenuta nel file lub.i sono stati posti a zero gli elementi della diagonale principale


� La matrice A utilizzata da matlab, è la matrice 6x6 dalla quale è stata ricavata la forma compatta poi fattorizzata da lub.


� La matrice contenuta nel file slubs.i è la seguente:





0		0		0		8.381000E-01	4.289000E-01	1.509000E-01


0		0    		6.721000E-01    	6.458739E-01    	4.861187E-01    	4.824906E-01


0 		2.026000E-01   	4.517761E-01  	2.191010E-01  	5.481472E-01  	2.697155E-01


2.668700  	0		3.238454       	0       		3.126879      	0
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