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Matrici e sistemi lineari – Matrici piene


Parte prima - Matrici piene

Lup

Scopo:
Fattorizzazione di una matrice quadrata in due matrici triangolari.

Specifiche:
Subroutine lup(a, lda, n, ipiv, ifail)


integer lda, n, ipiv(n), ifail


real a(lda, n)

Descrizione:
Background del problema


Il problema è quello dell’eliminazione di Gauss per una matrice quadrata A, secondo la formula P*A=L*U con P matrice delle permutazioni, L matrice triangolare inferiore, U matrice triangolare superiore.


Descrizione dell’algoritmo

La difficoltà maggiore da affrontare è quella di ridurre l’amplificazione degli errori di round-off, che si propagano con l’applicazione del metodo nel caso generale. La strategia adottata è quella del pivoting parziale, secondo la quale, ad ogni passo si controlla se l’elemento scelto come pivot della k-esima riga è il maggiore di tutti i coefficienti ad esso sottostanti, in caso negativo si scambiano le righe della matrice, in modo tale che nella k-esima riga venga a trovarsi quella con elemento maggiore in modulo, tra tutti quelli ad esso sottostanti. Si procede poi con la fattorizzazione di Gauss sulla “nuova” matrice, equivalente alla precedente. Il pivoting viene simulato, in realtà, non sarà effettuato nessuno scambio di righe, l’applicazione del pivoting alla matrice avviene virtualmente, utilizzando un vettore di interi (ipiv) nel quale si memorizza l’ordine effettivo delle righe. L’algoritmo lavora per colonne.


Raccomandazioni sull’uso

La maggiore raccomandazione sta nel fatto che la matrice da fattorizzare deve essere non singolare, per applicare l’eliminazione gaussiana. Nel caso in cui la matrice da fattorizzare sia malcondizionata, si suggerisce l’uso della subroutine Lups, che fornisce una soluzione più accurata. Per problemi legati alla allocazione in memoria di array bidimensionali, in fortran la dimensione lda (leading dimension) deve essere uguale alla dimensione di riga della matrice dichiarata nel programma chiamante [Appendice D]. Per ridurre la complessità di spazio la subroutine memorizza nel triangolo superiore della matrice di ingresso la matrice triangolare U, in quello inferiore la matrice triangolare L, la matrice di ingresso è, quindi, persa. Come ulteriore output dalla fattorizzazione LU, sfruttando le proprietà matematiche del determinante e il teorema di Binet, si ha:
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Si può ottenere, quindi, il determinante della matrice A come risultato indiretto della fattorizzazione LU, moltiplicando i termini della diagonale principale della matrice triangolare U, e comunque con una complessità di O(n3/3), contro una complessità di O(n!) della formula classica. Il vettore ipiv è impiegato per permutare le righe della matrice in uscita, in modo da “ricostruire” la matrice fattorizzata.

Bibliografia:
[1], [2], [3]

Parametri di I/O:
input:


a
-
matrice di reali, matrice da fattorizzare



lda
-
intero, leading dimension



n
-
intero, ordine della matrice


output:



a
-
matrice di reali, matrice fattorizzata



ipiv
-
vettore di interi, vettore delle permutazioni



ifail
-
intero, indicatore d’errore 

Indicatori d’errore:
errori gestisti dalla subroutine:


ifail = 0
nessun errore


ifail = 3
la dimensione inserita è non positiva


ifail = 4
la matrice inserita è singolare

Routines ausiliarie:
nessuna.

Tempo di esecuzione:
la complessità di tempo è somma di due contributi separati, quello del pivoting e quello dell’eliminazione. Il primo è pari a O(n2), il secondo è pari a O(n3).

Memoria richiesta:
sono dichiarati una matrice di reali di dimensione lda * n e un array di interi di dimensione n.

Accuratezza fornita:
metodo esatto a meno del condizionamento della matrice e degli errori di round-off

Esempio d programma chiamante:
      Program lupd

c     Programma dimostrativo della subroutine lup

      external lup

      integer dim

      parameter (dim=6)

      real a(dim,dim)                                                  

      real*4 temp                        

      integer ipiv(dim),n,i,j,ifail

      character*12 fin,fout,foutLU

      character sc

      print*

      print*,'*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE LUP ***'

      print*    

c     inizializzo il generatore di numeri casuali

      call seed(RND$TIMESEED)

      write(*,10)'Ordine della matrice (max ',dim,')= '

      read(*,*)n       

      print*,’Crea una nuova matrice – n’

      print*,’Carica una matrice da file – c’

      read(*,*)sc

      if (sc 
.eq. ‘c’) 



print*,'Nome del file di input= '

      
read(*,'(A)')fin

      

open(11,FILE=fin,STATUS=’OLD’)




do 4 i=1,n





do 3 j=1,n






read(11,20)a(i,j)

3 continue

4          continue

endif

goto 100     

c     creazione di una matrice n*n di valori generati casualmente  

      do 2 i=1,n

         do 1 j=1,n  

            call random(temp)

            a(i,j) = temp * i * j

    1    continue 

    2 continue  

      print*,'Nome del file di output per la matrice da fattorizzare= '

      read(*,'(A)')fout

      open(12,FILE=fout)

      write(12,20)((a(i,j),j=1,n),i=1,n)

      close(12)

  100

c     richiamo la subroutine lup

      call lup(a,dim,n,ipiv,ifail)

      if (ifail .eq. 3) stop 'Errore! dimensione non valida'

      if (ifail .eq. 4) stop 'Errore! matrice singolare'

      print*,'Nome del file di output per la matrice fattorizzata= '

      read(*,'(A)')foutLU

      open(12,FILE=foutLU)

      write(12,20)((a(ipiv(i),j),j=1,n),i=1,n)

      write(12,*)

      write(12,30)(ipiv(i),i=1,n)

      close(12) 

      print*,'Matrice fattorizzata= '

      write(*,20)((a(ipiv(i),j),j=1,n),i=1,n)

   10 format (1X,A,I2,A)

   20 format (1X,E14.7)  

   30 format (1X,I3)

      End                                     

Lup  - casi di prova

Dimostriamo l’esecuzione della subroutine lup, verificando, quindi, i calcoli effettuati risolvendo la stessa matrice con matlab.

Esecuzione di lup sotto windows:

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE LUP ***

Ordine della matrice (max  6)= 5

Crea una nuova matrice – n

Carica una matrice da file – c

n

Nome del file di output per la matrice da fattorizzare= lup.txt

Nome del file di output per la matrice fattorizzata= lupLU.txt

Matrice fattorizzata=

   .3514488E+01

   .5739491E+01

   .1507535E+01

   .6940026E+01

   .2461643E+01

   .5557423E+00

  -.2202749E+01

  -.7788154E+00

   .5237463E+00

  -.7002663E+00

   .7771705E+00

   .8275581E+00

   .3232836E+01

  -.3541814E+01

   .4787613E+01

   .4611256E+00

   .3207490E+00

   .9795086E+00

   .5997773E+01

  -.3035150E+01

   .2845300E+00

  -.8937798E-01

   .2157221E+00

  -.1217505E+00

  -.2005103E+01

   5

   4

   3

   2

   1

Esecuzione di lup sotto linux:
sono riportati esclusivamente i risultati numerici dell’elaborazione

Matrice fattorizzata =

   .3514500E+01

   .5739500E+01

   .1507500E+01

   .6940000E+01

   .2461600E+01

   .5557547E+00

  -.2202824E+01

  -.7788153E+00

   .5236621E+00

  -.7002758E+00

   .7771803E+00

   .8275405E+00

   .3232802E+01

  -.3541782E+01

   .4787600E+01

   .4611182E+00

   .3207192E+00

   .9795049E+00

   .5997884E+01

  -.3035074E+01

   .2845298E+00

  -.8935856E-01

   .2157192E+00

  -.1217534E+00

  -.2005062E+01

   5

   4

   3

   2

   1

% Verifica della correttezza della fattorizzazione:

% le seguenti istruzioni matlab verificano la correttezza

% della fattorizzazione L*U, eseguita dalla subroutine lup

% calcolando la medesima fattorizzazione 

%

% impostazione del formato numerico 

format short e

% carico la matrice da fattorizzare dal file lup.txt, generata in modo casuale da lup

load lup.txt 

% lup è stata salvata da lupd sotto forma di vettore, per proseguire con l'elaborazione

% è necessario copiare il vettore lup in una matrice quadrata

for i=1:5


for j=1:5



A(i,j)=lup((i-1)*5+j);


end

end

% stampo la matrice A da fattorizzare

A

% fattorizzazione P*A=L*U

[L,U,P]=lu(A)

% carico le fattorizzazioni eseguite da lup, anche in questo caso lupLU è un vettore, 

% ed è necessario copiarlo in una opportuna matrice

load lupLU.txt

for i=1:5


for j=1:5



LU(i,j)=lupLU((i-1)*5+j);


end

end

% la subroutine lup memorizza le fattorizzazioni L ed U nella stessa matrice,

% per una più chiara visione estraggo le matrici triangolari L e U da LU

% se j>i l'elemento appartiene ad U, L(i,j)=0

% se i>j l'elemento appartiene ad L, U(i,j)=0, se i=j l'elemento appartiene ad U, 

% la diagonale principale di L è unitaria

for i=1:5


for j=1:5



if i > j




trL(i,j)=LU(i,j);




trU(i,j)=0;



end



if i < j




trL(i,j)=0;




trU(i,j)=LU(i,j);



end



if i == j




trL(i,j)=1;




trU(i,j)=LU(i,j);



end


end

end

% copio il vettore delle permutazioni

for i=1:5


lupP(i)=lupLU(i+25);

end

% calcolo l'errore commesso da lup nella risoluzione del problema; L, U sono le 

% fattorizzazioni matlab, trL, trU sono le fattorizzazioni di lup

errL=L-trL;

errU=U-trU;

% diamo ora una rappresentazione grafica dell'errore assoluto

% per ciascuna matrice triangolare

surf(errU)

title('errore assoluto commesso nella matrice triangolare alta')

grid

pause

surf(errL)

title('errore assoluto commesso nella matrice triangolare bassa')

grid

% end m-file %

l’output dell’m-file e’ il seguente:

A =

  9.9998e-001  1.8299e+000  1.1959e+000  4.3355e-001  1.6022e-001

  1.6206e+000  1.9401e+000  3.6119e+000  5.8968e+000  2.5649e+000

  2.7314e+000  2.6377e+000  3.7599e+000  2.2852e+000  6.1212e+000

  1.9532e+000  9.8693e-001  5.8985e-002  4.3806e+000  6.6777e-001

  3.5145e+000  5.7395e+000  1.5075e+000  6.9400e+000  2.4616e+000

L =

  1.0000e+000            0            0            0            0

  5.5574e-001  1.0000e+000            0            0            0

  7.7717e-001  8.2756e-001  1.0000e+000            0            0

  4.6113e-001  3.2075e-001  9.7951e-001  1.0000e+000            0

  2.8453e-001 -8.9378e-002  2.1572e-001 -1.2175e-001  1.0000e+000

U =

  3.5145e+000  5.7395e+000  1.5075e+000  6.9400e+000  2.4616e+000

            0 -2.2027e+000 -7.7882e-001  5.2375e-001 -7.0027e-001

            0            0  3.2328e+000 -3.5418e+000  4.7876e+000

            0            0            0  5.9978e+000 -3.0351e+000

            0            0            0            0 -2.0051e+000

P =

     0     0     0     0     1

     0     0     0     1     0

     0     0     1     0     0

     0     1     0     0     0

     1     0     0     0     0

riporto l’errore assoluto commesso nella fattorizzazione LU da lup rispetto matlab

errL =

            0            0            0            0            0

  1.0117e-007            0            0            0            0

  1.7180e-007 -1.3091e-007            0            0            0

 -1.1031e-007 -5.3059e-007 -2.0985e-007            0            0

  6.5261e-008  3.1010e-008 -5.6500e-008 -9.2231e-008            0

errU =

            0            0            0            0            0

            0 -7.0983e-007 -2.9075e-007 -1.0134e-006 -2.9164e-007

            0            0  1.4261e-007 -2.5443e-007 -5.4565e-007

            0            0            0  3.9184e-007  2.5358e-006

            0            0            0            0  1.2144e-007

Valori calcolati da lup in windows 
Valori calcolati da lup in linux
Errore relativo

Windows-linux



 .3514488E+01

 .5739491E+01

 .1507535E+01

 .6940026E+01

 .2461643E+01

 .5557423E+00

-.2202749E+01

-.7788154E+00

 .5237463E+00

-.7002663E+00

 .7771705E+00

 .8275581E+00

 .3232836E+01

-.3541814E+01

 .4787613E+01

 .4611256E+00

 .3207490E+00

 .9795086E+00

 .5997773E+01

-.3035150E+01

 .2845300E+00

-.8937798E-01

 .2157221E+00

-.1217505E+00

-.2005103E+01


 .3514500E+01

 .5739500E+01

 .1507500E+01

 .6940000E+01

 .2461600E+01

 .5557547E+00

-.2202824E+01

-.7788153E+00

 .5236621E+00

-.7002758E+00

 .7771803E+00

 .8275405E+00

 .3232802E+01

-.3541782E+01

 .4787600E+01

 .4611182E+00

 .3207192E+00

 .9795049E+00

 .5997884E+01

-.3035074E+01

 .2845298E+00

-.8935856E-01

 .2157192E+00

-.1217534E+00

-.2005062E+01
  3.4144e-006

  1.5681e-006

  2.3217e-005

  3.7464e-006

  1.7468e-005

  2.2312e-005

  3.4047e-005

  1.2840e-007

  1.6079e-004

  1.3566e-005

  1.2610e-005

  2.1268e-005

  1.0517e-005

  9.0350e-006

  2.7153e-006

  1.6048e-005

  9.2916e-005

  3.7774e-006

  1.8507e-005

  2.5041e-005

  7.0291e-007

  2.1733e-004

  1.3443e-005

  2.3819e-005

  2.0448e-005

Test delle possibili situazioni di errore:

1- Caso in cui la matrice inserita sia singolare - ifail = 4 

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE LUP ***

Ordine della matrice (max  6)= 3

Crea una nuova matrice – n

Carica una matrice da file – c

c

Nome del file di input = sing.i

Errore! matrice singolare

2- Caso in cui la dimensione della matrice sia non positiva - ifail = 3 

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE LUP ***

Ordine della matrice (max  6)= -2

Errore! dimensione non valida

Do infine una rappresentazione grafica dell’errore assoluto commesso tra la fattorizzazione eseguita la lup e quella compiuta da matlab, e dell’errore commesso eseguendo la routine in dua ambienti differenti:
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Slup

Scopo: 
risoluzione di un sistema lineare A*x=b

Specifiche:
Subroutine slup(lu, p, b, ldlu, n, ifail)


integer ldlu, n, p(n),  ifail


real lu(ldlu, n), b(n)

Descrizione:
Background del problema


Il problema è quello della risoluzione di un sistema lineare A*x=b di n  equazioni in n incognite attraverso la risoluzione del sistema equivalente (L*U)*x=P*b, con P vettore delle permutazioni ed L*U=P*A


Descrizione dell’algoritmo


Per risolvere il sistema (L*U)*x=P*b l’algoritmo esegue prima una forward substitution per risolvere il sistema L*y=P*b e poi una backward substitution per il sistema U*x=y


Raccomandazioni sull’uso

La matrice lu deve contenere la fattorizzazione di A eseguita dalla subroutine Lup e non deve essere singolare. La dimensione ldlu deve essere positiva e pari alla dimensione di riga dichiarata nel programma chiamante. La dimensione n deve essere positiva e non maggiore di ldlu. Il vettore p deve contenere il vettore delle permutazioni restituito da Lup. In uscita il vettore b conterrà la soluzione del sistema.

Bibliografia:
[1], [2]

Parametri di I/O:
Input:


lu
-
matrice di reali, matrice dei coefficienti




p
-
vettore di interi, vettore delle permutazioni



b
-
vettore di reali, vettore dei termini noti



ldlu
-
intero, leading dimension di lu



n
-
intero, ordine del sistema


output:


b
-
vettore di reali, soluzione del sistema



ifail
-
intero, indicatore d’errore

Indicatori d’errore:
errori gestiti dalla subroutine:


ifail = 0
nessun errore


ifail = 3
la dimensione inserita è non positiva o è superiore a ldlu


ifail = 4
la matrice inserita è singolare

Routines ausiliarie:
nessuna.

Tempo di esecuzione:
complessità asintotica O(n2)

Memoria richiesta:
sono allocati una matrice n*n, e tre vettori di dimensione n 

Accuratezza fornita:
metodo esatto a meno del condizionamento della matrice e degli errori di round-off

Esempio di programma chiamante:

Program slupd

c     Programma dimostrativo della subroutine slup

      external slup

      integer dim

      parameter (dim=6)

      real lu(dim,dim),b(dim)

      integer p(dim),n,ifail,log

      character*12 fin,fout

      print*

      print*,'*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SLUP ***'

      print*,'***    RISOLUZIONE DI UN SISTEMA LINEARE Ax=b    ***'

      print*

      write(*,10)'Ordine del sistema (max ',dim,') ='

      read(*,*)n   

      print*,'Nome del file di input ='

      read(*,'(A)')fin

      open(11,FILE=fin,STATUS='OLD')

      do 2 i=1,n

         do 1 j=1,n

            read(11,*)lu(i,j)

    1    continue

    2 continue 

      read(11,*)

      do 4 i=1,n

         read(11,*)b(i)                 

    4 continue

      close(11)

c     fattorizzazione LU della matrice A

      call lup(lu,dim,n,p,ifail,1)

c     risoluzione di Ax=b

      call slup(lu,p,b,dim,n,ifail,log)

      if (ifail .eq. 3) stop 'Errore! dimensione non valida'

      if (ifail .eq. 4) stop 'Errore! matrice singolare'

      print*,'Nome del file di output ='

      read(*,'(A)')fout

      open(12,FILE=fout)

      write(12,20)(b(i),i=1,n)

      close(12)

      print*,'Soluzione del sistema='

      write(*,20)(b(i),i=1,n)

   10 format (1X,A,I3,A)

   20 format (1X,E14.7)  

      end

Slup casi di prova

Per il test sulla subroutine Slup creo una matrice di ordine 5 da far fattorizzare a lup, l’output di lup costituirà, unitamente ad un vettore di termini noti, l’input per la subroutine slup.

% impostazione del formato numerico

format short e

% generazione di una matrice di ordine 5

A=randn(5)

A =

  2.0277e-001  1.5274e-002  4.1865e-001  8.3812e-001  5.0281e-001

  1.9872e-001  7.4679e-001  8.4622e-001  1.9640e-002  7.0947e-001

  6.0379e-001  4.4510e-001  5.2515e-001  6.8128e-001  4.2889e-001

  2.7219e-001  9.3181e-001  2.0265e-001  3.7948e-001  3.0462e-001

  1.9881e-001  4.6599e-001  6.7214e-001  8.3180e-001  1.8965e-001

% generazione di un vettore casuale di termini noti:

b=randn(5,1)

b =

  1.9343e-001

  6.8222e-001

  3.0276e-001

  5.4167e-001

  1.5087e-001

eseguo il programma di prova slupd, per risolvere il sistema Ax=b:

Esecuzione di slupd effettuata sotto windows:

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SLUP ***

***    RISOLUZIONE DI UN SISTEMA LINEARE Ax=b    ***

Ordine del sistema (max   6) = 5 

Nome del file di input = slup.i

Nome del file di output = slup.o

Soluzione del sistema=

 -.5808038E+00

  .7921371E+00

 -.7352872E-01

  .4441934E+00

 -.1689785E+00

Esecuzione di slupd effettuata sotto linux:
*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SLUP ***

***    RISOLUZIONE DI UN SISTEMA LINEARE Ax=b    ***

Ordine del sistema (max   6) = 5 

Nome del file di input = slup.i

Nome del file di output = slup.o

Soluzione del sistema=

  -0.5808038E+00

   0.7921371E+00

  -0.7352872E-01

   0.4441934E+00

  -0.1689785E+00

Valori calcolati da matlab


Valori calcolati da slup in windows
Valori calcolati da slup in linux
Errore assoluto Linux-Windows
Errore relativo

Matlab-Windows



-5.8079e-001

 7.9213e-001

-7.3511e-002

 4.4419e-001

-1.6898e-001


-.5808038E+00

 .7921371E+00

-.7352872E-01

 .4441934E+00

-.1689785E+00
 -0.5808038E+00

  0.7921371E+00

 -0.7352872E-01

  0.4441934E+00

 -0.1689785E+00
0

0

0

0

0
  2.3760e-005

  8.9631e-006

  2.4099e-004

  7.6543e-006

  8.8769e-006
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Test sui possibili casi di errore:

1- Caso in cui la matrice inserita sia singolare - ifail = 4 

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SLUP ***

***    RISOLUZIONE DI UN SISTEMA LINEARE Ax=b    ***

Ordine della matrice (max  6)= 3

Nome del file di input = sing.i

Errore! matrice singolare

2- Caso in cui la matrice inserita sia non valida - ifail = 3 

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SLUP ***

***    RISOLUZIONE DI UN SISTEMA LINEARE Ax=b    ***

Ordine della matrice (max  6)= -2

Nome del file di input= slup.i

Errore! dimensione non valida

Lups

Scopo:
fattorizzazione di una matrice quadrata in due matrici triangolari, con applicazione del pivoting scalato.

Specifiche:
subroutine lups (a, lds, n, ipiv, s, ifail)


integer lda, n, ipiv(n), ifail


real a(lda, n), s(n)

Descrizione:
Background del problema


Il problema è quello dell’eliminazione gaussiana per una matrice quadrata A secondo la formula P*A=L*U con P matrice delle permutazioni, L matrice triangolare inferiore ed U triangolare superiore.


Descrizione dell’algoritmo


L’algoritmo che implementa lups, si differenzia da quello implementante lup per la strategia di pivot, che è di tipo scalato. In pratica al pivot parziale si affianca la determinazione dell’ordine di grandezza di ogni riga per consentire la scalatura del problema di ricerca del pivot. Il pivoting è simulato, cioè, l’applicazione del pivot alla matrice avviene, virtualmente, con un vettore di interi (ipiv) nel quale si memorizza l’ordine effettivo delle righe. L’algoritmo, per una migliore efficienza, lavora sulle colonne della matrice.


Raccomandazioni d’uso


Si  raccomanda che la matrice da fattorizzare non sia singolare, in modo da poter applicare l’eliminazione di Gauss. Per problemi legati all’allocazione in memoria di array bidimensionali in fortran, la dimensione lda deve essere uguale alla dimensione di riga della matrice dichiarata nel programma chiamante. Per ridurre la complessità di spazio la subroutine memorizza nel triangolo superiore della matrice di ingresso la matrice triangolare U, in quello inferiore la matrice triangolare L, la matrice di ingresso è, quindi, persa. Il vettore ipiv è impiegato per permutare le righe della matrice in uscita, in modo da “ricostruire” la matrice fattorizzata. Il vettore s conterrà la norma infinito di ciascuna riga della matrice da fattorizzare.

Bibliografia:
[1], [2]

Parametri di I/O:
input:



a
-
matrice di reali, matrice da fattorizzare



lda
-
intero, leading dimension


n
-
intero, ordine della matrice


output:


a
-
matrice di reali, matrice fattorizzata



ipiv
-
vettore di interi, vettore delle permutazioni



s
-
vettore di reali, norma infinito delle righe



ifail
-
intero, indicatore d’errore

Indicatori d’errore:
errori gestisti dalla subroutine:


ifail = 0
nessun errore


ifail = 3
la dimensione inserita è non positiva o è superiore a ldlu


ifail = 4
la matrice inserita è singolare

Routines ausiliarie:
nessuna.

Tempo di esecuzione:
la complessità di tempo è somma di due contributi separati, quello del pivoting e quello dell’eliminazione. Il primo è pari a O(n2/2), il secondo è pari a O(n3/3)

Memoria richiesta:
si dichiarano una matrice di reali di dimensione lda*n, un array di interi e un array di reali, entrambi di dimensione n.

Accuratezza fornita:
metodo esatto a meno del condizionamento della matrice e degli errori di round-off.

Esempio di programma chiamante:

      Program lupsd

c     Programma dimostrativo della subroutine lups

      external lups

      integer dim

      parameter (dim=6)

      real a(dim,dim),s(dim)

      integer ipiv(dim),n,ifail

      character*12 fin,fout

      print*

      print*,'*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE LUPS ***'

      print*

      write(*,10)'Ordine della matrice (max ',dim,')= '

      read(*,*)n       

      print*,'Nome del file di input= '

      read(*,'(A)')fin

      open(11,FILE=fin,STATUS='OLD')

      do 2 i=1,n

         do 1 j=1,n

            read(11,*)a(i,j)

    1    continue

    2 continue  

      close(11)

      call lups(a,dim,n,ipiv,s,ifail)

      if (ifail .eq. 3) stop 'Errore! dimensione non valida'

      if (ifail .eq. 4) stop 'Errore! matrice singolare'

      print*,'Nome del file di output= '

      read(*,'(A)')fout

      open(12,FILE=fout)

      write(12,20)((a(i,j),j=1,n),i=1,n)

      write(12,*)

      write(12,30)(ipiv(i),i=1,n)

      close(12) 

      print*,'Matrice fattorizzata= '

      write(*,20)((a(ipiv(i),j),j=1,n),i=1,n)

   10 format (1X,A,I2,A)

   20 format (1X,E14.7)  

   30 format (1X,I3)

End           

Lups casi di prova

Per testare la subroutine lups, utilizzo la seguente matrice generata in modo casuale:

A=

  1.0000e+006  2.5000e+001  1.5450e+003  1.0000e-003  2.4700e+002

  1.2530e+003  2.6000e+004  3.1000e+003  1.2000e+001  7.7600e+002

  1.0000e+000  3.6400e+002  1.0000e+000  9.8470e+003  3.1250e+003

  3.2500e-003  2.1000e-005  3.2510e+003  2.6540e+003  9.5410e+003

  1.2000e-005  1.2541e+004  2.2510e+003  2.0000e+000  7.0000e+000

eseguo la fattorizzazione con matlab, ed ottengo il seguente output:

L =

  1.0000e+000            0            0            0            0

  1.2530e-003  1.0000e+000            0            0            0

  3.2500e-009  8.0457e-010  1.0000e+000            0            0

  1.0000e-006  1.4000e-002 -1.3034e-002  1.0000e+000            0

  1.2000e-011  4.8235e-001  2.3275e-001 -6.2896e-002  1.0000e+000

U =

  1.0000e+006  2.5000e+001  1.5450e+003  1.0000e-003  2.4700e+002

            0  2.6000e+004  3.0981e+003  1.2000e+001  7.7569e+002

            0            0  3.2510e+003  2.6540e+003  9.5410e+003

            0            0            0  9.8814e+003  3.2385e+003

            0            0            0            0 -2.3841e+003

P =

     1     0     0     0     0

     0     1     0     0     0

     0     0     0     1     0

     0     0     1     0     0

     0     0     0     0     1

eseguo ora il programma dimostrativo della subroutine lups:

Esecuzione effettuata in windows

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE LUPS ***

Ordine della matrice (max 6)= 5

Nome del file di input= lups.i

Nome del file di output= lups.o

Matrice fattorizzata=  

  1.0000e+006

  2.5000e+001

  1.5450e+003

  1.0000e-003

  2.4700e+002

  1.2530e-003

  2.6000e+004

  3.0980e+003

  1.2000e+001

  7.7600e+002

  1.0000e-006

  1.4000e-002

 -1.3037e-002

  9.8813e+003

  3.2384e+003

  3.2500e-009

  8.0769e-010

  3.2510e+003

  2.6540e+003

  9.5410e+003

  1.2000e-011

  4.8235e-001

  2.3772e-001

 -6.2898e-002

 -2.3840e+003

  1

  2

  4

  3

  5


Esecuzione effettuata sotto Linux:

 Matrice fattorizzata =  

   .1000000E+07

   .2500000E+02

   .1545000E+04

   .1000000E-02

   .2470000E+03

   .1253000E-02

   .2599997E+05

   .3098064E+04

   .1200000E+02

   .7756905E+03

   .1000000E-05

   .1400002E-01

  -.1303430E-01

   .9881425E+04

   .3238500E+04

   .3250000E-08

   .8045682E-09

   .3251000E+04

   .2654000E+04

   .9541000E+04

   .1200000E-10

   .4823467E+00

   .2327465E+00

  -.6289551E-01

  -.2384099E+04

   1

   2

   4

   3

   5

Fattorizzazione effettuata in Windows
Fattorizzazione effettuata in Linux


Errore windows-linux



 1.0000e+006

 2.5000e+001

 1.5450e+003

 1.0000e-003

 2.4700e+002

 1.2530e-003

 2.6000e+004

 3.0980e+003

 1.2000e+001

 7.7600e+002

 1.0000e-006

 1.4000e-002

-1.3037e-002

 9.8813e+003

 3.2384e+003

 3.2500e-009

 8.0769e-010

 3.2510e+003

 2.6540e+003

 9.5410e+003

 1.2000e-011

 4.8235e-001

 2.3772e-001

-6.2898e-002

-2.3840e+003


 .1000000E+07

 .2500000E+02

 .1545000E+04

 .1000000E-02

 .2470000E+03

 .1253000E-02

 .2599997E+05

 .3098064E+04

 .1200000E+02

 .7756905E+03

 .1000000E-05

 .1400002E-01

-.1303430E-01

 .9881425E+04

 .3238500E+04

 .3250000E-08

 .8045682E-09

 .3251000E+04

 .2654000E+04

 .9541000E+04

 .1200000E-10

 .4823467E+00

 .2327465E+00

-.6289551E-01

-.2384099E+04

 
            0

            0

            0

            0

  5.6843e-014

            0

  3.0000e-002

 -6.4000e-002

            0

  3.0950e-001

            0

 -2.0000e-008

 -2.7000e-006

 -1.2500e-001

 -1.0000e-001

            0

  3.1218e-012

            0

 -4.5475e-013

            0

            0

  3.3000e-006

  4.9735e-003

 -2.4900e-006

  9.9000e-002

Il seguente m-file organizza i dati calcolati da lups, per verificare, tramite 

matlab l’errore assoluto commesso tra i valori calcolati da matlab e lups.

% ***

% *** tramite le seguenti istruzioni creo, partendo dal vettore contenente la matrice

% *** fattorizzata da lups, una matrice triangolare alta e una triangolare bassa

% *** e calcolo l’errore assoluto commesso tra la fattorizzazione matlab e lups

% ***

load lups.o

trL(5,5)=0;

trU(5,5)=0;

p(5,1)=0;

for i=1:5


p(i)=lups(25+i);

end

for i=1:5


for j=1:5



if p(i) > j






trL(p(i),j)=lups((i-1)*5+j);



end



if p(i) < j




trU(p(i),j)=lups((i-1)*5+j);



end



if p(i) == j




trL(p(i),j)=1;




trU(p(i),j)=lups((i-1)*5+j);



end


end

end

errL = L – trL;

errU = U – trU;

% end m-file %

l’output dell’m-file è il seguente:

trL =

  1.0000e+000            0            0            0            0

  1.2530e-003  1.0000e+000            0            0            0

  3.2500e-009  8.0769e-010  1.0000e+000            0            0

  1.0000e-006  1.4000e-002 -1.3037e-002  1.0000e+000            0

  1.2000e-011  4.8235e-001  2.3772e-001 -6.2898e-002  1.0000e+000

trU =

  1.0000e+006  2.5000e+001  1.5450e+003  1.0000e-003  2.4700e+002

            0  2.6000e+004  3.0981e+003  1.2000e+001  7.7600e+002

            0            0  3.2510e+003  2.6540e+003  9.5410e+003

            0            0            0  9.8813e+003  3.2385e+003

            0            0            0            0 -2.3840e+003

errL =

            0            0            0            0            0

            0            0            0            0            0

            0 -3.1240e-012            0            0            0

            0  1.5906e-008  2.7053e-006            0            0

            0  6.3498e-007 -4.9735e-003  2.4777e-006            0

errU =

            0            0            0            0  2.8422e-014

            0 -3.1325e-002 -5.8850e-003 -1.2530e-006 -3.0949e-001

            0            0 -7.5139e-006 -9.6579e-009 -1.4268e-006

            0            0            0  1.2502e-001  3.2323e+003

            0            0            0            0 -6.9032e-002

Rappresentazione grafica degli errori.
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Errore assoluto, relativo alla matrice triangolare superiore


Test sui possibili casi di errore:

1- Caso in cui la dimensione inserita sia non positiva – ifail = 3

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE LUPS ***

Ordine della matrice (max 6)= -3

Nome del file di input= lups.i

Errore! dimensione non valida

2- Caso in cui la matrice inserita sia singolare – ifail = 4

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE LUPS ***

Ordine della matrice (max 6)= 3

Nome del file di input= lupssing.i

Errore! matrice singolare

Corit

Scopo:
correzione iterativa della soluzione di un sistema lineare.

Specifiche:
subroutine corit(lu, p, b, x, ldlu, n, tol, maxit, r, ifail)


integer ldlu, n, p(n), maxit, ifail


real lu(ldlu, n), x(n), b(n), tol


double precision r(n)

Descrizione:
Background del problema


Il problema è quello di migliorare l’accuratezza della soluzione di un sistema lineare mediante un procedimento iterativo, col quale si genera una successione di approssimazioni che tentano di ridurre il residuo del sistema.


Descrizione dell’algoritmo

L’algoritmo riceve in ingresso i dati di un sistema A*x = b e una approssimazione della sua soluzione x’ eventualmente calcolata in precedenza tramite la subroutine slup, quindi, calcola il residuo r = b - A*x’ e risolve il sistema A*dx = r per determinare il termine correttivo dx tale che  x’ + dx ( x. Il procedimento è iterato finché l’approssimazione raggiunta non soddisfa la tolleranza richiesta. 


Raccomandazioni sull’uso


La matrice in ingresso e il vettore delle permutazioni devono essere nel formato di uscita di lup. La dimensione del sistema deve essere positiva e minore o uguale alla leading dimension , che a sua volta deve essere uguale alla dimensione di riga dichiarata nel programma chiamante. La tolleranza deve essere positiva e minore di uno. Il numero massimo di iterazioni deve essere positivo.

Bibliografia:
[1], [3], [4]

Parametri di I/O:
input:


lu
-
matrice di reali, matrice dei coefficienti



x
-
vettore di reali, approssimazione della soluzione



p
-
vettore di interi, vettore delle permutazioni



b
-
vettore di reali, vettore dei termini noti



ldlu
-
intero, leading dimension di lu



n
-
intero, ordine del sistema



tol
-
reale, tolleranza relativa



maxit
-
intero, numero massimo di iterazioni da eseguire


output:


x
-
vettore di reali, soluzione corretta



r
-
vettore di reali (in doppia precisione), residuo del sistema



ifail
-
intero, indicatore d’errore

Indicatori d’errore:
errori gestisti dalla subroutine:


ifail = 0
nessun errore


ifail = 1
la tolleranza è minore di zero o non minore di uno


ifail = 3
la dimensione inserita non è valida


ifail = 4
la matrice inserita è singolare


ifail = 8
il numero massimo di iterazioni è non positivo


ifail = 9
è stato raggiunto il numero massimo di iterazioni

Routines ausiliarie:
nessuna.

Tempo di esecuzione:
funzione dell’ordine del sistema, del numero di iterazioni e della tolleranza

Memoria richiesta:
sono allocati una matrice n*n, e quattro array di dimensione n

Accuratezza fornita:
funzione della tolleranza richiesta

Esempio di programma chiamante:

      Program coritd

c     Programma dimostrativo della subroutine corit

      external corit

      integer dim

      parameter (dim=6)

      real lu(dim,dim),x(dim),b(dim),tol

      integer p(dim),n,maxit,ifail

      double precision r(dim)

      character*12 fin1,fin2,fout

      print*

      print*,'*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE CORIT ***'

      print*

      write(*,10)'Ordine del sistema (max ',dim,')= '

      read(*,*)n   

      print*,'Nome del file di input (dati del sistema)= '

      read(*,'(A)')fin1

      open(11,FILE=fin1,STATUS='OLD')

      do 2 i=1,n

         do 1 j=1,n

            read(11,*)lu(i,j)

    1    continue

    2 continue

      read(11,*)

      do 3 i=1,n

         read(11,*)p(i)

    3 continue

      read(11,*)

      do 4 i=1,n

         read(11,*)b(i)

    4 continue

      close(11)

      print*,'Nome del file di input (soluzione del sistema)= '

      read(*,'(A)')fin2

      open(12,FILE=fin2,STATUS='OLD')

      do 5 i=1,n

         read(12,*)x(i)

    5 continue

      close(12)

      print*,'Tolleranza relativa= '

      read(*,*)tol

      print*,'Numero massimo di iterazioni= '

      read(*,*)maxit

      call corit(lu,p,b,x,dim,n,tol,maxit,r,ifail)

      if (ifail .eq. 1) stop 'Errore! tolleranza relativa non valida'

      if (ifail .eq. 3) stop 'Errore! dimensione non valida'

      if (ifail .eq. 4) stop 'Errore! matrice singolare'

      if (ifail .eq. 8) stop 'Errore! numero di iterazioni non valido'

      if (ifail .eq. 9) print*,'Attenzione! raggiunto il numero',

     %                         ' massimo di iterazioni'

      print*,'Nome del file di output= '

      read(*,'(A)')fout

      open(13,FILE=fout)

      write(13,20)(x(i),i=1,n)

      write(13,*)

      write(13,20)(r(i),i=1,n)

      close(13)

      print*,'Soluzione corretta= '

      write(*,20)(x(i),i=1,n)

      print*,'Residuo del sistema= '

      write(*,20)(r(i),i=1,n)

   10 format (1X,A,I3,A)

   20 format (1X,E14.7)  

      End                              

Corit – casi di prova

Per il test della subroutine corit creo una matrice casuale di ordine 5, che costituirà l’input per la subroutine lup. La matrice fattorizzata, unitamente ad un vettore di termini noti e ad un vettore rappresentante la soluzione iniziale (vettore di zeri) formerà l’input per la subroutine corit.

A =
  2.1896e-001  3.8350e-001  5.2970e-001  4.1749e-001  5.2693e-001

  4.7045e-002  5.1942e-001  6.7115e-001  6.8677e-001  9.1965e-002

  6.7886e-001  8.3097e-001  7.6982e-003  5.8898e-001  6.5392e-001

  6.7930e-001  3.4572e-002  3.8342e-001  9.3044e-001  4.1600e-001

  9.3469e-001  5.3462e-002  6.6842e-002  8.4617e-001  7.0119e-001

b =

  9.1032e-001

  7.6220e-001

  2.6245e-001

  4.7465e-002

  7.3608e-001

sol =     0     0     0     0     0
fattorizzazione eseguita da lup sulla matrice A:

   .2342595E+00

   .4683208E+00

   .7677812E+00

  -.2761550E+00

   .3238612E+00

   .5033220E-01

   .6523198E+00

   .6944321E+00

   .6608722E+00

  -.3768531E-01

   .7262943E+00

   .7921408E+00

  -.4084876E-01

  -.2558842E-01

   .1446497E+00

   .7267650E+00

  -.5405996E-02

   .4818624E+00

   .1127832E-01

  -.7831186E-01

   .9346900E+00

   .5346200E-01

   .6684200E-01

   .8461700E+00

   .7011900E+00

   5

   3

   2

   1

   4

Esecuzione della subroutine sotto windows:

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE CORIT ***

Ordine del sistema (max   6)= 5

Nome del file di input (dati del sistema)= corit.i

Nome del file di input (soluzione del sistema)= sol.i

Tolleranza relativa= 1e-5

Numero massimo di iterazioni= 20

Nome del file di output= corit.o

Soluzione corretta=

 -.1915694E+02

 -.2624496E+01

 -.1066012E+02

  .1324154E+02

  .1182295E+02

Residuo del sistema=

  .1072884E-05

  .7152557E-06

 -.3576279E-06

 -.2980232E-06

  .5178154E-06

Esecuzione della subroutine sotto Linux:

riporto i soli risultati numerici dell’elaborazione effettuata sotto linux:

Soluzione corretta=

 -0.1915694E+02

 -0.2624496E+01

 -0.1066012E+02

  0.1324154E+02

  0.1182295E+02

Residuo del sistema=

  0.1072884E-05

  0.7152557E-06

 -0.3576279E-06

 -0.2980232E-06

  0.5178154E-06

Risultati tabellati:

Soluzione matlab


Soluzione 

Corit-windows


Soluzione

Corit-linux
Errore relativo

Matlab-Corit
Errore 

Windows-Linux

 -1.9157e+001

 -2.6245e+000

 -1.0660e+001

  1.3242e+001

  1.1823e+001
 -.1915694E+02

 -.2624496E+01

 -.1066012E+02

  .1324154E+02

  .1182295E+02

  .1072884E-05

  .7152557E-06

 -.3576279E-06

 -.2980232E-06

  .5178154E-06


 -0.1915694E+02

 -0.2624496E+01

 -0.1066012E+02

  0.1324154E+02

  0.1182295E+02

  0.1072884E-05

  0.7152557E-06

 -0.3576279E-06

 -0.2980232E-06

  0.5178154E-06


  5.8728e-007

  5.4200e-007

  8.7591e-007

  4.5344e-007

  5.3946e-008
0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

Rappresentazione grafica dell’errore commesso tra l’elaborazione effettuata da matlab e quella eseguita da corit
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Test sui possibili casi di errore:

1- Caso in cui la tolleranza relativa non sia valida – ifail = 1

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE CORIT ***

Ordine del sistema (max   6)= 5

Nome del file di input (dati del sistema)= corit.i

Nome del file di input (soluzione del sistema)= sol.i

Tolleranza relativa= 3

Numero massimo di iterazioni= 20

Errore! tolleranza relativa non valida

2- Caso in cui la dimensione inserita non sia valida – ifail = 3

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE CORIT ***

Ordine del sistema (max   6)= -1

Nome del file di input (dati del sistema)= corit.i

Nome del file di input (soluzione del sistema)= sol.i

Tolleranza relativa= 10e-5

Numero massimo di iterazioni= 20

Errore! dimensione non valida

3- Caso in cui la matrice inserita sia singolare – ifail = 4

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE CORIT ***

Ordine del sistema (max   6)= 3

Nome del file di input (dati del sistema)= sing.i

Nome del file di input (soluzione del sistema)= sol.i

Tolleranza relativa= 10e-5

Numero massimo di iterazioni= 20

Errore! matrice singolare

4- Caso in cui numero di itertazioni da effettuare non sia valido – ifail = 8

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE CORIT ***

Ordine del sistema (max   6)= 5

Nome del file di input (dati del sistema)= corit.i

Nome del file di input (soluzione del sistema)= sol.i

Tolleranza relativa= 10e-5

Numero massimo di iterazioni= 0

Errore! numero di iterazioni non valido

5- Caso in cui si effettuino il massimo numero di iterazioni – ifail = 9

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE CORIT ***

Ordine del sistema (max   6)= 5

Nome del file di input (dati del sistema)= corit.i

Nome del file di input (soluzione del sistema)= sol.i

Tolleranza relativa= 10e-5

Nome del file di input (soluzione del sistema)= sol.i

Tolleranza relativa= 10e-5

Numero massimo di iterazioni= 2

Attenzione! raggiunto il numero massimo di iterazioni

Nome del file di output= corit.o

Soluzione corretta=

 -.1915694E+02

 -.2624496E+01

 -.1066012E+02

  .1324154E+02

  .1182295E+02

Residuo del sistema=

  .1072884E-05

  .7152557E-06

 -.3576279E-06

 -.2980232E-06

  .5178154E-06

Chol

Scopo:
fattorizzazione di Cholesky di una matrice A simmetrica definita positiva

Specifiche:
subroutine chol(a, l, n, ifail)


integer n,ifail


real a(n * (n+1)/2),  l(n* (n+1)/2)

Descrizione:
Background del problema


Il problema riguarda la fattorizzazione di una matrice quadrata. Nel caso in cui la matrice sia simmetrica ‘definita positiva’, il procedimento risulta semplificato per due ragioni: non è necessario pivoting ed è possibile operare solo sul triangolo inferiore della matrice, essendo quello superiore il trasposto dell’inferiore. Pertanto, la fattorizzazione della matrice consisterà nel prodotto di due matrici L e Lt, la prima triangolare inferiore, la seconda trasposta della prima. La determinazione degli elementi della matrice L={lij} avviene nel seguente modo:
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La matrice in ingresso deve essere ‘definita positiva’ , perché in caso contrario, nella (3.1) si calcolerebbero radici complesse e nella (3.2) si eseguirebbero divisioni per zero, rendendo in entrambi i casi impossibile l’applicazione dell’algoritmo.


Descrizione dell’algoritmo

Caratteristica fondamentale dell’algoritmo è quella di operare non su di una matrice n*n, ma su di un vettore di lunghezza n*(n+1)/2 (array in formato packed) ottenendo così una diminuzione notevole della complessità sia di tempo che di spazio.


Raccomandazioni sull’uso

Se si desidera fattorizzare una matrice A Mnxn(R) è necessario che questa sia simmetrica e definita positiva; bisogna fornire in ingresso un vettore di lunghezza n*(n+1)/2 contenente solo gli elementi del triangolo inferiore della matrice da fattorizzare, compresi quelli della diagonale, ordinati per righe. 


In uscita la subroutine fornirà un vettore contenente gli elementi della matrice L, triangolare inferiore, tale che A=L*Lt.

Bibliografia:
[1], [2]

Parametri di I/O:
input:



a
-
vettore di reali, elementi del triangolo inferiore di A



n
-
intero, ordine della matrice


output:


l
-
vettore di reali, elementi del triangolo inferiore di L



ifail
-
intero, indicatore d’errore

Indicatori d’errore:
errori gestisti dalla subroutine:


ifail = 0
nessun errore


ifail = 3
la dimensione inserita non è valida


ifail = 5
la matrice inserita non è positiva definita

Routines ausiliarie:
nessuna

Tempo di esecuzione:
complessità asintotica O(n3/6)

Memoria richiesta:
sono dichiarati due array di dimensione n*(n+1)/2

Accuratezza fornita:
metodo esatto a meno del condizionamento della matrice e degli errori di round-off

Esempio di programma chiamante:

      Program chold

c     Programma dimostrativo della subroutine chol

      external chol

      integer dim

      parameter (dim=100)

      real a(dim*(dim+1)/2),l(dim*(dim+1)/2)                    

      integer n,ifail

      character*12 fin,fout

      print*

      print*,'*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE CHOL ***'

      print*

      write(*,10)'Ordine della matrice (max ',dim,') = '

      read(*,*)n       

      print*,'Nome del file di input = '

      read(*,'(A)')fin

      open(11,FILE=fin,STATUS='OLD')

      do 1 i=1,n*(n+1)/2

         read(11,*)a(i)   

    1 continue

      close(11)

      call chol(a,l,n,ifail)

      if (ifail .eq. 3) stop 'Errore! dimensioni non valide'

      if (ifail .eq. 5) stop 'Errore! matrice non definita positiva'

      print*,'Nome del file di output = '

      read(*,'(A)')fout

      open(12,FILE=fout)

      write(12,20)(l(i),i=1,n*(n+1)/2)

      close(12) 

      print*,'Matrice fattorizzata = '

      write(*,20)(l(i),i=1,n*(n+1)/2)

   10 format (1X,A,I3,A)

   20 format (1X,E14.7)  

      End  

Chol casi di prova

Per effettuare il test sulla routine chol, utilizzo una matrice positiva definita, generata utilizzando il seguente m-file matlab:

% *** M-FILE PER LA FATTORIZZAZIONE DI UNA MATRICE 

% *** QUADRATA SIMMETRICA POSITIVA DEFINITA A 

% *** DIAGONALE DOMINANTE DI ORDINE 6

% impostazione del formato numerico

format short e

% generazione di una matrice casuale di ordine 6

temp=rand(6)

% trasformazione della matrice in simmetrica positiva definita

a=tril(temp)+tril(temp)’+4*eye(6)

% fattorizzazione di Cholesky della matrice a

c=chol(a)’

l’output dell’m-file è il seguente:

temp =

  2.1896e-001  5.1942e-001  7.6982e-003  9.3044e-001  7.0119e-001  3.2823e-001

  4.7045e-002  8.3097e-001  3.8342e-001  8.4617e-001  9.1032e-001  6.3264e-001

  6.7886e-001  3.4572e-002  6.6842e-002  5.2693e-001  7.6220e-001  7.5641e-001

  6.7930e-001  5.3462e-002  4.1749e-001  9.1965e-002  2.6245e-001  9.9104e-001

  9.3469e-001  5.2970e-001  6.8677e-001  6.5392e-001  4.7465e-002  3.6534e-001

  3.8350e-001  6.7115e-001  5.8898e-001  4.1600e-001  7.3608e-001  2.4704e-001

a =

  4.4379e+000  4.7045e-002  6.7886e-001  6.7930e-001  9.3469e-001  3.8350e-001

  4.7045e-002  5.6619e+000  3.4572e-002  5.3462e-002  5.2970e-001  6.7115e-001

  6.7886e-001  3.4572e-002  4.1337e+000  4.1749e-001  6.8677e-001  5.8898e-001

  6.7930e-001  5.3462e-002  4.1749e-001  4.1839e+000  6.5392e-001  4.1600e-001

  9.3469e-001  5.2970e-001  6.8677e-001  6.5392e-001  4.0949e+000  7.3608e-001

  3.8350e-001  6.7115e-001  5.8898e-001  4.1600e-001  7.3608e-001  4.4941e+000

c =

  2.1066e+000            0            0            0            0            0

  2.2332e-002  2.3794e+000            0            0            0            0

  3.2225e-001  1.1505e-002  2.0074e+000            0            0            0

  3.2246e-001  1.9442e-002  1.5610e-001  2.0138e+000            0            0

  4.4369e-001  2.1846e-001  2.6964e-001  2.3067e-001  1.9299e+000            0

  1.8204e-001  2.8036e-001  2.6257e-001  1.5437e-001  2.5269e-001  2.0557e+000

eseguiamo ora la routine chol sulla matrice triangolare inferiore ottenuta da a:

Esecuzione di chol effettuata in winwows:

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE CHOL ***

Ordine della matrice (max 100) = 6

Nome del file di input = chol.i

Nome del file di output = chol.o

Matrice fattorizzata =

  .2106632E+01

  .2233185E-01

  .2379370E+01

  .3222489E+00

  .1150539E-01

  .2007417E+01

  .3224578E+00

  .1944251E-01

  .1560984E+00

  .2013747E+01

  .4436892E+00

  .2184577E+00

  .2696391E+00

  .2306702E+00

  .1929871E+01

  .1820441E+00

  .2803619E+00

  .2625717E+00

  .1543692E+00

  .2526872E+00

  .2055659E+01

Esecuzione di chol effettuata sotto Linux:

Riporto i risultati numerici ottenuti dall’elaborazione:

Matrice fattorizzata =

   .2106632E+01

   .2233185E-01

   .2379370E+01

   .3222489E+00

   .1150539E-01

   .2007417E+01

   .3224578E+00

   .1944251E-01

   .1560984E+00

   .2013747E+01

   .4436892E+00

   .2184577E+00

   .2696391E+00

   .2306702E+00

   .1929871E+01

   .1820441E+00

   .2803619E+00

   .2625717E+00

   .1543692E+00

   .2526872E+00

   .2055659E+01

Fattorizzazione matlab


Fattorizzazione chol-windows
Fattorizzazione chol-linux
Errore relativo windows-linux

  2.1066e+000

  2.2332e-002

  2.3794e+000

  3.2225e-001

  1.1505e-002

  2.0074e+000

  3.2246e-001

  1.9442e-002

  1.5610e-001

  2.0138e+000

  4.4369e-001

  2.1846e-001

  2.6964e-001

  2.3067e-001

  1.9299e+000

  1.8204e-001

  2.8036e-001

  2.6257e-001

  1.5437e-001

  2.5269e-001

  2.0557e+000
  .2106632E+01

  .2233185E-01

  .2379370E+01

  .3222489E+00

  .1150539E-01

  .2007417E+01

  .3224578E+00

  .1944251E-01

  .1560984E+00

  .2013747E+01

  .4436892E+00

  .2184577E+00

  .2696391E+00

  .2306702E+00

  .1929871E+01

  .1820441E+00

  .2803619E+00

  .2625717E+00

  .1543692E+00

  .2526872E+00

  .2055659E+01


   .2106632E+01

   .2233185E-01

   .2379370E+01

   .3222489E+00

   .1150539E-01

   .2007417E+01

   .3224578E+00 

   .1944251E-01

   .1560984E+00

   .2013747E+01

   .4436892E+00

   .2184577E+00

   .2696391E+00

   .2306702E+00   

   .1929871E+01

   .1820441E+00

   .2803619E+00

   .2625717E+00

   .1543692E+00

   .2526872E+00

   .2055659E+01


0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

0

L’errore occorso tra la fattorizzazione matlab e quella della subroutine chol è il seguente:

err =

 -3.2000e-005            0            0            0            0            0

  1.5000e-007  3.0000e-005            0            0            0            0

  1.1000e-006 -3.9000e-007 -1.7000e-005            0            0            0

  2.2000e-006 -5.1000e-007  1.6000e-006  5.3000e-005            0            0

  8.0000e-007  2.3000e-006  9.0000e-007 -2.0000e-007  2.9000e-005            0

 -4.1000e-006 -1.9000e-006 -1.7000e-006  8.0000e-007  2.8000e-006  4.1000e-005

graficamente l’errore è il seguente:
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Consideriamo ora le possibili situazioni di errore:

1- dimensione della matrice non valida – ifail=3

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE CHOL ***

Ordine della matrice (max 100) = 102

Nome del file di input = chol.i

Errore! dimensione non valida

2- matrice inserita non definita positiva – ifail=5

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE CHOL ***

Ordine della matrice (max 100) = 3

Nome del file di input = Chndp.i

Errore! matrice non definita positiva

Schol

Scopo: 
risoluzione di un sistema lineare A*x=b, con A matrice simmetrica definita positiva.

Specifiche:
Subroutine schol(l, b, n, ifail)


integer n,  ifail


real l(n*(n+1)/2), b(n)

Descrizione:
Background del problema


Il problema è relativo alla risoluzione di un sistema lineare A*x=b, con A matrice simmetrica definita positiva. Viste le caratteristiche di simmetria della matrice A, si effettua la fattorizzazione di Cholesky di A in modo da ottenere una matrice L, triangolare inferiore tale che A=L*Lt. In questo modo la risoluzione del sistema A*x=b è ricondotto alla risoluzione di (L*Lt)*x=b, al quale sono applicabili gli algoritmi di forward e backward substitution.


Descrizione dell’algoritmo


Caratteristica dell’algoritmo è quella di operare non su di una matrice n*n, ma su di un vettore di lunghezza n*(n+1)/2 (array in formato packed), contenente una matrice triangolare inferiore ottenuta dalla fattorizzazione di Cholesky della matrice A, ottenendo così una diminuzione notevole della complessità sia di tempo che di spazio. Per risolvere il sistema (L*Lt)*x=b l’algoritmo esegue prima una forward substitution per risolvere il sistema L*y=b e poi una backward substitution per il sistema Lt*x=y. La forward e la backward substitution sono implementate nella versione colonna. Per effettuare la backward substitution occorrerebbe calcolare Lt, trasposta di L, ma in realtà si opera sempre sulla matrice L.


Raccomandazioni sull’uso


Il vettore l deve contenere la fattorizzazione di A eseguita dalla subroutine Chol e non deve essere singolare. In uscita il vettore b conterrà la soluzione del sistema, quindi è opportuno salvare b se è necessario per ulteriori elaborazioni.

Bibliografia:
[1], [2]

Parametri di I/O:
Input:


l
-
matrice di reali, matrice dei coefficienti




b
-
vettore di reali, vettore dei termini noti



n
-
intero, ordine del sistema


output:


b
-
vettore di reali, soluzione del sistema



ifail
-
intero, indicatore d’errore

Indicatori d’errore:
errori gestiti dalla subroutine:


ifail = 0
nessun errore


ifail = 3
la dimensione inserita è non positiva o è superiore a ldlu


ifail = 5
la matrice inserita non è definita positiva

Routines ausiliarie:
nessuna.

Tempo di esecuzione:
complessità asintotica O(n2)

Memoria richiesta:
sono allocati un vettore n*(n-1)/2 , e un vettore di dimensione n .

Accuratezza fornita:
metodo esatto a meno del condizionamento della matrice e degli errori di round-off

Esempio di programma chiamante:

      Program schold

c     Programma dimostrativo della subroutine schol

      external schol

      integer dim

      parameter (dim=100)

      real l(dim*(dim+1)/2), b(dim)

      integer n,ifail

      character*12 fin,fout

      print*

      print*,'*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SCHOL ***'

      print*

      write(*,10)'Ordine della matrice (max ',dim,') = '

      read(*,*)n       

      print*,'Nome del file di input = '

      read(*,'(A)')fin

      open(11,FILE=fin,STATUS='OLD')

      do 1 i=1,n*(n+1)/2

         read(11,*)l(i)             

    1 continue

      do i=1, n

          read(11,*)b(i)                

      end do

      close(11)            

      call schol(l,b,n,ifail)

      if (ifail .eq. 3) stop 'Errore! dimensioni non valide'

      if (ifail .eq. 5) stop 'Errore! matrice non definita positiva'

      print*,'Nome del file di output = '

      read(*,'(A)')fout

      open(12,FILE=fout)

      write(12,20)(b(i),i=1,n)

      close(12)                            

      print*,'Soluzione del sistema = '

      write(*,20)(b(i),i=1,n)

   10 format (1X,A,I3,A)

   20 format (1X,E14.7)  

               End

Schol casi di prova

Per il test sulla subroutine schol, si utilizzarà la matrice precedentemente fattorizzata

tramite la subroutine chol. 

% ***

% *** Risoluzione di un sistema lineare Ax=b con 

% *** A simmetrica definita positiva. 

% ***

% impostazione del formato numerico

format short e

% generazione di un vettore casuale – termine noto –

b=rand(6,1)

% calcolo del sistema

x=A\b

output dell’m-file

A =

  4.4379e+000  4.7045e-002  6.7886e-001  6.7930e-001  9.3469e-001  3.8350e-001

  4.7045e-002  5.6619e+000  3.4572e-002  5.3462e-002  5.2970e-001  6.7115e-001

  6.7886e-001  3.4572e-002  4.1337e+000  4.1749e-001  6.8677e-001  5.8898e-001

  6.7930e-001  5.3462e-002  4.1749e-001  4.1839e+000  6.5392e-001  4.1600e-001

  9.3469e-001  5.2970e-001  6.8677e-001  6.5392e-001  4.0949e+000  7.3608e-001

  3.8350e-001  6.7115e-001  5.8898e-001  4.1600e-001  7.3608e-001  4.4941e+000
b =

  9.5013e-001

  2.3114e-001

  6.0684e-001

  4.8598e-001

  8.9130e-001

  7.6210e-001
x =

  1.5528e-001

  1.1711e-002

  7.6402e-002

  4.9812e-002

  1.3886e-001

  1.1721e-001
La matrice in input di schol deve essere la matrice triangolare inferiore ottenuta effettuando la fattorizzazione di Cholesky sulla matrice A. La matrice deve essere in formato packed.

Esecuzione della routine schol in ambiente Windows

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SCHOL ***

Ordine della matrice (max 100) = 6

Nome del file di input = schol.i

Nome del file di output = schol.o

Soluzione del sistema =

  .1552831E+00

  .1171134E-01

  .7640169E-01

  .4981182E-01

  .1388644E+00

  .1172098E+00

Esecuzione della routine schol in ambiente Linux.

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SCHOL ***

Ordine della matrice (max 100) = 6

Nome del file di input = schol.i

Nome del file di output = schol.o

Soluzione del sistema =

  0.1552831E+00

  0.1171134E-01

  0.7640169E-01

  0.4981182E-01

  0.1388644E+00

  0.1172098E+00
Valori calcolati da matlab
Valori calcolati da schol in windows
Valori calcolati da schol in linux
Errore relativo matlab windows
Errore assoluto windows linux

1.5528e-001

1.1711e-002

7.6402e-002

4.9812e-002

1.3886e-001

1.1721e-001


.1552831E+00

.1171134E-01

.7640169E-01

.4981182E-01

.1388644E+00

.1172098E+00


  0.1552831E+00

  0.1171134E-01

  0.7640169E-01

  0.4981182E-01

  0.1388644E+00

  0.1172098E+00
  1.8970e-006

  1.3028e-005

  9.5404e-006

  1.3567e-005

  1.9345e-006

  6.1761e-006
0

0

0

0

0

0

Rappresentazione grafica degli errori commessi:
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Test sui possibili casi di errore.

1- Caso in cui la dimensione inserita sia non positiva – ifail = 3

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SCHOL ***

Ordine della matrice (max 100) = -1

Nome del file di input = schol.i

Errore! dimensioni non valide

2- Caso in cui la matrice inserita sia non definita positiva ifail = 5

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA SUBROUTINE SCHOL ***

Ordine della matrice (max 100) = 3

Nome del file di input = schol.i

Errore! matrice non definita positiva
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� Il  file sing..i contiene la seguente matrice





 -5  3  0


  0  1  0


  0 -1  0





� Il  file sing.i contiene la seguente matrice





 -5  3  0


  0  1  0


  0 -1  0





�   Il file lupssing.i contiene la seguente matrice





        0	10e+005	7544


        1	   2547	 214    


8.45e-003	      0	   0


� la matrice contenuta nel file sing.i è la seguente:





0 	2.321 	0.02545


0.0254 	0 	0.325


0.369 	1.025 	2.025


�  Una matrice simmetrica, si dice definita positiva se xtAx > 0 per tutti i vettori reali x ( 0  


� Il file chndp.i contiene la seguente matrice (non definita positiva - matlab -):





  4.4470e-001  9.2181e-001  -4.0571e-001


  6.1543e-001  7.3821e-001   9.3547e-001


  7.9194e-001  1.7627e-001   9.1690e-001


�  il file schol.i contiene la seguente matrice





4.4470e-001  9.2181e-001 -4.0571e-001


6.1543e-001  7.3821e-001  9.3547e-001


7.9194e-001  1.7627e-001  9.1690e-001
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