71
11
Analisi degli errori


Capitolo 2

Analisi degli errori

Nell’ambito dell’analisi numerica una delle problematiche maggiori è l’analisi degli errori. In ogni fase di risoluzione di un problema reale si commettono degli errori. Nella scelta del modello matematico s’introducono gli errori dovuti all’aggiunta di ipotesi semplificative, ad una incompleta o inesatta deduzione del modello stesso; tali errori saranno tanto più piccoli quanto più le ipotesi saranno soddisfatte. Nella fase di discretizzazione del modello s’introduce l’errore di troncamento analitico, dovuto, ad esempio, alla sostituzione di insiemi continui con insiemi discreti o all’approssimazione di operazioni basate sul concetto di infinito con operazioni razionali in numero finito. Nell’ultima fase, infine, intervengono gli errori di round-off dovuti all’approssimazione di numeri reali con numeri macchina.

Un calcolatore numerico, infatti, è in grado di rappresentare soltanto un numero finito di cifre; ne consegue la possibilità che un numero reale introdotto nel calcolatore sia approssimato. Inoltre le operazioni elementari eseguite su tali numeri possono e loro volta, produrre risultati non rappresentabili esattamente nel calcolatore. Pertanto, quando un algoritmo, costituito da una successione di operazioni elementari, è eseguito su un calcolatore, si ha in generale una creazione e successiva propagazione di errori. Tali errori sono appunto gli errori di arrotondamento o round-off.

L’errore di troncamento è una discrepanza introdotta dal fatto che i metodi numerici utilizzano delle approssimazioni per eseguire calcoli matematici e rappresentare quantità esatte.
Il risultato prodotto dall’algoritmo differisce, quindi in generale dal risultato esatto, cioè da quel risultato ideale che si otterrebbe operando con tutte le cifre richieste. Il risultato dipenderà da come le perturbazioni, cioè la successione di errori, si amplificheranno. Lo studio del comportamento degli errori nonché la progettazione di tecniche per contenerne la propagazione, stanno alla base di qualsiasi algoritmo per il calcolo numerico, in quanto, l’amplificazione di un errore anche piccolo può addirittura invalidare il risultato dell’algoritmo.

Dato un problema matematico possiamo, in maniera schematica, distinguere, per quanto riguarda la propagazione degli errori, il comportamento di un problema e quello di un particolare algoritmo utilizzato per risolvere tale problema. Nel primo caso, formulando l’ipotesi ideale di essere in grado di risolvere esattamente il problema, si è interessati a vedere come eventuali perturbazioni sui dati si trasmettono ai risultati. Per caratterizzare un problema rispetto a questo tipo di comportamento si utilizza comunemente il termine di condizionamento. Più precisamente si parla di problema malcondizionato o bencondizionato a seconda che nel particolare contesto le perturbazioni sui dati influenzino o non i risultati. Nel caso di un algoritmo, per indicare il suo comportamento rispetto alla propagazione degli errori è più usuale il termine di stabilità. Si parlerà quindi algoritmo stabile o instabile. E’ stabile un algoritmo nel quale la successione delle operazioni non amplifica gli errori di arrotondamento, è instabile un algoritmo che li amplifica eccessivamente.

La distinzione tra condizionamento di un problema e stabilità di un algoritmo è importante perché,  mentre per un problema bencondizionato è possibile, in generale, trovare algoritmi stabili, per un problema malcondizionato è opportuna una completa riformulazione del problema stesso.

Espon

Scopo:
calcolo della funzione esponenziale di un numero reale.

Specifiche:
real function espon (x, tol, ifail)



real x, tol



integer ifail

Descrizione:
Background del problema


Il problema è quello di fornire una valutazione approssimata della funzione esponenziale con la somma parziale n-esima del suo sviluppo di Mac Laurin:
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Descrizione dell’algoritmo

L’algoritmo implementa mediante uno schema iterativo la formula per il calcolo della somma parziale n-esima Sn dello sviluppo della funzione esponenziale. Il procedimento si arresta quando l’errore relativo è minore o uguale alla tolleranza richiesta dall’utente:
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Se x è negativo l’algoritmo diventa instabile, perché nella serie a segni alterni le cancellazioni catastrofiche possono amplificare enormemente l’errore di round-off. Pertanto in questo caso si sfrutta la proprietà dell’esponenziale e-x = 1/ex che consente di calcolare la somma di una serie a termini positivi e di ottenere l’esponenziale dal suo reciproco.


Raccomandazioni d’uso

La tolleranza relativa deve essere non negativa e inferiore ad uno.

Bibliografia:
[1], [2]

Parametri di I/O:
input:



x
-
di tipo reale, numero di cui calcolare l’esponenziale



tol
-
di tipo reale, tolleranza relativa richiesta 


output:


espon
-
di tipo reale, valore della funzione



ifail
-
di tipo intero, indicatore d’errore

Indicatori d’errore:
errore gestiti:


ifail = 0

nessun errore


ifail = 1

la tolleranza relativa non è valida.

Routines ausiliarie:
tolm, funzione reale, tolleranza minima relativa.

Tempo d’esecuzione:
Funzione del numero di somme eseguite, e quindi dalla tolleranza inserita.

Memoria richiesta:
Nessun array allocato in memoria.

Accuratezza fornita:
Dipendente dalla tolleranza inserita.

Esempio di programma chiamante:

Program espond

c     Programma dimostrativo della function espon

      real espon

      external espon

      integer dim

      parameter (dim=100)

      real x(dim),esp(dim),t

      integer n,ifail

      character*255 fout

      print*,’*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA FUNZIONE ESPON ***’

      write(*,20)'Numero di punti (max ',dim,') ='

      read(*,*)n

      print*

      print*,'Nome del file di output ='

      read(*,'(A)')fout

      open(12,FILE=fout,STATUS='NEW')

do 5 i=1,n

          x(i)= 1+.2*(i-1)

    5 continue

      print*,'punti assegnati: '         

      write(*,30)(x(i),i=1,n)

      print*

      print*,'Tolleranza richiesta ='

      read(*,*)t                               

      esp(1)=espon(x(1),t,ifail)

      if (ifail.eq.1) stop 'Errore! tolleranza non valida'

      do 10 i= 2,n

         esp(i)=espon(x(i),t,ifail)

   10 continue        

c     salva su file fout i valori calcolati

      write(12,30)(esp(i),i=1,n)

      close(12)                    

      print*

      print*,'Valori calcolati ='

      write(*,30)(esp(i),i=1,n)

   20 format (1X,A,I3,A)

   30 format (1X,E14.7)      

      End

Espon – Casi di prova

Per la determinazione dei punti in cui calcolare la funzione esponenziale si utilizza l’ambiente matematico Matlab. Questo ambiente sarà usato per confrontare le soluzioni di problemi numerici ottenuti mediante programmi di propria scrittura con quelle ottenute mediante questo ambiente. 

Esecuzione di espon sotto windows:

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA FUNZIONE ESPON ***

Numero di punti (max ',dim,') = 20

Nome del file di output = espon.o

punti assegnati:

  .1000000E+01

  .1200000E+01

  .1400000E+01

  .1600000E+01

  .1800000E+01

  .2000000E+01

  .2200000E+01

  .2400000E+01

  .2600000E+01

  .2800000E+01

  .3000000E+01

  .3200000E+01

  .3400000E+01

  .3600000E+01

  .3800000E+01

  .4000000E+01

  .4200000E+01

  .4400000E+01

  .4600000E+01

  .4800000E+01

Tolleranza richiesta = 10e-4

Valori calcolati =

  .2718056E+01

  .3319994E+01

  .4054768E+01

  .4952808E+01

  .6048984E+01

  .7388713E+01

  .9024102E+01

  .1102270E+02

  .1346257E+02

  .1644403E+02

  .2008410E+02

  .2452936E+02

  .2996239E+02

  .3659458E+02

  .4469918E+02

  .5459398E+02

  .6667793E+02

  .8144619E+02

  .9947500E+02

  .1215052E+03

Esecuzione di espon sotto Linux:
Per brevità riporto escusivamente i risultati numerici ottenuti in output

Valori calcolati =

   .2716667E+01

   .3319283E+01

   .4052676E+01

   .4951743E+01

   .6046251E+01

   .7380953E+01

   .9020775E+01

   .1101368E+02

   .1345868E+02

   .1643379E+02

   .2006339E+02

   .2452034E+02

   .2993983E+02

   .3655170E+02

   .4467473E+02

   .5454818E+02

   .6659470E+02

   .8139729E+02

   .9938690E+02

   .1213377E+03

Eseguo ora un m-file per calcolare gli esponenziali degli stessi valori calcolati da espon, e riporto i risultati sia in forma tabellare che sotto forma di grafico.

%
m-file per la generazione di un vettore di numeri, per il calcolo 

%
della funzione esponenziale di ciascuno di tali numeri

%
e il controllo sull'errore commesso dalla routine espon nel calcolare

%
l'esponenziale dei medesimi valori con grafico dell'errore

% imposta il formato numerico

format short e

% calcolo della funzione esponenziale delle componenti di e

x=[exp([1:0.2:5]),1]';

% carico il vettore espon dal file espon.o, risultato 

% dell'elaborazione di espond, e verifico l'errore commesso da espond

load espon.o

for i=1:20 

errore(i) = abs (x(i)-espon(i))/abs(espon(i)); 

end

% creo un grafico relativo all'errore

plot([1:20],errore);

Valori calcolati da matlab


Valori calcolati da espon eseguito in Windows
Valori calcolati da espon eseguito in Linux


Errore assoluto Windows-Linux
Errore relativo

Matlab-espon

2.7183e+000

3.3201e+000

4.0552e+000

4.9530e+000

6.0496e+000

7.3891e+000

9.0250e+000

1.1023e+001

1.3464e+001

1.6445e+001

2.0086e+001

2.4533e+001

2.9964e+001

3.6598e+001

4.4701e+001

5.4598e+001

6.6686e+001

8.1451e+001

9.9484e+001

1.2151e+002
2.7181e+000

3.3200e+000

4.0548e+000

4.9528e+000

6.0490e+000

7.3887e+000

9.0241e+000

1.1023e+001

1.3463e+001

1.6444e+001

2.0084e+001

2.4529e+001

2.9962e+001

3.6595e+001

4.4699e+001

5.4594e+001

6.6678e+001

8.1446e+001

9.9475e+001

1.2151e+002
   .2716667E+01

   .3319283E+01

   .4052676E+01

   .4951743E+01

   .6046251E+01

   .7380953E+01

   .9020775E+01

   .1101368E+02

   .1345868E+02

   .1643379E+02

   .2006339E+02

   .2452034E+02

   .2993983E+02

   .3655170E+02

   .4467473E+02

   .5454818E+02

   .6659470E+02

   .8139729E+02

   .9938690E+02

   .1213377E+03



  1.4330e-003

  7.1700e-004

  2.1240e-003

  1.0570e-003

  2.7490e-003

  7.7470e-003

  3.3250e-003

  9.3200e-003

  4.3200e-003

  1.0210e-002

  2.0610e-002

  8.6600e-003

  2.2170e-002

  4.3300e-002

  2.4270e-002

  4.5820e-002

  8.3300e-002

  4.8710e-002

  8.8100e-002

  1.7230e-001
  8.3085e-005

  3.7025e-005

  1.0653e-004

  4.5313e-005

  1.0968e-004

  4.6436e-005

  1.0101e-004

  4.3218e-005

  8.6762e-005

  3.7507e-005

  7.1545e-005

  1.2924e-004

  5.7073e-005

  9.9863e-005

  4.4844e-005

  7.6383e-005

  1.2599e-004

  5.7445e-005

  9.3648e-005

  4.2941e-005



Riporto ora una rappresentazione grafica degli errori commessi nell’elaborazione:
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Errore assoluto tra l'elaborazione in Windows e Linux


Esaminiamo ora i casi di errore che si possono verificare nel corso dell’elaborazione. I possibili errori sono riconducibili ad un solo caso, riguardante la tolleranza.

1- Caso in cui la tolleranza relativa sia non positiva - ifail = 1
*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA FUNZIONE ESPON ***

Numero di punti (max 100) = 20

Nome del file di output = espon.o

punti assegnati:

  .1000000E+01

  .1200000E+01

  .1400000E+01

  .1600000E+01

  .1800000E+01

  .2000000E+01

  .2200000E+01

  .2400000E+01

  .2600000E+01

  .2800000E+01

  .3000000E+01

  .3200000E+01

  .3400000E+01

  .3600000E+01

  .3800000E+01

  .4000000E+01

  .4200000E+01

  .4400000E+01

  .4600000E+01

  .4800000E+01

Tolleranza richiesta = -1

Errore! tolleranza non valida

2- Caso in cui la tolleranza relativa sia non minore di uno

*** PROGRAMMA DIMOSTRATIVO DELLA FUNZIONE ESPON ***

Numero di punti (max 100) = 20

Nome del file di output = espon.o

punti assegnati:

  .1000000E+01

  .1200000E+01

  .1400000E+01

  .1600000E+01

  .1800000E+01

  .2000000E+01

  .2200000E+01

  .2400000E+01

  .2600000E+01

  .2800000E+01

  .3000000E+01

  .3200000E+01

  .3400000E+01

  .3600000E+01

  .3800000E+01

  .4000000E+01

  .4200000E+01

  .4400000E+01

  .4600000E+01

  .4800000E+01

Tolleranza richiesta = 3

Errore! tolleranza non valida
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� E’ ammessa anche una tolleranza nulla
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