Interazione campo e.m. materia

Equazioni di Maxwell

- 0B
VAE(F,t) =—— s Equazione di Maxwell-Faraday: un campo
ot elettrico variabile genera un campo magnetico
V- E(F.1) = L T. di Gauss, sorgenti del campo el.
€o

V- E(?,t) =0 — non esistenza di monopoli magnetici

1 JE - N
— —— ——>» Equazione di Maxwell-Ampere: i campi
c” ot magnetici possono essere generati in 2 modi:
correnti elettriche (legge di Ampere) e campi

V A E(?,t) . Moj +

- - EY elettrici variabili (Maxwell).
E(F,t)=-V¢p—-—
(r,n [0 o
é(?,t) —VAA
1
A—A+Vy )

i : : auge di Coulomb
invarianza di Gauge 5 gaug ulom

4 L
_ —_
¢—¢ o V-A=0

in assenza di cariche e correnti

B} V-EFN=0 —s (V$=0=¢=0)

0A
EG.0=-Vp--—" )
BGF.H=VAA . 1 0E
VAB(F,I)=—2—
c” ot
o = o e a1 ol ~ 1 JE 1 9°A
VAB=VAVAA=V(V A)—V2A=—2—=_—2 -
c” ot c” ot
d'ond Vzﬁ—iazz—o
eq. d'onda Ry

|

onda piana A(F,w.1) = E(w)A, (co)lexp(i(ic? —wt+9, )) +c. c]



Hamiltoniana di un atomo di idrogeno in un campo e.m.

2

H=H0+H’(z)=ﬁ(fa—qﬁ)2_ L

4me, r
L -~ 9A
E(F,t)=-V¢ —;
F. di Lorentz BF,H)=VAA
dimostrazione: l

-2
p_ —-__ [p— i)y 7 Y. aA v V, A
- 2m(p gA) F q(E+V/\B) —V¢—E+V/\(V/\A)]

FA(VAA)=V(v A)_(a.><3=6(v A) F=q_@¢_%+§(;.
gauge di Coulomb
Fag-p- 255 A)

equazioni del moto:

lagrangiana del sistema: L= %mvz —qp+qv- A




1
=5mv2 —qp+qv- A

oL
def. dei momenti generalizzati: P:

m
Hszpic']i—L=mv2+qA-17— =i(ﬁ—qﬁ)2+q<ﬁ

effetto del campoem. o

1 /. 2 1l q’
sistema l 7=t += %(p Ame, r

quantistico

I approssimazione: campi deboli =
A?si trascura rispetto a A

(si tratta l'assorbimento o I'emissione
di un fotone alla volta)

V- Ay = (%Aw + A(Vy) = A(Vy)

Gauge di Coulomb

gauge di Coulomb +campi deboli

Effetto del campo e.m.

H'(r) = —%qﬁ(t) Y/

_ 9= - . - 1
—aqi —>p=mv+qA—>v=—(
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Teoria delle perturbazioni dipendenti dal tempo

S ih%w = Hy Eq. di Schrédinger dip. dal fempo
H =H,+AH'(t) )\ parametro che descrive |'entita’ della perturbazione

Hyp, (r) = Eqp, (r) Eq. di Schrodinger stazionaria

Y(F, 1) = Y c,(Hexp

( 'Ekt)l/) .
—i (r)
h k
k \ autofunzioni dell’hamiltoniana H,, basi

. E N E B
- lhgexp(—l h"t)(lpk(r)ack(t) _ l#ck(t)wk(r)) -

- Eexp(—i%)(Ethh(ﬂch(r) + AH'(1)c, (DY, (7))

applichiamo l'operatore: W, = [d’ry, *(F) ;

ihexp(—i%)(%c;(r)) - Eexp(—i Egt)(wl (D, e, ()

h

il coefficiente ¢,(r) dipende, con continuita, dalla perturbazione e puo
essere a sua volta sviluppato in serie rispetto alla perturbazione:

) o (0) In assenza di perturbazione il sistema
t) = A t) =cost.=0 X
() 20’ (A ¢7(1) = cos ' saraallo stato fondamentale = 0

IT approssimazione: ci si ferma al primo ordine
si considerano i fermini con uguale esponente di A

lo sviluppo in serie,

, Ef\ 9 . E,t ,
lheXP(—l7)(ECE)(t))=EGXP(—Z 5 )(@Jz [H' (D, )8,0)

h

(Eo ~ El)t

2 e

d () 1 .
—C 1) =—eXp| —1
or ' @ in P



ricordando che:  H'(¢) = —iqﬁ(t)ﬁ w,, =
ni

cW(r) = % [ dt'explico,ot")((p, | A - V], )

ricordando che (onda monocromatica):

AF,w,0) = E(@) A, (a))lexp( (kF -t +6 )) +c. c]

per un onda non monocromatica:
V() = % fda)AO(a))fotalt’e:xp(i(a)l0 —~ a))t’)eié‘“ (<1,U1 |€ﬂ€'?§(0))‘ v|1.Uo>) +c. c.
Aw

lintegrale rispetto al tempo: fdt'exp(i(a),o - )t')

da una 6 di Dirac: ’ 9

IIT approssimazione: il tempo di interazione te o
molto maggiore rispetto al tempo di transizione t>>—=10

Ricordando che una espressione per la d di Dirac e:
k

lim [ dt'e™ =278(h)*

k —00

Si ha che i 2 integrali (... +c.c.) rispetto al tempo per t >»>1/Aw selezionano 2 fenomeni:

ASSORBIMENTO: W,y =W Et\ .
k(t)exp(—z—)l//k( )

IGRIENE

EMISSIONE: Wy = — p

La probabilita di transizione & legata al modulo quadro del coefficiente ¢

* [ dnf (k) lim f dre™ =lim | dhf(h)zsm(hk) lim [ % f(i)kzsm(z) - f(0)2x
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2

1—-cosat
=2——

‘cgl)(t)‘z o ‘fotdtexp(i(wlo - w)t) o

2

=5} © - 2
fl cosat , =2f sin ozct/2da .
a . a

Il modulo quadro di ¢/(7) ovvero la probabilita di transizione da O a / diviene dunque:

‘Cgl)(t)‘z _ ( 4 )22m|A0(a)10)|2‘(<1P1 ™ &(w,o) - 6|7,Uo>)‘2

m

La velocita di transizione da Oa / & definita come:

dle | 2
o= % - (%) 2n|A0(wlO)|2|MZO(a)ZO)|2
M, (@) = (<TP1 |€”€;§(wzo) | 6|wo>) 11

Conviene esprimere la velocita di transizione in termini di intensita dell'onda e.m.:

La densita di energia p di un onda e. m. e:

2 —
%(80E2 + B—) = 4e,w° Al (w) sinz(k “F—ot + 6w)

U

Considerando la media su un periodo 27t/w: p(w) =2&,w> 45 (w)

La densita di energia di un fascio di fotoni di frequenza w é: N(a))h7w

e dunque abbiamo: Al (w) = N(a))L
2e Ve
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Allo stesso modo il vettore di Poynting i(E A B)

U

definisce l'entita del flusso di energia attraverso un'unita di superficie
perpendicolare alla direzione di propagazione dell'onda. La media di tale
quantita su un periodo definisce l'intensita di energia trasportata dalla
radiazione:

() =2e,0° Al (w)c = cp(w)

I(w)
2e,w°¢c

- 4()

E dunque la velocita di transizione e direttamente proporzionale intensita
dellonda e.m.:

4r? q2 1(w,)
2
10

W = ‘MIO (a)zo)‘z

m’c 4me,

13

IV approssimazione: approssimazione di dipolo

M, (w,,) = (<¢1 eiﬁé(a)lo) ) 6‘1/]0>)

e’ =1+ ikF+..—=1

27T 6.28 _ - ) .
=—" <102 Al |yce visibile F|=1A  dim. atomiche
600 nm

My (@10) = &@,0)- (1 [Vo)) = 5 @) (i Blws)) = @) (v, )

Applicando I'equazione del moto (nella rappresentazione di Heisenberg)
alla variabile dinamica r si ha:

S

~e
Il

1
E[F,HO]
14



M, = ﬁzé(wlo)(@h |7H0 - H0?|1/J0>) = (EO - El)%é(wm)«wl |7|1/J0>) =

ma)lO N

(w10)<¢1 |r|1/)0>

La velocita di transizione da O a /& duque:

Ml
_ d‘cl (t)‘ _ 4_7'1,'2 q2 I(w10)| ( ) l" |
10 dt c 4meg, @r0)" M0

Introducendo |'operatore momento di dipolo elettrico:

D,, =—qgr,,

47 1 . _ P
0= C?Fgol(wlo)‘g () D/o‘
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Quindi la velocitd di transizione dipende dall'intensita dell'onda
incidente e dal prodotto scalare tra il momento di dipolo (D) e il
vettore di polarizzazione dell'onda e. m. (&)

R .2
W, ](wzo)‘g(a)zo) : DIO‘

Riassunto:

*Eq. di Maxwell; gauge di Coulomb

:Lagrangiana di una part. carica in un campo e.m.

(Forza di Lorenz e int. elettrostatiche)

*Campi deboli (trascuriamo A?). I approssimazione

*Teoria delle perturbazioni dip. dal fempo al I ordine. IT approssimazione
«IIT approssimazione: il tempo di interazione t>> del tempo di transizione
*Intensita di un fascio di fotoni

*Approssimazione di dipolo. IV approssimazione
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Eq. di Schradinger indipendente dal tempo

Un fascio di particelle ¢ interagisce con un sistema qualsiasi
(potenziale di interazione V)

h2§2 - N B /
(— m + V(x)) W(x) = EW(X) ¢()_C') @ lp(.X)
—_—

V(X)

Notazione di Dirac:
(H, +V)ly) = Ely) Viy)=(E -H,)w)

In assenza di potenziale 7
autofunzioni |¢)

[w) = (E - H, +i€) V|y)+|o) (E-H,)¢)=0

Soluzione formale:

Rappresentazione in una base delle posizioni x:

W(X) = (X[y) = (F(E = Hy +ie)” V]w)+(3[9)

17

() = [[d¥'(F|(E - Hy +ie) | ZNX|V[p) + (3| )
Funzione di Green:  G(%,%') = (3|(E - H, +ie) |3
Rappresentazione della funzione di Green in una base dei momenti.

GE.&) = (F(E - Hy + i) ) = [ dpdp (3p)BI(E - Hy + i) | 5)(P)

| particella libera = onda piana

(BI(E - Hy +ie)"'| ) = 8(p - P)———5—— 5
E-P 4 iy e
o e (x|p) = )™

energia cinetica

G
R - 1 e "
G(¥,5)=G(F) = [ dp - Py, F-FmF
E—p—+i£( n)
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integro in coord. polari:

iprcosﬁ
h
G(r)= fdppzfdtpfdcosﬁ 12 ¢ ==
E — an +ie (2ﬂh)
2m
P e
2mh 1 el —e 7
= 3 fdppz 2 R =
(277)" % E-P e P
m
P
1% -2m e’
- d
(2:rh)2 _‘£ pp p>-2mE —i¢e ir
P’ =2mE —ic =(p—\2mE - i¢)(p+\2mE + i¢)
integro (teorema dei residui)
=2mE =
ikr
GFy="2m 1w o Onda sferica 19
n Amr r
Y(x) = fd}'G(f,i')V(f')W(%') + (X)) = /
(%) W)
_2m tk‘x x‘ —
= adx'————V + = ~
—f aafi 3] EWE D Vi®)

Il potenziale V(x ') esiste in una parte dello spazio limitata: x >> x’
I approssimazione: fenomeni locali (localita dell'interazione)

e | 1/2 5": ';C" v B s ! ! z ! _*v
|x—x|~(x -2Xx- x) ~X — = —x-x%k|x—x|=kr—x-kx=kr—x-k
X
eik\;—i'\ eikre—ﬂ?-i'
EE ,
P(X) = —

ikr . .
=;(€—f<k,k'>+e’kx)
r

(2777‘1)3/2 20



IT approssimazione: approssimazione di Born

W) =(E = H, +ig) V) +|¢) — (E - Hy + i) V|p)+|p)+ OV?)

. A

YP(x) = XMV (EPGE) + ¢(F) =
= ; e“;’z + _2 —ik'x" V(.x )elkx
Qan)*? h: 4mar l
/ FKKY
funzione d'onda perturbata )= ! - (eﬂz; N —22 T Y (F ))
dall'interazione con v (27th) h
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Sezione d'urto

La probabilita di trovare una particella in un volume Vé:
[ a@rtp.o| = [ diyy*
\%4 14

. T 0 -
Come cambia nel fempo tale probabilita ? Efdﬂzp(r,t)f =2
\%4

h* h?
—w—(——V2+V)1p —ih— w*—(——V%V)w*
2m 2m
9 0 h h
dry* — — = | dr (= * Vv’ — V=
{rw YUYy .vfr(w S IV YV

hi _
=— | dry*Vyp+yViy*=—[drv-J
2m“[ YEV Y+ YV _Vf .



<!
n
\N

ni

(w* V-V *)

[\

9 R -
5_{41’?P(r,t)=—.‘[d?V-J

In forma differenziale si ha una equazione di conservazione del numero
di particelle analoga a quella di conservazione della carica elettrica:

9 PG +V-T=0
ot
Si pud interpretare J come densita di corrente di probabilita

— h

Ji=

0 0
proiezione lungo la dir. r .(IIJ arllj Yy arlp )
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La funzione d'onda per le particelle diffuse dal potenziale:

iki
et r

r

= 1 —2m eikr -1 igx' AN
wdiﬁ‘ (x) = (2.7'[h)3/2 ( h2 4 fdx e Vi(x )) = Af(q,ﬁ“,¢)

.~ h e ™ ike™ ™ e™ —ike™™ e h 2ik
mﬂ{ A - AT

j . y = =
d . 2 .
w 2mi r r r 2mi r

s . s hk - “
la velocita delle particelle & v: v =2 =% — T 7 = |Af] lz
m m r
se la radiazione incidente & un onda piana: Y,.(2) = Ae™
il numero di particelle per unita di volume é: e e

il flusso incidente &: F =v|A] 24



L2
Il flusso uscente per unita di angolo solido e: (Jdiﬁ d dQ) — A
aQ AfY

La sezione d'urto differenziale é:

Jo  Flusso uscente per unita di angolo solido

-1/

aQ Flusso incidente

Intensita dell'onda diffusa: 1< 52 =|f[ oc| [ dx'e™ V()|

trasf. di Fourier del potenziale ¥ con cui ha interagito il fascio di particelle
= fattore di struttura !
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Riassunto (IT parte):

*Eq. di Schradinger indipendente dal tempo

‘Funzione di Green (onda sferica)

- I approssimazione: localita

«IT approssimazione: approssimazione di Born (teoria delle pert. al I ordine)
*Sezione d'urto (flusso di particelle)

‘Intensita diffusa proporzionale alla trasformata di Fourier del potenziale che

descrive l'interazione tra particelle e sistema

e
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