ESERCIZI SULLE SUPERFICI.

1) Calcolare le curvature principali, la curvatura media e la curvatura
Gaussiana della sfera

a(u;v) = (r- sin (u) cos (v) ;r - sin (u) sin (v) ;r - cos (u)).

2.) Dato il paraboloide ellittico
a(uv) = (u;v; u? + 31}2),

calcolare le curvature principali, la curvatura media e la curvatura Gaus-

siana nell’origine p = (0, 0;0).
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3.) Si consideri la pseudosfera
a(u;v) = (/ V1—e2dt;e "cos (v) ;e "sin (v))
0

1



Dimostrare che essa ha curvatura Gaussiana costante pari a K = —1.

4.) GEODETICHE. Una curva su S (interamente contenuta in S),
v (s), si dice geodetica se:

e [’ parametrizzata con l'ascissa curvilinea;

7 N ~ .. .
e v"(sg) ¢ parallelo alla normale N alla superficie in ogni punto
v (s0) € S.

Verificare che la curva
7 (s) = (cos (s); sin (s); 1)
¢ una geodetica per il cilindro
a (u;v) = (cos (u) ; sin (u) ;v),
ma non per il cono

B (u;v) = (u-cos (v);u-sin(v);u).



5.) Verificare che le eliche

s , s
da (8) = (cos (\/ﬁ) ;sin (\/ﬁ) ;as),
per ogni numero reale a, sono geodetiche per il cilindro
a(u;v) = (cos (u) ; sin (u) ;v).
6.) Sia data la superficie di rotazione

a(u;v) = (fi (u) - cos (v); f1 (u) - sin (v); f2 (u)),

con \/(f{ (u))* + (f5 (w))* = 1 per ogni u, e fi;fo funzioni C, f; > 0.
Dimostrare che il meridiano

v (s) = (f1(s) - cos (vo); f1(s) - sin (o) ; f2 (8)),

con vy angolo fissato, ¢ una geodetica per la superficie a.
7) La curvatura normale di una curva v (s) (parametrizzata a velocita
unitaria) ¢ il prodotto scalare

= (T

dove N & la normale alla superficie in v (s). La curvatura geodetica ¢

— 2 _ .2
Kg = \/K* — K.



Dimostrare che una curva geodetica ha curvatura geodetica costantemente
nulla (facile!).
8) Sia data la superficie di rotazione

a(u;v) = (fi (u) - cos (v); fi (u) - sin (v); fa (w),

con \/(f1 (u))? + (f2 (u))* = 1 sempre, e fi;f, funzioni C°, f; > 0. Di-

mostrare che il parallelo

v (s) = (f1 (uo) - cos (s); f1 (uo) - sin (s); f2 (uo)),

con ug fissato, ha curvatura geodetica costante nella superficie a.
9) Calcolare la curvatura Gaussiana e la matrice dell’applicazione di Wein-
garten per la superficie

a(u;v) = (u-cos (v);u-sin (v);log (u)), u> 0.
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10) Calcolare la curvatura Gaussiana e la matrice dell’applicazione di
Weingarten per la superficie

a(u;v) = (u-cos (v);u- sin(v);v).



11) Sia f (u; v) una funzione C* a due variabili. Calcolare la matrice della
seconda forma fondamentale e la curvatura Gaussiana della superficie

a (u;v) = (wyv; f (u;v)),
e mettere in relazione il determinante della matrice hessiana di f (uo; vo)
con Vellitticita (o 'iperbolicita o la parabolicita) della superficie in « (ug; vo).
12) Calcolare le curvature principali, la curvatura media e la curvatura
Gaussiana in ogni punto p per la superficie (cono):
B (u;v) = (u-cos (v);u-sin(v);u), u> 0.

13.) Calcolare la curvatura Gaussiana in ogni punto per la superficie

a(u;v) = (cos (u) —v - sin(u); sin (u) + v - cos (u) ;v).



14.) Calcolare la curvatura Gaussiana in ogni punto per la superficie

a(u;v) = (u;€" - cos (v) ;e - sin (v)),
(u;v) € Rx (0;27).
SOLUZIONI

PROBLEMA 1.)

o, (u;v) = (r - cos (u) cos (v);
n (

iz (sin (u) cos (v) ; sin (u) sin (v) ; cos (u))
Clu (u;v) = (—r - sin (u) cos (v); —r - sin (u) sin (v) ; —r - cos (u));
Qo (u;0) = (=1 - sin (u) cos (v) ; —r - sin (u) sin (v) ;0);

(u;0) = (=7 - cos (u) sin (v) ;

=
I

u;
Qaw (U3 0) = (=7 - cos (u) sin (v) ;7 - cos (u) cos (v) ; 0)
G r? 0
S\ 0 r?esin®(u) )’
r 0
B_(O r - sin® (u)
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det (B) 1

det (G) — r?’
1

k‘l == ]{2 = ;

PROBLEMA 2.)

oy (u;v) = (1505 2u);

a, (u;v) = (0;1; 6v);

o, Ay = (—2u; —6v;1).

(—2u; —6v;1)
Vau2 + 3602 + 1

w (w;0) = (0;0; 2);

w (u;v) = (0505 0) ;

=l

|

|

ayy (u;0) = (00;6).
G 14+ 4u? 12uwv
- 12uv 143602 )°
—2
B = VAau2+436v2+1 96 )
0 VAuZ 1360741

Nel punto P = (0;0;0) = «(0;0),

(5 51

]Cl = —6,
ko = —2
H=—4,
K =12.

PROBLEMA 3.)
Ricordarsi che la prima componente ¢ definita tramite un integrale, e il
parametro u € un estremo di integrazione. Si ha:

/Ou V1 —e2%dt = —\/(1 — e=24) + arctanh ( (1-— 6—2“)>,

ma si puod anche procedere (molto) piu velocemente ricordando che la
derivata prima di una funzione integrale ¢ semplicemente l'integrando (valu-
tato nel punto). Quindi,

) (Y5 )

ay (u;v) = (0; —e “sin (v) ;e “cos (v)).



det (B
Calcolando poi K = det—EG;’ si vede che K = 1 costantemente (si noti in
e

piu che la parametrizzazione ¢ definita solo per u > 0).

PROBLEMA 4.)

7" (s) = (—cos (s);—sin(s);0). Il campo di vettori normale al cilindro

—

N, = (cos (u) 5 sin (u) ;0).

Nel punto v (s) = a(s;1) (si noti che lo stesso punto & visto sotto due
differenti aspetti: come punto della curva v e come punto della superficie 5),
si ha

ey

No (7(5)) = (=cos (s) ; =sin (s) ; 0),

che ¢ parallelo a ”)/”—(85 Poiche questo ¢ vero in generale (s puo assumere
qualsiasi valore senza che la proprieta di parallelismo sia alterata), e, inoltre,
si vede subito che 7 (s) & parametrizzata a velocita unitaria, v € una geodetica
per il cilindro.

1 campo di vettori normale al cono é:

e ()

Nel punto v (s) = 5 (1;s), si ha

R (_cos<s>. sin (s). 1),

Nﬂ(V(S)): \/5 ) \/§ 7%

—
che non ¢ parallelo a v (s).
PROBLEMA 5.)

0, € parametrizzata con ’ascissa curvilinea. Inoltre,

o (s) = ! cos i ; ! sin i ;0
e 1+ a? Vitat) 1+a Vitat)' )
Il campo di vettori normale al cilindro e:

—

N, = (cos (u) 5 sin (u) ;0).

Nel punto J, (s) = « (\/117, as) , si ha



= (o () o ) )

—_—
che ¢ parallelo a 07 (s), qualunque sia il valore di @ € R. In particolare,
per a = 0, ritorniamo nel caso dell’esercizio precedente.

PROBLEMA 6.)
v (8) = (f1(s) - cos (vo); f1(s) - sin (vg) ; f ( ));
v (s) = (f1(s) - cos (vg )'flg s) - sin (vo) ; f: (8)),

/,

7" (s) = (fi (s) - cos (vo) s i (s) - sin (vo) ; f3 (s)).
CL( u;v) = (fi (u) - cos (v); fi (u) - sin (v); f (w));
ay (usv) = (= f1 (u) - sin (v); f1 (u) - cos (v) ; 0);
Nel punto 7 (s) = «a (s;vg), si ha:

7" (s) = (1 () - cos (vo) s fi' (5) - sin (vo) s f2 ( ) e
a, (s) - cos (vo); f1(s) - sin (vo); f5 (s))-

L (si0) = (]
(o) = J1(8) J1 (8) + 2 (5) [ (5)- ,

D’altra parte, per ipotesi, (f] (u))” + (f5 (u))” = 1, e, derivando questa
relazione,

2f1 (w) fi' (w) + 2f5 (u) f¥ (u) = 0. A meno di cambiare il nome della
variabile (s o u) si vede che

(v";au) = 0.

(V"5 a) (s;v0) =

= —f1(s) f{ (s) - sin (vg) cos (vo) + f1 (s) f' (s) - sin (vg) cos (vg) = 0.

V72N . — —— . .

~" & perpendicolare a «, e ad a, in ogni punto della curva, dunque deve

essere sempre parallelo al vettore normale.

1Y () = \/(f{ (s))* + (f5(s))> = 1, quindi v & parametrizzata con
l’ascissa curvilinea. Allora, il meridiano v ¢ una geodetica per la superfi-
cie di rotazione.

PROBLEMA 7.)
—
Per una curva parametrizzata con I’ascissa curvilinea, sappiamo che T (s) =
— —
7' (s) e che T' (s) = k(s) N, (s), dove

r(s) =T ()l = 1" (s)]-

e
N, (s) € il vettore normale alla curva.

A questo punto, se 7" (s) & parallelo alla normale N alla superficie (che
ha lunghezza costante 1),

() N)| = I () = 5 (s).



Pertanto, |k, (s)| =k (s), e cosl la curva ha k, = 0 identicamente.
PROBLEMA 8.)

ay (wiv) = (fi (u) - cos (v); fi (u) - sin (v); f3 (u));

oy (u;0) = (= f1 (u) - sin (v) 5 fi (u) - cos (v); 0);

T w0y = (L0 1 () o5 (0): — (0]

(—f3 () - cos (v) ;= f3 () - sin (v) 5 fi (
v (s) = (= f1 (uo) - cos (s); — f1 (wg) - sin(s);0).
k(s) =7 (s)|| = f1 (ug), che & costante.

Nel punto 7 (s) = « (uo; ), si ha:

f1 (o));
7" (s) = (=1 (uo) - cos (s) ; = fi (uo) - sin (s); 0).

N (up:5) = (~f (un) - cos (s): b%)nﬁ
<>ﬁwW» (fr (o)) (f3 (o)

);
)
).

Anche la curvatura normale e costante, dunque e costante pure la cur-
vatura geodetica:

— = = U () — (1 (o)) (f (1)) =
= (fs (o)) /1 = (f (o)) = (s (1)) (£} (o).

PROBLEMA 9.)

a, (u;v) = (cos (v) ;sin (v) ;1)
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X (u;0) = (—sin (v) ; cos (v) ;0)
oy (u30) = (—u - cos (v) ; —u - sin (v) ;0)




K (u;v) = ﬁ

+
PROBLEMA 10.)
s (v

o, (u;v) = (co

)5 sin (v);0);

@ (u;0) = (—u- sin (v) ;u - cos (v) ;1)

ﬁ (U; U) _ (SZ?’L (U) ;1_f0u52(v> ;U)
Gy (3 0) = (0;0; 0);
Oluy (u;v) = (—sin (v);cos (v);0);
oy (U5 vl) = (au -cos (v); —u - sin (v) ;0)
¢= ( 0 1+u? )
o (27
1+u? .
K (u; )_ (u2+1)2

92 f
Ay (U, U) = <07 07 8u2)’
o0 f
auv (U, U) - (Ov 07 8u3v> )
o*f
o (u;v) = { 0;0; W)

du? dudv
B = VIH(3E)+(5) V() +(5)
92 f a2f




det (Hess (
det (B) = e

L+ ()" + (5)"

det (Hess ()
2
(1+ &)+ (%))

Quindi, il punto «a (ug;vg) € ellittico se det (Hess (f)) > 0 in (up; vo);
a (ug; vg) € parabolico se det (Hess (f)) = 0 in (ug;vo); « (ug; vo) € iperbolico
se det (Hess (f)) < 0 in (ug;vy).

PROBLEMA 12.)

By ;) = (cos () sin (v) : 1);

E(u v) (—u-sin (v);u - cos (v);0).

Bu A By (w50) = (—u - cos (v); —u - sin (v) ;u);
(— cos(v);—sm(v};l)‘

wae =11 (8)'s (4
)
of

N(u;v) = 7
Bu (5 0) = (05 050);
@; (u;v) = (—sin (v) ; cos (v);0);
Bow (15 vg = (O—cos (v);—sin(v);0)
2=(o 3 )
2 0
(3 1)
b= go _u21\/§ )

SO
=
I

2 = _uz—\/?
la curvatura Gaussiana e:
K =0.
_ 1
=5
PROBLEMA 13)
a (u;v) = (—sin (u) — v - cos (u) ; cos (u) — v - sin (u) ; 0);
&y (u;0) = (=sin (u) 5 cos (u) ;1);
( _ (cos(u) —v-sin (u) sin (u) +v - cos (u) ; —v)

wv) V14202
QCaw (u50) = (—cos (u) + v - sin (u) ; —sin (u) — v - cos (u) ; 0);
o@ (u;v) = (—cos (u) ; —sin (u) ; 0);
Qo (u;v) = (0;0;0).
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- 14+0% 1
(17 1)

1402 1
B = \/1—11—2112 \/1-62112 .

V14202
—1
K (u;v) = —————=. Si osservi che tutti i punti della superficie sono
(202 +1)
iperbolici.

PROBLEMA 14.)

(u; e - cos (v);e"-

Qaw (u50) = (0; —€" - sin (v) ;€ - cos (v));
oy (u;0) = (0; —€“ - cos (v) ; —€* - sin (v))
1+e*™ 0
G = 0 62u )
- 0
B == Ltes e
0 A=
1
K (u;v) = ————. Si osservi che anche in questo caso tutti i punti
(1+ e2v)

della superficie sono iperbolici. Infatti, questa superficie € solo un modo
differente per parametrizzare la pseudo-sfera.
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