Prova scritta di Geometria.
Fac-simile.
DURATA: 2h+10m. (FISICA) + 25 m. (MATEMATICA)

1.) (6 punti) Data la forma bilineare espressa rispetto alla base standard

g:R3 xR — R,
g ((331; T2; 953) ; (yl; Y2; y3)) =
= 22191 + 221Ya + 2T0y1 + 2T2Ys + T3Ys,

a.) scrivere la matrice associata rispetto alla base standard di R?;
b.) dire se g ¢ un prodotto scalare;
c.) scrivere la matrice associata rispetto alla base di R* data da:

{(1;0;0)5(0; 1;1); (0505 1)}

2.) (10 punti) Siano (X;dx) e (Y;dy) due spazi metrici.

a.) Scrivere la definizione di funzione continua da (X;dx) in (Y;dy) in
un punto zg € X.

b.) Dati due punti distinti y; z € Y, verificare che esistono due bocce per
dy, una centrata in y e ’altra centrata in z, la cui intersezione e vuota.

c.) Siano f;g: (X;dx) — (Y;dy) due funzioni continue in ogni punto.
Verificare che

A={zeX: f(z)#g(x)}
e aperto in X rispetto a dx.
3.) (9 punti) Si consideri la curva
v 1 [—10;10] — R3,
v (t) = (21&;752; %ti‘).
Calcolare curvatura e torsione della curva nel punto P = (6;9;9).

4.) (7 punti) Sia « : [a;b] — R? una curva parametrizzata con lascissa
curvilinea, e sia

B [a;b] — R?,
B(s)=A-a1(s); - ax(s); A -asz(s)), AeR, A >0.



ATTENZIONE: s e I'ascissa curvilinea per o ma non per (3.
Siano ko € 7, la curvatura e la torsione di «, kg e 75 la curvatura e la
torsione di 3. Verificare, applocando le formule per la curvatura e la torsione

di curve a velocita arbitraria, che:
1
a) 5 (5) = 1 (5);
1

b.) 15 (s) = 1T (s).
5.) (Matematica) Verificare che la conica di equazione

=2 +ry—x+y=0

e degenere, e determinare la (o le) retta/e da cui & costituita.



Soluzioni.

PROBLEMA 1.)
a.) g((1;0;0);(1;0;0)) = 2;
9((1;050);(0;1;0)) = 2;
9((1;0;0);(0;0; 1)) = 0;
9((0;1;0);(1;0;0)) = 2;
9((0;1;0);(0;1;0)) = 2;
9((0;1;0);(0;051)) = 0;
g((0;051);(1;0;0)) = 0;
9((0;0;1);(0;1;0)) = 0;
g((0;0;1);(0;0; 1)) = 1.
La matrice associata alla base standard e:
2 20
c=1220
001

b.) La forma e bilineare percheé la sua espressione e data da polinomi
omogenei di grado 2 in {z;y;}. Essa ¢ simmetrica perche la matrice C' ¢
simmetrica. Non e pero definita positiva perche gli autovalori di C' sono:

A=0;

A=1;

A =4,

e quindi non sono tutti positivi.

Dunque, g non e un prodotto scalare.

¢.) g((1;0;0);(1;0;0)) = 2;
9((1;0;0);(0;1; 1)) = 2;
9((1;0;0);(0;051)) = 0;
g((0;1;1);(1;050)) = 2;
g9((0;1;1);(0;1;1)) = 3;
g9 ((0;1;1);(0;0; 1)) = 1;
g((0;0;1);(1;0;0)) = 0;
g((0;0;1);(0;1; 1)) = 1;
g((0;0;1);(0;0; 1)) = 1.
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PROBLEMA 2.)
a.) Siaxzg € X. f:(X;dx) — (Y;dy) ¢ continua in zg se Ve > 0,
30 > 0 tale che, se x € Bs 4y, (0), allora f (x) € B.4, (f (z0)), ovvero

f (Bsayx (20)) € Beay (f (%0))-

d
b.) Sia r = # > 0. Prendo le bocce B4y (y) € By, (2). Verifico

che le due bocce sono disgiunte: supponiamo per assurdo che w € B,.4, (y) N
B4, (2). Allora,

dy (y;w) <T=—dY(§’2)
€
dy (z;w) <r = v (9,2) (?g);,z)

Ma, per la disuguaglianza triangolare, d’altra parte, deve essere

dy (y,2) < dy (y;w) + dy (z;w),

dy (y, z dy (y, z 2
dy (y,2) < Y(;)/ )+ Y(g )—gdy(y,Z)-

Questo e impossibile, perche dy (y,z) > 0, quindi w non puo esistere, e
By (y) N Bray (2) = 0.

c.) Prendo un punto = € A, e verifico che esiste una boccia D, centrata
in z e contenuta in A. L’unione delle bocce D, al variare di x € A sarebbe
quindi A, provando cosi che A ¢ aperto. Sia dunque x € A. Chiamoy = f ()
e z = g(z). Prendiamo le bocce B4y, (y) € Bya, (2) tali che B4, (y) N
B,.ay (2) = 0. Per la continuita di f e di g, troviamo By, () tale che
[ (Bsayx (2)) € Bray (y) € Byay (2) tale che g (Byay (2)) € By (2). Se si
Sceghe Da: = BC;dX (l‘), dove C = min {6a 5/}7 f (D:c) - Br;dy (y) e g(DJ:) -
B4y (2). Pertanto, f (D,)Ng(D,) =0, cioe f e g assumono valori differenti
in ogni punto di D,. Quindi, D, C A.

PROBLEMA 3.)
V() = (2;2617);

V' (8) = (0;2;2t);

7" (t) = (0;0;2).

1V @O =2 + ¢

(v Ay") (2) = (287 —4t; 4);
I A" () = 2 (8 +2).
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Nel punto P = (6;9;9) = v (3), si ha

r(3) =7(3)

T r

PROBLEMA 4.)
B (s) = (A (s);A-ah(s); A ag(s)) = A/ (s).

Analogamente,
ﬁ” (S) _ )\ai/ (8),/6 6/// (8) _ )\Oé//” (8) )
(o) IBATTE) _ 10) A Qo) ()

’ 1 ()] [0@) ()l
Xl 1o

¥ @ 3
o (s) = (B'AB" 8" (s) _ (M) A (Aa"); (Aa™)) (s)
[ ﬁ”|| (s) 1A’y A (M) (s)
_A{@) A (@) (a") (s) 1

= —74 (5).

X D (s) _
S l(@) A ()] (s) A
PROBLEMA 5.)

La matrice associata alla conica &

1
2
11
2 2

Il determinante di B ¢ 0, quindi la conica e degenere.
La matrice dei coefficienti di secondo grado e

(1 h)

9
Il determinante di A e —1 < 0, quindi la conica e una coppia di rette

N[ = p—t
| o

incidenti.
La conica si puo scrivere come:

?+y—Dr+y—2y*=0.

Risolvo I’equazione di secondo grado in z.



l—y+/1+12—2y—4y+82 1—y=+(3y—1)
T = = .

2 2

Le due rette sono quindi x = y e x = —2y + 1, ovvero, in forma implicita,
la conica ¢ 'unione delle due rette:

{r —y=0}U{zr+2y —1=0},

11
incidenti nel punto C' = (5’ 5)



