Abstract

Qui viene affrontato lo studio delle curve nel piano e nello spazio,
con particolare interesse verso due invarianti: la curvatura e la tor-
sione. Il primo ci dice ”quanto la curva si allontana dall’essere una
retta”; il secondo ci dice quanto la curva ”si allontana dall’essere con-
tenuta su un piano”.

Lo studio delle curve & importante in fisica, perche le curve rapp-
resentano le traiettorie di sistemi fisici.

1 Definizione: lunghezza di una curva.
Una curva in R" ¢ un’applicazione
v : la; b] — R™,

che sia continua (su tutto [a;b]) e C* a tratti. La prima condizione
significa che la curva "non si spezza in alcun punto”. La seconda condizione
significa che la curva ¢ sempre C*, tranne che in un numero finito di punti
P1; P2; s Pm—1 contenuti nell'intervallo [a; b].

Ora, sia A una partizione dell'intervallo [a;b]. Questo significa che
[a; b] & suddiviso in sottointervallini {[to; t1]; [t1;t2] ;.5 [tk_1;tk]}, con tg = a
e t; = b. Si definisce

la(7) = Z Iy (£) = ()]

|||l & il simbolo che indica la lunghezza di un vettore.
DEFINIZIONE.

La lunghezza della curva v : [a;b] — R™ ¢

((y) = / I (0] dt.

dove +/(t) ¢ il vettore che si ottiene derivando tutte le componenti di
v (t): se

Y(t) = ()72 {t); .7 (1)),

allora



Y () = (7 (8) 75 () 557, (1))
TEOREMA

£ () = supa (¢a (77))-

L’estremo superiore ¢ calcolato sull’insieme di tutte le possibili partizioni
finite dell’intervallo [a; b].

Dim. (cenni) -) Si osservi prima di tutto che, se una partizione viene ”raf-
finata” in una nuova partizione A’ ottenuta aggiungendo ulteriori suddivisioni
di ciascun intervallino [¢;_1; ;] in sottointervallini {[so; $1]; [s1; 2] ; ---; [Sh_1; tr]}s
lar (77) > € (). Tale osservazione ¢ analoga al fatto che la lunghezza di una
circonferenza viene approssimata per difetto dalla lunghezza di un poligono
inscritto, e I’'approssimazione migliora all’aumentare del numero dei suoi lati.

Ora, su ciascun intervallino [¢;_1;t;], si ha, per il Teorema di Lagrange

t;) — v (ti_ R
(applicato a ciascuna componente), 7 (t) =y (tia) = ~'(&), dove & & un

t; —ti1
punto di [t;_ 1, t;]. Alla fine,
k
v (ti) — 7 (tic1)
= Z FIOERICENEDSY R = [t = tia| =
i=1 v =

—ZHV(&)H( — i),

Al rafﬁnar51 della partizione, questa quantita si avvicina sempre di piu
all’area del sottografico della funzione ad una variabile reale ||y (¢)|, e la
somma tende all'integrale corrispondente. Quindi,

supa (La (v / v ()] dt. &

ESEMPIO
Sia 7 : [0;3] — R3, v (t) = (e’cos (t) ;elsin () ;et).
v (t) = (e'cos (t) — elsin (t); e'sin (t) + efcos (t) ; €h).
7 ()l = \/(etcos (8) — etsin (1)) + (e*sin (£) + etcos (1)) + (1) = V3e"

f03 V3etdt = /3e® — /3.
La lunghezza della curva ¢ £ (v) = V3e3 — 3. i

ESERCIZI

1.) Calcolare la lunghezza della curva

v:[0;5] — R2, y (1) = (t log <COS( )>>
2.) Calcolare la lunghezza della curva
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v [O; %] — R2 v (t) = (t; %tQ).

3.) Calcolare la lunghezza di una generica curva

v fasb] = R,y () = (& f (1)),
dove f ¢ una qualsiasi funzione definita in [a; b].

4.) Sia 3 : [0; 27r] — R3 una curva.
Sia poi vy (t) = (A By () ; A+ Ba (t); A+ B3 (t)) una nuova curva, con A > 0
costante positiva. Esprimere la lunghezza di v in funzione della lunghezza di
B (v e la dilatazione di [3) per la costante \.

5.) Calcolare la lunghezza della curva
v [0;1] — R?,
v(t) = (a-cos(t);a-sin(t);bt).

SOLUZIONI
1) log (V2+1).
2.) L (V2+1og (V2+1))
3.) JUA/1+ (f (1) dt
4) M) =Ar-£(9)
5.) Va2 + b2
TEOREMA

La lunghezza di una curva non dipende dalla parametrizzazione scelta.
Dim.) Sia ((s) =7 (0 (s)), dove 0 : [¢;d] — [a;b] ¢ una funzione C*. Si
ha:

B (s)=~"(0(s)) -0 (s),
15" ()1l = ||7 (O (DI - 16" (s)]-

Allora, ¢ () = / 18’ ()| ds. Sono possibili due casi.

CASO A.
) > 0. Allora, 6 ¢ sempre crescente, e 0 (¢) = a; 0 (d) = b.

/IW |ds—/ I (@) - 16" (s)] - ds:
/||7 NI -0 (s) - ds.

Eseguo il cambiamento di variabili: ¢ = 0 (s). Allora, dt = ¢ (s) - ds.
Cosi,



b

(@)= [ I @l de= (o).

CASO B.

¢’ (s) < 0. Allora, 0 ¢ sempre decrescente, e 6 (¢) = b; 0 (d) = a.

/|w |Ms—/|w DI 16 (5)] - d

(B) = / 17" (0 (s))]|-€ (s)-ds (il segno — compare perche 6’ (s) < 0).
Eseguo il cambiamento di variabili: ¢ = 6 (s). Allora, dt = ¢’ (s) - ds.

Cosi, . ,
= —/b 17" @)l -dtZ/ IV @ -dt =£(y). B

TEOREMA

Sia v : [a; b] — R™ una curva regolare. Allora, esiste una riparametriz-
zazione di 7 che ha velocita costante uguale ad 1.

Dim.) Fissiamo un punto qualsiasi tg € [a;b]. Definiamo la funzione
lunghezza:

Tale funzione & di classe C*°. Sia C la funzione primitiva di u — |7/ (u)]].
Allora, s (t) = C (t) — C (tg). Ma ¢ ¢ fissato, quindi s’ (t) = C' (¢t) = || (¥)||,
Vt € [a;b]. s definisce una funzione C* a valori in un secondo intervallo [¢; d],
avente derivata prima non nulla. Sia 6 : [¢;d] — [a;b] la funzione inversa.
In ogni punto s; = s(t;) € [¢;d], si ha, per la formula di derivazione della
funzione inversa,

, B 1 B 1
T = 5wy T en 7"

Di conseguenza, se 3 (s) = (0 (s)) & una riparametrizzazione di =,

1

15" (sl = 17 (0 (s IO (s1)] = IV (#)1] - T



e cosl |3 (s1)]| = 1, e questo & vero in ogni punto dell’intervallo [c;d]. B

1 parametro s si dice ascissa curvilinea, e una curva « (s) tale che
|/ (s)]] = 1 in ogni punto dell’intervallo su cui « € definita si dice a velocita
unitaria.

L’ascissa curvilinea non € univocamente definita: essa dipende dalla scelta
del punto ty e dal "verso di percorrenza”. Infatti, 'aggiunta di una costante
e/o un cambiamento di segno: o = £7 + (Kost.) da ancora luogo ad una
riparametrizzazione a velocita unitaria.

ESEMPIO

Consideriamo la curva (elica circolare):
v : [-2m; 2] — R,

v(t) = (a-cos(t);a-sin(t);bt).

v (t) = (—a-sin(t);a-cos(t);b), e

IV 0] = /a2 (sin (£)? + a (cos (1))* + b = Va? + B2,
Possiamo porre, per esempio,
t t
s (1) = / I ()| du = / Ve ¥ Bdu;
0 0
t
s(t) = [\/ a’ + bQu} = tva? + b?. Pertanto,
0

S
VTR

e una riparametrizzazione di v a velocita unitaria e:

t =

o= (o) on (i) )

g: [—27r\/a2 + b2: 2V a2 + bz} — R3.

ESERCIZI.

1.) Siadatalacurva~y : [=2m; 2] — R? ~ (t) = (e* - cos (t) ;e - sin (t) ; €t).
Trovare I'ascissa curvilinea ed una parametrizzazione a velocita unitaria.
2 2t
2.) Sia data la curva v : [—1;1] — R?, v (t) = —1; .
) v B0 = (1 - i )
Trovare l'ascissa curvilinea ed una parametrizzazione a velocita unitaria.
Dove e contenuta I'immagine di questa curva?




SOLUZIONI

1.) s(t) :\/g(et—l), s€[V3(e? —1);V3 (e —1)].
g(s)= S+\/§cos <log <S+\/§>> 'S+\/§sin (log (M>>S+\/§

g (s) = (cos (s);sin(s)), g: [-5; 5] — R
Dunque, la curva e contenuta nella circonferenza unitaria di raggio 1.

2 Curve piane.

DEFINIZIONE

Sia v : [e;d] — R™ una curva in R™, e sia (a;b) un intervallo su
cui la curva ¢ C*. Un campo di vettori lungo v ¢ una funzione C*,
Vi (a;b) — R™ x R™ tale che V(s) = (y(s);v(s). v(s) & un vettore "mo-
bile” in R™ che si muove lungo la curva con regolarita C> assumendo valori
differenti in funzione del valore del parametro s. Nel seguito, indicheremo
semplicemente con v(s), senza scrivere esplicitamente il ”punto base” v(s)
(che puo facilmente essere ricavato), il valore in s di un campo vettoriale. Ad
esempio, T'(sg) indichera il valore del campo di vettori tangenti alla curva nel
punto parametrizzato da sq. [.

Sia ora v : [¢;d] — R? una curva regolare in R?, e sia (a;b) un in-
tervallo contenuto in [¢;d] su cui la curva ¢ C*. Supponiamo che v sia
parametrizzata con l’ascissa curvilinea s. Vogliamo costruire un sistema di
riferimento mobile che si muove lungo la curva in modo solidale ad essa.
Esso viene chiamato sistema di riferimento mobile di Frenet-Serre.
Essendo un sistema di riferimento per R?, esso ¢ costituito da due campi
vettoriali, {T'(s); N(s)}.

Definiamo il campo di vettori tangenti a v come T'(s) = +/(s), dove
v(s) = (71(8);72(8)) e V' (s) = (74(s);75(s)). Poiche v & parametrizzata con
'ascissa curvilinea, T'(s) ha costantemente lunghezza 1.

Definiamo poi il campo di vettori normali a v come N(s) = (—v5(s);75(s)).
Anche esso ha lunghezza costante pari ad 1, ed ¢ ortogonale a T'(s) in ogni
punto. I due campi di vettori {T'(s); N(s)} si muovono lungo la curva, for-
mando in ogni punto un sistema di riferimento orientato positivamente (cio
si puo ottenere ruotando opportunamente gli assi cartesiani).



OSSERVAZIONE

. _—_) % . . .
Siano v(s) e w(s) due campi di vettori lungo «y. Il loro prodotto scalare

<1Ts)>; sz))> = v1(8)wi(8) + va($)wa(s) + ... + v (s)wy(s).
La derivata prima del prodotto scalare e, allora,
d —3 = !/ / / /
= (v(shiw(s)) = vi(s)wi(s) + vilshwi(s) + vh(s)wa(s) + vals)un(s) +
- v (8)wn(s) + (s () = (V(s)wls]) + (olsfsw'(s)). O

—_— S
Abbiamo, dunque, T'(s) = (71 (s) ;73 (5)); N (s) = (=72 (s) ;71 (s)). Sap-
—
piamo che <T (s); T (s)> = 1 identicamente. Allora,

+ <<mm>) =0,

(T (HT () + (T ()T () =0
2<T’ (3),m> 0;
<T’—(S)>T—(S)>> = 0.

e
Ne deriva che T” ( ) & ortogonale a T' (s), e quindi ¢ parallelo a N (s), per
ogni valore del parametro s. Si ha, quindi, al variare del parametro s,
_—

T'(s) =  (s) N (5),

per qualche scalare x (s) (dipendente dal paramero s). La funzione s si
dice curvatura della curva. Essa puo assumere qualunque valore: positivo,

negativo o nullo. Se valutata per s = sg, k (So) si dice curvatura nel punto
v (S0). Abbiamo:

T (s) =k (s) N (s).
Abbiamo, poi, < s) > 0 identicamente. Allora,
G (<T >)_0>
(T ()N (s)) + < (s); N'(s)) = 0.

—

—
Ma, 7" (s) = k (s) N (s), per cui



<T’—(S)>; m> + <TT8)> m> = 0;

(T (3N (s)) = = (T (s N'(s) )
(k(s)N(): N (s)) = = (T () N' () ):
£ (3) (N ()5 N (5)) = = (T (s N'(s) )

(N"()T (s5)) = = (s)

Inoltre,

&+ (FFAT)) -0
<mm> + <mm> = 0;
2 <mm> = 0;
<N’—(S)>JWS)>> = 0.

_— —— _
Poiche {T (s); N (s)} ¢ una base ortonormale di R?, e N’ (s) ha compo-
— —_—

nente —« (s) nella direzione di T'(s) e componente 0 nella direzione di N (s).

Di conseguenza,

N'(s) = —k(s)T (s).

In conclusione, abbiamo ricavato il sistema delle equazioni normali
di Frenet-Serre:

{@:m S)m

S
N'(s) = =k (s) T (s)
Se k(s) # 0, la quantita ) si dice raggio di curvatura di 7 in
k(s
1

H
N (s) si dice centro di curvatura, e la

v (s). Il punto ¢ (s) = v (s) +

K (s)

circonferenza di centro ¢ (s) e raggio

si dice cerchio osculatore a v

1
K (s)
in v (s). Se k(s) = 0, per convenzione, si dice che il raggio di curvatura in
7 (s) & +oo.



3 Curve piane a velocita arbitraria.

Sia « : [a;b] — R? una curva regolare a velocita arbitraria, e sia 3 (s) =
a(t(s)), B : [c;d] — R? una sua riparametrizzazione mediante 1’ascissa

— —
curvilinea s. La base mobile { T; N } di Frenet-Serre e costruita sulla curva (3
seguendo il procedimento descritto nel paragrafo precedente; a questo punto,
la base mobile in £y € [a; b] coincide con quella nel punto s tale che to = (so).

La definizione & buona: ad ogni punto ¢, dell’intervallo [a; b] (per la parame-
trizzazione a velocita arbitraria) corrisponde un unico punto sy per la para-

metrizzazione a velocita unitaria. Dunque, ¢ naturale porre 1" (to) = 7" (so);

N (to) = N (so); k (to) = K (s0), e 1 membri di destra sono gia stati definiti,
perche si riferiscono ad una curva a velocita unitaria. Il problema e quello
. . % % . . .
di calcolare direttamente 7' (to); N (to) e x (to), senza scrivere esplicitamente
Iespressione di (3 (che potrebbe essere molto piu complicata di «).
Nel punto ty = t(sg), abbiamo ' (sg) = o (to) - t'(s9). Per la di-
mostrazione del teorema sull’esistenza dell’ascissa curvilinea, sappiamo che

s'(ty) = ||a/ (tp)]]. Poiche ¢(s) ¢ la funzione riparametrizzazione inversa,
t' (so) = T @l Di conseguenza,

_

o (to)

T (to) =T (s0) = B (s0) = T Gl

— s
Inoltre, se T (to) = (tLO;tQ,O), allora N (to) = (_t2,0;t1,0)~
Abbiamo visto che, per ogni ¢, o (t) =T (t) - v (t), dove v (t) = ||/ (t)]| &

la funzione velocita. Allora,

e :d% ©O) T+ 000 < (T) =
:da(v) T—i—v(t)éa T(s(t))) =
:a(u)-Tﬂ(t)-%(T(s(t)) s (t)

Valutando tutto in ¢y, si ha:
) = (5 0) () T + (0 ) o) N )

H
Infatti, la derivata del vettore tangente rispetto a s & k- IV, mentre s’ (¢y) =
—

v (tp). Facciamo il prodotto scalare tra o (tg) e N (o). Sapendo che T ()

e N (ty) sono ortogonali, e che N ha lunghezza 1,
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(" (t0);: N (t0) ) = { (v (t0))” - (50) - N (t0); N (to) ) =
= (0(t0))? + 1 (s0) = (v (t0))* - 5 (to).

Omettendo di scrivere esplicitamente la dipendenza da ¢y, si ha

—,7 —
(V)
K= ——"".

[l

4 Curve nello spazio.

Sia ora v : [¢;d] — R3 una curva regolare in R3, e sia (a;b) un intervallo
contenuto in [¢;d] su cui la curva € C*. Supponiamo che v sia parametriz-
zata con l’ascissa curvilinea s. Vogliamo costruire un sistema di riferi-
mento mobile che si muove lungo la curva in modo solidale ad essa. Esso
viene chiamato sistema di riferimento mobile di Frenet-Serre. Essendo
questa volta un sistema di riferimento per R?, esso & costituito da tre campi

vettoriali, {T(s); N(s); B (s)}
Siano v = (vi;ve;v3) € W = (wi;wo;ws). Se {el;ex; ez} ¢ la base
standard di R3, si definisce il prodotto esterno di v e di W come:

- = =
€1 €y €3

— =

UAW=det| vi vy wv3 =
w; W2 Ws

= (Ugwg — U3w2> 6—1) -+ (Ugwl — Ulwg) 6_2) —+ (v1w2 — Ugwl) 6—3>

Esso & un vettore perpendicolare sia a v che a w. Il prodotto esterno
v A w si annulla se e solo se v e w sono linearmente dipendenti.
Definiamo il campo di vettori tangenti a v come T'(s) = +/(s), dove

v(s) = (71(s);72(8)) e V' (s) = (71(s); 75(s)). Poiche v & parametrizzata con
I'ascissa curvilinea, T'(s) ha costantemente lunghezza 1.

d /——
Per andare avanti, adesso dovremo supporre che Ts <T (s)> non si annulli
S

in alcun punto dell’intervallo (a;b).
_ —
Sappiamo che <T (s); T (s)> = 1 identicamente. Allora,

(T ) -
<mm> + <mm> =0;
2 <T'—(85 m> = 0;

E
|



— —
Ne deriva che T" (s) ¢ ortogonale a T (s). Definiamo, al variare del para-
metro s,

per qualche scalare k (s) (dipendente dal paramero s). La funzione k si
dice curvatura della curva. Essa puo assumere solo valori positivi. Se
valutata per s = sg, Kk (sg) si dice curvatura nel punto 7 (sp). Abbiamo:

T'(s) =k (s) N (s),

e questa relazione definisce anche il vettore normale alla curva, che e
—_—

parallelo a 7" (s), ha lunghezza 1 ed ¢ concordemente orientato:

ool

€ —
displaystylekappa (s) = HT’ (S)H
Il vettore binormale ¢, allora,

B(s) =T (s) AN (s),

. . . é é . .
e si verifica facilmente che, essendo T (s) e N (s) ortonormali e di lunghezza

—_—
1, B (s) e anch’esso di lunghezza 1: esso e proprio il vettore che completa la
nostra base ortonormale di Frenet-Serre.

Calcoliamo, ora, N’ (s). Poiche {T(s); N(s); B (s)} ¢ una base ortonor-

—_—
male per ogni scelta del parametro s, le componenti di N’ (sq) rispetto a tale
base sono:

dove

o (s0) = (N (o) T
b(s0) = (N"(s0): N(s0) )
¢ (50) = (N'(s0)i B (50) ).

Calcoliamo dunque i prodotti scalari sopra indicati. Prima di tutto,
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L (T =0
(PN ) + (TG ) —o.

_ —

Ma, T" (s) = k (s) N (s), per cui

<T’—(S)>; N—(5> + <m N/—(S)>> =0;
(TG = (T V&),

Inoltre,

Infine, poniamo per definizione:
e T —
(N (s); B(s)) =7 (s).

7 (s) € una funzione detta torsione della curva. Essa puo assumere
qualsiasi tipo di valore reale.

In conclusione,

_ s ——

N'(s)=—k(s)T (s)+7(s) B(s)
_—
Resta ancora da calcolare B’ (s). Abbiamo:
— — _— _

B’ (s0) = a’ (s0) T'(s0) + b (s0) N(s0) + ¢ (s0) B (s0),

dove

12



L (FETT)) =0

Dato cheT'—(s)>:ff(3)]Ws)>
(B )T )+ (BGHT (5)) =0
(B )T 6)) =—(BHT ()
(BT () =~ (B($)in(s) N (5))
(BsHT(5)) = —n(s) (B ()i N'(s)) = 0

Successivamente,

4 (FTT)) -0

<m; m> + <£78)>; JT(SS> =0.

<B'—(S)>;N(3)> = — <173)>7 — (s)stj +r(s) WS)»

|
=l

Infine,
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i (56 76)) o
B(s) B'—(5)>>=0;

<B’—(='>’)>;JWS)>>+<B(S);
<B’—(S)>;WS)>> =0;

\)

_

Alla fine, B’ (s) = —7 (s) N (s).

Si trova cost il sistema di equazioni di Frenet-Serre:

T'(5) = k() N () -
N'(s)=—k(s)T (s)+71(s)B(s)
B'(s) = —71(s)

—_
Sotto l'ipotesi che 7" (s) sia ovunque non nullo, si ha x(s) > 0, Vs €

1
(a;b). Allora, —
K (s)
1 —
c(s) =v(s) + ——=N (s) si dice centro di curvatura di 7 in 7 (s).

K (s)

_ X
I piano vettoriale span {T (s); N (s)} si dice piano osculatore a 7 in

¢ detto raggio di curvatura di v in v (s). Il punto

v (s). Esso, in quanto piano vettoriale, passa per 1'origine, ma non necessari-
amente per il punto 7 (s) stesso. Allora si deve definire il piano osculatore
affine: esso ¢ il piano affine in R? parallelo al piano osculatore, ma passante
per il punto v (s). Esso e il piano che piu si avvicina a contenere la curva
data. Se la curva fosse piana, allora essa sarebbe tutta contenuta nel piano
osculatore.
. . % % . . 3 . . .
I1 piano vettoriale span {T (s); B (3)} si dice piano rettificante di 7 in

v (8); il piano vettoriale span {N (s); B (s)} si dice piano osculatore a ~
in vy (s).

Ora, con i prossimi due teoremi, renderemo piu chiaro che cosa rappre-
sentano la curvatura e la torsione di una curva.

TEOREMA

Sia 7 (s) una curva parametrizzata a velocita unitaria avente curvatura
nulla identicamente. Allora, la curva e contenuta in un pezzo di retta.

14



— d /—— —
DIM.) Sappiamo che ' (s) = T (s), e quindi o (T (3)) =+"(s)= 0
s
(dato che la cuvatura ¢ nulla). La curva, allora, ha T'(s) costante, T'(s) =

(v1;v9;v3) = 7' (s). Ne segue che, integrando,
v (s) = (v18 + ¢1; V28 + 25 V38 + ¢3).

Quindi, v & contenuta in un pezzo di retta, passante per il punto (c;; ¢o; ¢3)
e avente direzione (vq;vy;v3). e

TEOREMA.

d /——
Sia v (s) una curva parametrizzata a velocita unitaria, tale che — (T (s)) #

0. La curva ¢ contenuta in un piano nell’intervallo (a; b) se e solo se 7 (s) = 0
per ogni s € (a;b).

DIM.) Supponiamo dapprima che la curva sia contenuta nel piano ax +
by +cz +d = 0. Siano (v1;72;73) le componenti di v, e sia v = (a;b; ¢).
Abbiamo:

ay1 (s) +by2 (s) + cys(s) +d = 0.
Derivando rispetto ad s,
ayy (s) + b3 (s) + cv3 (s) = 0.
Derivando ancora,
ayy (s) + b5 (s) + 75 (s) = 0.

/ . . . — N
Ne segue che 7' (s) e 4" (s) sono entrambi perpendicolari a v". Poiche
- — = <
T =+'(s) e N & parallelo a 7" (s), il piano osculatore & costante. Il versore
—
B ¢ costante, perche ha sempre lunghezza 1 ed ¢ perpendicolare al piano
—

d
osculatore. Dunque, — = 0. Dalla terza equazione di Frenet-Serre segue

allora che 7 (s) = 0.
Viceversa, supponiamo che 7 (s) = 0 per ogni s € (a;b). Fissato sy €
(a;b), definiamo la funzione

_>
F(s)={(7(5) =7 (0)): B ).
ﬁ \ \ . \ . .
B e costante, perche la torsione e identicamente nulla.
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F'(s) = <7—'(_5—)>,§> = <7Ts)>,§> = 0.

Dunque, F' ¢ costante. Vediamo quanto vale F' in un punto. F (sq) =
— — s — i
< 0; B> = 0. Dunque, F' vale costantemente 0.(7 (s) —~ (so)> appartiene

costantemente al piano perpendicolare a B, quindi v ¢ contenuta in un piano
— —
perpendicolare a B (e passante per 7 (sg)). &

Dai precedenti risultati, si vede che, in un certo senso, la curvatura
"misura quanto una curva si distacchi dall’essere una retta”, mentre la tor-
sione "misura quanto una curva si allontana dall’essere contenuta in un pi-

7

ano”.
CONTROESEMPIO

Consideriamo la curva:

_J (@)
g<t>_{(0;h( ) pert <0’
dove h(t) = e per t # 0.
Studiamo la (fl;nzione
| h(t) pert>0
F(t)= Opert<0
Vediamo quanto vale la sua derivata prima. Per ¢ < 0, F” (t) = 0. Per

;0:1) pert >0
s 9(0) = (0:0:0).

1\)"—‘(“‘u

2
t >0, F'(t) = t—ge_t%. Per t = 0, occorre calcolare il limite del rapporto

incrementalle. Si ha:

T2
limoe = 0. Dunque, F’(0) = 0.
—0 I
F' () = t%e_t% pert >0
Opert<0

Procedendo in questo modo, si vede (dato che, per x — 0, la funzione

e~ 37 tende a 0 pilt velocemente di qualsiasi polinomio) che F®) (0) = 0 per
ogni ordine di derivazione. In particolare, F' € una funzione C*. Inoltre,

Pertanto, g & una curva C*. ¢’ (t) = (F' (t); —F' (—t);1), quindi la curva
d
& regolare. Abbiamo poi ¢” (0) = (0;0;0), da cui si vede che p <T>> =
s
0. La curva g ha torsione identicamente nulla, salvo che nel punto ¢t = 0,
— 0,

d
dove s (?) = 0. In questo punto, la curva ”sfugge” dal piano y
s
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ed entra nel piano x = 0, dove la curva prosegue poi per ¢t > 0. Dunque,
complessivamente, la curva g non € piana.

Sia a : [a;b] — R® una curva regolare a velocitd arbitraria, e sia
B(s) = a(t(s)), B : [c;d] — R? una sua riparametrizzazione mediante
I’ascissa curvilinea s. L’apparato di Frenet-Serre e stato definito per curve
regolari a velocita unitaria. Quasi tutte le curve regolari che si considerano
in pratica, pero, non sono a velocita unitaria; una loro riparametrizzazione a
velocita unitaria € solitamente molto complicata. Per questo motivo, e utile
calcolare direttamente il sistema di riferimento senza conoscere una riparame-

. . . N . . . ﬁ é ﬁ .
trizzazione a velocita unitaria. La base mobile {T; N; B } di Frenet-Serre

e costruita sulla curva 3 seguendo il procedimento descritto nel paragrafo
precedente; a questo punto, la base mobile in ¢y € [a;b] coincide con quella
nel punto sy tale che tg = ¢(sg). La definizione & buona: ad ogni punto
to dell'intervallo [a;b] (per la parametrizzazione a velocita arbitraria) cor-
risponde un unico punto sy per la parametrizzazione a velocita unitaria.

Dunque, ¢ naturale porre T (ty) = T (so); N (to) = N (so); & (to) = k(S0);
B (to) = B (so); 7 (to) = 7(s0) e i membri di destra sono gia stati definiti,
perche si riferiscono ad una curva a velocita unitaria. Il problema e quello

di calcolare direttamente T (t9); N (t9); B (to); & (to); 7 (to), senza scrivere
esplicitamente I’espressione di ( (che potrebbe essere molto pit complicata
di ).

Nel punto ty = t(sg), abbiamo 3 (sg) = o (to) - t'(s9). Per la di-
mostrazione del teorema sull’esistenza dell’ascissa curvilinea, sappiamo che
s (to) = || (to)|| = v (to). Poiche t(s) ¢ la funzione riparametrizzazione

= . v e la funzione velocita. Di conseguenza,

e (to)] v (to)

inversa, t' (so)

"(to)
(0]
T (to) = T (s0) = ' (s0) = m-
Inoltre,
_
— da  dfds
=10 4P
CO=Gr=ma- v
e
AT d
I _atL mav
o’ (t) = dtv—l—Tdt
T ds o T o
~ ds dt dt  ds dt



. . . . % % .
La condizione che — # 0 equivale alla condizione che o/ (t) e o (t) siano

S
linearmente indipendenti. Supponiamo dunque che questa condizione sia
H

: o - . dT
verificata. Sostituiamo kN al posto di —.

—_— dv

Oé” (to) = K (to) ’U2 (to) N (to) + T (to)—

Calcoliamo ora il seguente prodotto esterno:

= () A (x?N) + <f> . (%) -

3 —
=k’ | B ) +0
— -  —
Poiché B ha lunghezza 1, ||&/ A || = kv?, ovvero

AN
‘oz/\oz

3
[l

— — = .
Inoltre, B ¢ parallelo ad o/ A o, dunque, essendo v e k positivi,

- —

§ o Ao
fre]

a Na

Resta da calcolare da torsione. Calcoliamo
NN N
<a Na’;a >,

—

dove (-;-) ¢ il prodotto scalare standard su R3. Poiche {T ; N); ﬁ} € una

base ortonormale per ogni valore del parametro, e o (ty) A " (to) & parallelo
— —

a B (ty), sara sufficiente calcolare la componente di o (¢y) nella direzione di
H
B.
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d

=K (to

)7 (to) v ( 0) B (to) + ...
Infatti, per definizione, B (so) = B (to).

Omettendo la dipendenza dal punto ¢y, per brevita

— —
o =km®B + ...

ﬁ
La parte omessa e perpendicolare a B. Cosl,

- = — — —
<o/ /\o/’;o/”> = </€UBB;/£TUSB> = k2100 =

[ e[\
") = (|7 A )
Ha/H3 T || = (6] (6] T.

— — 2
Dividendo per <Ho/ Ao ) , si ha:

NN AN/
<a Aa;a>

5
(’O//\O[”>

Ricapitolando:

5
1 >
In tutte queste formule ¢ stata omessa 'indicazione esplicita della dipen-
denza dal punto tg.

Le derivate sono tutte intese rispetto al parametro ¢
rispetto al quale la curva ha velocita arbitraria.
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