Introduzione

Nel mondo reale gli algoritmi intervengono, in mgad o meno nascosto, e in svariati contesti, alcun
esempi di natura informatica potrebbero interesbaternet moderna, i DBMS per le basi di dati, i
motori di ricerca per il web, I'analisi di documemt formato digitale etc...

Nel mondo di Internet ad esempio il protocollo duting ha come obiettivo la ricerca di un buon
cammino fra la sorgente (che solitamente fa richids una determinata pagina) e la destinazione (ad
esempio un server). Usando un astrazione adotéhteampo della telematica e basata su nodi (che
rappresentano i router) e su archi (che rappresentiznk fisici) I'algoritmo di routing detto an&hdi
instradamento deve determinare un cammino chespes®e detto “buono” e che nella maggior parte
dei casi corrisponde con quello di “costo minimatl (ogni link fisico & associato un costo che tiene
conto del livello di saturazione del link e deliatdnza fisica fra vari router).

Nelle basi di dati vengono formulate spesso dellerrogazioni (query) che hanno come obiettivo la
restituzione di un dato che e contenuto nella lwAs#ati. L’algoritmo in questo caso, ed anche la
struttura dati, ha il compito di agevolare I'immase dei dati e di fornire una risposta che sia
possibilmente rapida diminuendo i tempi di attesa futente. Gli esempi appena citati possono
quindi suggerire I'importanza degli algoritmi e lgestrutture che nel corso degli anni si sono sempr
affinate per supportare con piu efficienza gli aiigoi implementati. Nel corso di queste note avremo
percio come obiettivo i seguenti punti:

- utilita e progettazione di algoritmi e strutturdigda

- valutare I'efficienza delle strutture dati e degjtjoritmi;
- scelta di strutture dati idonee alla soluzioni dilemi;
- implementazione di algoritmi per strutture dati;

1.1 Un po’ di storia: la macchina universale di Tumng

Nel 1854, il matematico britannico George Boolel.8 1864), elabord una matematica algebrica che
da lui prese il nome. Nell'algebra di Boole le maare di calcolo si possono effettuare grazie a
operatori matematici (AND, OR, NOT, ecc.) di natulagica. L'algebra di Boole entro
prepotentemente alla ribalta nel 1936, quando tematico britannico Alan Mathison Turing (1912-
1954), immagind una "macchina” o "automa" (esigtaimicamente a livello teorico) con la quale
dimostro formalmente la possibilita di eseguirelsiasi algoritmo: una procedura di calcolo o, piu i
generale, la sequenza delle operazioni necessarieisnlvere un problema in un numero finito di
operazioni. In tal modo, Turing apri la stradaahpo di quelle ricerche informatiche che prenddno i
nome di intelligenza artificiale (esiste anche esttdi Turing), e l'algebra di Boole si rivelo di
fondamentale importanza nella progettazione defiérai computer.

1.2 Ricerca di un algoritmo

Per Alan Turing, la prima questione da risolver@sisteva nel precisare le azione elementari che
compiamo quando eseguiamo un calcolo. In effeti® semplice operazione di somma viene appresa
facilmente fin dalle scuole elementari: € un'opere che effettuiamo meccanicamente ogni giorno,
guando per esempio acquistiamo due oggetti dadssetfornitore, o quando contiamo il denaro che
abbiamo in tasca. L'addizione € dunque un'operazimanale... ma sappiamo precisare i passaggi
necessari per effettuarla, sappiamo cioe defiiatgoritmo?

"Programmi” per risolvere manualmente problemi nuonesono noti fin dal 1800 a.C., quando i
matematici babilonesi del tempo di Hammurabi peecso le regole per risolvere alcuni tipi di
equazioni. Le regole consistevano in procedimengttagliati passo dopo passo applicati
dettagliatamente a particolari esempi numerici.patticolare, il termine "algoritmo™ si rintraccia
dall'ultima parte del nome del matematico persiédbo Ja'far Mohammed ibn Mdséa al-Khowarizmi, il
cui testo di aritmetica esercitdo una notevole irfiza per molti secoli. Per far questo, supponiamo d
eseguire una somma di due numeri (naturali), geafe le idee, 2 + 4:
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12 3 45 6 7 8 9 10 11 12..

— 3
n=4 —4

— 5
_’

Visualizzando una sequenza di numeri naturali @ttlim successione, consideriamo il numero 2 e
ripetiamo 4 volte I'operazione di passaggio al manseiccessivo: da2a 3,da3a4,dad4ab5 dd5a
Il numero 6 e il risultato richiesto. Per ottendresultato della somma proposta, dobbiamo quindi
seguire questi passaggi:

+ individuare un numero (quello di partenza);

+ passare al numero immediatamente successivo;

- controllare se si e raggiunto il numero di ripetidipreviste (n = 4, in questo caso);
« ripetere un'operazione (quella di passaggio al marseccessivo)

Questo e dunque l'algoritmo della somma di due murha sequenza di operazioni esaminata, Si
presta anche all’esecuzione di moltiplicazioni. Bsempio, 2 x 6 equivale ad addizionare 6 volte il
numero 2 (o 2 volte il numero 6):

1 2 3 4565 6 7 8 9 10 11 12..

{—+3 —5 —7 — 9 1
n=2 —44 —6 —8 —10 —

k=6
Per ottenere il risultato della moltiplicazione posta, dobbiamo seguire questi passaggi:

« individuare un numero (quello di partenza);

+ passare al numero immediatamente successivo;

- controllare se si e raggiunto il numero di ripetidipreviste per il primo ciclo (n = 2, in questo
caso);

« ripetere un'operazione (quella di passaggio al morseccessivo);

- controllare se si e raggiunto il numero di ripetigipreviste per il secondo ciclo (k = 6, in
guesto caso)

Come si vede, si € aggiunto un secondo controllm @nalogo procedimento, € possibile anche
I'elevazione a potenza. Per esempios 2 x 2 ripetuta 3 volte. In questo caso, si daggiungere un
terzo controllo. Si potrebbe vedere (ma la questienirrilevante per questa discussione) che |l
procedimento utilizzato per addizioni, moltiplicazi ed elevazione a potenza, vale anche per le
operazioni inverse: sottrazione, divisione (unacessione di sottrazioni: 17/5 =17 -5-5 -5 c08

il riporto di 2), estrazione di radice etc..

1.3 La macchina di Turing

Dimostrata l'esistenza di algoritmi per effettudee operazione matematiche fondamentali (gli
algoritmi nascono dall’esigenza di dare una deiome formale ai teoremi), la seconda questione da
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risolvere consisteva nel precisare l'occorrente pluppare la sequenza di operazioni previste,
naturalmente non ci riferiamo a carta e penna, ou@aécosa di piu raffinato.

Ricordando che la prima calcolatrice, la Pascalimajnventata nel 1642 da Blaise Pascal, per
comprendere l'importanza della macchina o automauding, dobbiamo fare una distinzione tra le
calcolatrici ed i moderni calcolatori. La linea skparazione puo essere individuata nel fatto che le
calcolatrici riescono ad eseguire un certo numermpdrazioni ma non possono essere programmate:
manca la possibilita di specificare alla macchinacessi di calcolo articolati e complessi, defiimiti
base ad opportune sequenze di comandi che possm®oeeeseguiti in modo completamente
automatico. L'idea fondamentale alla base del tatlm® programmabile (elaboratore o computer), é
che qualsiasi tipo di computazione consiste nebaipolazione di simboli (ne bastano solo 2 come
nei calcolatori digitali) seguendo un'insieme djale (algoritmo). Con questo modello nasce l'idea d
“"calcolatore universale". Il metodo di programmaeodi Turing, essenzialmente descriveva una
macchina che utilizzava alcuni semplici istruzioRare sviluppare ad un computer un compito
particolare, era soltanto una questione di divideproblema in una serie di problemi piu semplici
(un'operazione identica al processo affrontato idadjlerni programmatori) risolvibili appunto con
semplici operazioni.

Una macchina o automa di Turing € definita da @ieime di regole che definiscono il comportamento
della macchina su un nastro di Input-Output (letteiscrittura). Il nastro puo essere immaginatoecom
una sottile striscia di carta divisa in quadratil@tte celle e di lunghezza adeguata per eseguire
gualsiasi algoritmo. Ogni cella contiene un simboppure e vuota. L'automa utilizza una testina che
si sposta lungo il nastro leggendo, scrivendo opmancellando simboli nelle celle del nastro. La
macchina analizza il nastro, una cella alla vah&iando dalla cella che contiene il simbolo piu a
sinistra nel nastro. Da quanto esposto, una maadaiiuring pud essere immaginata come una sorta
di registratore a nastro con una testina di lettscaittura e cancellazione. La testina possiede un
indicatore che determina, per ogni passaggio diotal lo stato specifico in cui la macchina si fiov
mentre sta leggendo il simbolo che corrispondepaléicolare cella del nastro sul quale e posizena

N N N N I I B

Definita la macchina, devono essere specificatedgele — I'equivalente del moderisoftware— che
indichino che cosa fare in corrispondenza dellaldoarione di stati e di simboli letti sul nastra. |
generale, un automa di Turing deve poter effettleaseguenti operazioni:

* conservare la memoria del suo stato interno;

» leggere il simbolo scritto in una cella;

» sovrascrivere o cancellare il simbolo scritto imwella;

» scorrere il nastro cella dopo cella, verso destrarso sinistra;

* non fare alcuna operazione.
Per esempio, la seguente istruzione contenutahielléa impone che se l'indicatore di stato € in
posizione 1 e la testina sta leggendo il simbldistruzione consiste nel cancellare il simbdiar,
avanzare la testina e cambiare lo stato della nraeeh?2.

stato iniziale legge scrive azione stato finale
1 A cancella > 2

Per dare ragione dell'universalita della macchinBuding, occorrerebbe mostrare come effettuark le
operazioni fondamentali (addizione, sottrazioneltiplccazione e divisione) in quanto tutte le altre
sono riducibili a queste. Tuttavia, ci limiteremd @saminare solo I'operazione di somma perché la
programmazione di una macchina di Turing € labariws quanto richiede un linguaggio di basso
livello, "comprensibile" dalla macchina (oggi glaboratori possono utilizzare linguaggi di altcelio

che sono piu vicini alla logica umana).
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La tabella seguente contiene le istruzioni per addare un certo numero di "A" (per esempio, 4) ad
una sequenza di "A" (per esempio, 2). E' da nothee le istruzioni non vengono necessariamente
eseguite in maniera sequenziale, ovverosia una khdpra, bensi in base allo stato dell'automa.

stato iniziale legge scrive azione stato finale
4 A A > 4
4 - A > 3
3 - A > 2
2 - A > 1
1 - A STOP 0

Per esempio, nel caso della somma proposta (addiaa! volte "A"), la prima istruzione prevede che
se l'automa si trova nello stato iniziale 4 e lelgglettera "A", deve riscrivere la lettera, paiitoma si
sposta di una casella verso destra e mantieneoilsgto interno (4) fintanto che trova una A da
leggere.

[[A]A f

A questo punto, poiché l'automa (nello stato 4) lemye una "A" ma trova una casella vuota, deve
scrivere nella casella sottostante una lettergpdstairsi a destra e passare allo stato 3:

)

EAAA }

'automa nello stato 3 non legge una "A" ma troma oasella vuota, quindi deve scrivere nella casell
sottostante una lettera A, spostarsi a destrasapaallo stato 2:

(2)

[ |A|A|A|A {

'automa nello stato 2 non legge una "A" ma troma tasella vuota, quindi deve scrivere nella casell
sottostante una lettera A, spostarsi a destrasapaallo stato 1:
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(1)
EAAAAA §

Infine, quando lo stato interno e 1, I'automa sctina A, assume lo stato n = 0 e si ferma.

Il programma visto puo essere realizzato con ugaeseza di istruzioni dinamiche: le istruzioni non
sono predefinite, ma vengono via via specificateguesto modo, un programma di addizione € valido
per qualsiasi combinazione di addendi (nel casogliano addizionare quattro "A", si imporra n = 4)
E' da notare che listruzione n = n - 1 non e waegpne algebrica, ma implica che lo stato n deve
diventaren-1:sen=4,diventan=4-1=3.

stato iniziale legge scrive azione stato finale
N A A > N
N - A N=N-1
1 - A STOP 0

Con la macchina di Turing (che, per quanto poss@eare strano, riassume la struttura funzionale di
un computer) é possibile risolvere anche probleom numerici; infatti basta associare ai simboli un
significato alfabetico o alfanumerico. Turing narstrui materialmente la sua "macchina universale".
Infatti, per quanto tecnicamente realizzabile, datanismo (elettromeccanico) sarebbe stato lento e
poco affidabile per impieghi pratici. D'altra parti&ata la sua semplicita, una macchina di Turingy pu
essere simulata con carta e penna: se un opetat@n@o puo eseguire le istruzioni senza incertezze e
ambiguita, allora la procedura e automatizzabilel M943, viene realizzato in Pennsylvania
I'E.N.ILA.C .(Electronic Numerical Integrator Andafculator): il primo elaboratore senza parti
meccaniche in movimento (all'epoca i calcolatoraner elettromeccanici). Il giorno della sua
presentazione, 'ENIAC (col sistema della schedéopata) moltiplico il numero 97.367 per se stesso
5.000 volte, completando I'operazione in meno disaoondo. Con I'ENIAC, che funziono fino al
1955, nasce I'era informatica vera e con essa ahigrmine BIT (Binary Digit = Cifra Binaria).

Fonte: http://www.nemesi.net/turing.htm

1.4 1l test di Turing

Nel 1949, il famoso neurochirurgo Sir Geoffrey éesbn (1886-1961), nel suo scritto “No Mind for
Mechanical Man” (Nessuna mente per I'uomo meccgniesponeva una serrata critica ad un
precedente articolo che riguardava la macchinaudng universale.

«Fino a quando una macchina non potra scrivere anetto 0 comporre un concerto suggeriti da
emozioni realmente provati, e non per una sceltsuake di simboli, non potremo ammettere che una
macchina eguagli il cervello umano; cioe che noto striva queste cose, ma che sappia di averle
scritte. E' certo che nessun meccanismo potrebb®vape piacere (e neppure manifestarlo
artificialmente, un facile espediente) verso i piguccessi e angosce quando gli saltano le vajvole
né animarsi davanti alle lusinghe, o rattristargrp propri errori, 0 essere affascinato dal seseo,
incollerirsi o deprimersi quando non puo ottenei@ che desidera».

Queste argomentazioni, apparentemente logicheg émaealta facilmente confutabili, e la traccia pe
farlo era stata indirettamente suggerita nel MacBewilliam Shakespeare...
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(SCENA QUARTA)
Duncan (Re di Scozia): Non c'e arte per leggera fetcia la costituzione della mente...

Ecco, a dispetto di quanto sosteneva Jafferson,’el@ozioni” possono essere manifestate
artificialmente, e non c'e alcun modo per distinfpuda quelle reali... tralasciando il fatto chesgno
persone che non si compiacciono davanti

alle lusinghe, né si rattristano per i propri €fraé soggiacciono ai piaceri del sesso ed ai ddsid
materiali.

Alan Turing, in un articolo del 1950 Computing Maery and Intelligence (Macchine calcolatrici e
intelligenza), propose un criterio - oggi noto coftest di Turing" - per determinare se un computer
fosse in grado di pensare. Turing era convinto kehsua macchina potesse effettuare qualsiasi
operazione logica e, programmata con la necesahbiiiga, entro il duemila avrebbe potuto simulare
l'intelligenza umana.

Ecco come si dovrebbe svolgere il test di contrdlloa persona si trova davanti ad un terminalene co
la tastiera scrive delle domande e riceve dellposte. Dall'altro capo del terminale ci sono una
macchina ed un operatore umano che forniscononatigamente le risposte alle domande. Se la
persona non é in grado di distinguere quando $taldguendo con una macchina e quando con un
operatore umano, allora la macchina e intelligente.

Finora nessun programma ha superato il test dngjufi primo ad aver ottenuto un certo successo, é
Eliza, un programma scritto nel 1966 da Joseph #hbiaum. Eliza € una psicoterapeuta che simula
una conversazione tra lei (il medico), e voi (izjgate).

paziente: gli uomini sono tutti uguali

computer: in che senso

paziente: ci fregano sempre in qualche modo

computer: puoi fare un esempio specifico

paziente: un mio amico mi ha fatto venire qui

computer: un tuo amico ti ha fatto venire qui

paziente: dice che sono quasi sempre depressa
computer: mi dispiace sentire che sei depressa
paziente: e vero sono infelice

computer: credi che venire qui ti aiutera a noresgfelice
paziente: ho bisogno di aiuto, questo e sicuro
computer: cosa intendi come aiuto

paziente: forse potrei riuscire ad andare d'accootiomia madre
computer: parlami di tua madre

Una conversazione di questo tipo porta a domandarsi puo realmente ritenere se € il computer che
pensa veramente, o piuttosto sono le persone kPO sostenere una conversazione senza bisogno
di pensare!

In effetti, il programma Eliza non era molto corsemte; tuttavia, ai primordi dei computer domestici
molte persone erano convinte che un computer fagseervello” elettronico e quindi non facevano
molto caso alla piega bizzarra che ben presto ellia la "seduta”. D'altra parte, il test di Turiman
prevedeva l'ingenuita della persona incaricataadigire la macchina: doveva essere un operatore
esperto. Dopo Eliza sono stati realizzati moltigpeanmi per simulare l'intelligenza; sebbene alcuni
siano progettati per argomenti ben definiti (perteatro di Shakespeare), nessuno € stato in gliado
ingannare un giudice esperto.

Fonte: http://www.nemesi.net/turingtest.htm

2.1 La nozione di algoritmo
Una definizione di algoritmo € la seguente: un atgm € una procedura passo per passo grazie alla
guale un'operazione puo essere svolta senza asawaizo di intelligenza e quindi, per esempio, da
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una macchina. Questa definizione pone quindi I'alge come la chiave risolutiva di un problema, il
problema deve ovviamente essere formalizzato ededmen appreso da chi lo vuole risolvere.

Un algoritmo per funzionare deve richiedere un mamfnito di passi, € questo un requisito
fondamentale di un algoritmo. L'utente che si aewvdil un algoritmo si attende una risposta in termin
computazionale e dei dati immessi, € quindi ragioleeaspettarsi da un algoritmo questa proprieta la
guale deve valere su qualsiasi istanza del problentuindi non solo su un numero ristretto di casi
che si presentano). Per esprimere un algoritmacsire ad un linguaggio di programmazione che
deve essere adeguato a descrivere il procedimgmEgiso e non ambiguo, comprensibile
all'esecutore.

Sono esempi di algoritmo una ricetta di cucinau@bne per il montaggio di un mobile dell'lKEA, le
regole aritmetiche per effettuare una somma dirdureri, le procedure di rilascio di un passaporto.
Come si puo vedere quindi il concetto di algoritmon € principalmente legato al mondo
dell'informatica ma esprime un concetto molto pengrale e puo essere applicato in molti settori,
ogni cosa che richiede una soluzione prevede writigp.

3.1 La ricorsione

La ricorsione (recursion) € una tecnica di prograxmone molto potente che sfrutta lidea di
suddividere un problema da risolvere in sottopnmiblsimili a quello originale, ma piu semplici. Un
algoritmo ricorsivo per la risoluzione di un datolplema deve essere definito nel modo seguente:

* prima si definisce come risolvere dei problemi aghl a quello di partenza, ma che hanno
"dimensione piccola” e possono essere risolti imigra estremamente semplice (detti casi
base);

* poi si definisce come ottenere la soluzione debl@ma di partenza combinando la soluzione
di uno o piu problemi analoghi, ma di "dimensiontriore";

Un classico esempio di descrizione ricorsiva e dfinizione del fattoriale di un numero intero.
Immaginiamo di dover calcolare il fattoriale di namero n:

nN=n*(n-1)*..*3*2*1

Per convenzione 0! = 1. Inoltre, il fattoriale néndefinito per i numeri negativi. Come possiamo
scrivere un metodo che calcoli la funzione fatieffaDsserviamo che:

nN=n*(n-1)*..*2*1=n%*(n-1)!
Quindi la versione "ricorsiva" della definizionefditoriale e:

or=1 (caso base)
n'=n*(n-1)!(se n>0)
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3.2 Ricorsione diretta

Un metodo (procedura/funzione) si dice ricorsivamuo all'interno della propria definizione compare
una chiamata direttamente al metodo stesso. Qtmsta di ricorsione si chiama ricorsione diretta.
Un esempio di ricorsione diretta € la seguentézazaione del fattoriale di un numero intero:

Public class MyRecursiveMethods

{

/I altri metodi

Public static int factorial(int n)

{

Int result;
If (n<0)
result = -1; /I situazione anomala
else if (n==0)
result = 1; /I caso base
else
result = n*factorial(n-1); /l ricorsione
return result;

}

// .altri metodi

}

Condizioni come (n == 0) si chiamano clausole dustra o casi base perché garantiscono che la
ricorsione termini.

Notare che, nell'esempio sopra, il metodo restituisl quando I'argomento € un numero negativo
(lasciando al chiamante la responsabilita di cdiai® che il parametro attuale della chiamata a
fattoriale sia maggiore o uguale a zero).

3.3 Come funziona la ricorsione
Supponiamo di eseguire il metodo:

public static void main(String[] args)

{

int i = MyRecursiveMethods.factorial(3);

}

Per linvocazione di factorial(3), il record di iafizione € aggiunto in cima alla pila (con una
operazione di push), e i record relativi alle sgsoee invocazioni di factorial vengono "impilatti sli
esso (mediante operazioni di push successive).
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return result;

return resultc;

factorial (n-1);

] 1 | ] I
n |3
n 2 |
n (1
2 n |0
result | ° =
result | ° 1t [2
resu = >
if (n<0) :
resulc=-1; if (n<0) B rESUIt
else if (n==0 result=-1; il < .
resulc=1; else if (n==0]) result=-1; > if (n<0)
elae result=1l; else if (n==0) resplt:-l;
result=n * else result=1: else if (n==0)
factorial (n-1}); result=n % else result=1;
factorial {(n-1); result=n * else

result=n *
factorial (n-1):

[~ 4] | tetucn result:‘\x
HMHEHRHR [~ 4] | return result;
\ -]
IR | p o ~ T~

7 IR [ *
L - *--... L \""‘*-..
| IR | R

[ 4
int i = MyRecursiveMethods. factorial(3) ;

Arrivati al caso base i record iniziano ad essepaficati" dalla pila restituendo mano a mano oxal
ottenuti e passando il controllo al corrispondentirizzo di ritorno. Quando una chiamata di fabr
termina, il corrispondente record di attivazioneléninato (operazione di pop). Alla fine, il flusso
continua dall'indirizzo di ritorno nel main da davenetodo e stato chiamato per la prima volta.

3.4 Ricorsione diretta

Si parla di ricorsione indiretta quando nella ditne di un metodo compare la chiamata ad un altro
metodo il quale direttamente o indirettamente clhiahmetodo iniziale. Un esempio di ricorsione
indiretta:

public class MyRecursiveMethods

{

// .altri metodi

/I notare che si restituisce direttamente il risult
variabile locale result

ato, evitando l'uso della

public static int ping(int n)

if (n<1)
return 1;
else
return pong(n-1); /I chiamata di pong
}
public static int pong(int n)
{
if (n<0)
return O;
else

return ping(n/2); /I chiamata di ping
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}

/I altri metodi

}

Notare che, nell'esempio sopra, i metodi sono campienel senso che si invocano ripetutamente a
vicenda (indirettamente), dando luogo ad un casticpkare di ricorsione indiretta, detto ricorsione
mutua.

3.5 Ricorsione mutua

Un metodo implementa una ricorsione multipla quaaitimterno della propria definizione compare la
chiamata direttamente al metodo stesso almenoalte Wn classico esempio di ricorsione multipla &
I'implementazione dei numeri di Fibonacci, la cefidizione € riportata sotto:

fib(0) = 0
fib(1) = 1
fib(n) = fib(n - 1) + fib(n - 2)  (se n>1)

Notare che, come per il fattoriale, la funzionee@irdta solo su interi non negativi. In Java il b
per la implementazione dei numeri di Fibonacci pasere definito come:

public class MyRecursiveMethods

{

// altri metodi

public static int fib(int n)

{
if (n<0)

return -1; [lanomalie
else if (n==0||n==1)

return n; /lcasi base
else

return fib(n-1)+fib(n-2); /Iricorsione
}

/I altri metodi

}

3.6 Problemi con la ricorsione
La ricorsione & una tecnica molto potente per dgoore problemi complessi, ma quando si scrivono
programmi ricorsivi si incontrano tre problemi camiu

1. ricorsione infinita: € un grave errore di programainae che tipicamente si verifica perché
manca la clausola di chiusura per terminare (egesione di anomalie e casi base) o perché i
valori del parametro non si semplificano (erratstigee delle chiamate ricorsive);

2. spazio sprecato: si scrivono metodi che contengani@bili locali non necessarie, oppure non
usate, e cosi la memoria del sistema non e utifizmamodo efficiente;

3. complessita alta: per certi problemi le soluzidnorsive hanno intrinsecamente complessita
non lineare;

Adesso, per ognuna delle categorie di problemioatnsopra, vediamo dei semplici esempi che
mostrano il fulcro del problema.
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3.6.1 Ricorsione infinita

In una ricorsione infinita un metodo chiama se sidsfinite volte. Come abbiamo gia detto, cio si
verifica perché i valori del parametro non si sdfigalno, o perché manca la clausola di chiusura per
terminare. Per esempio, vediamo cosa succedenmm#inentazione del fattoriale quando omettiamo
la gestione dei casi base:

public class MyRecursiveMethods

{
// altri metodi
public static int badFactorial(int n)
{ return (n*badFactorial(n-1));
}
} // altri metodi

Dopo un certo numero di chiamate la memoria didptEiper questo scopo si esaurisce e il
programma termina automaticamente segnalando wmeedi trabocco della pila (stack overflow
error).

3.6.2 Spazio sprecato
Spesso, quando si sviluppano soluzioni ricorsivecsvono metodi che contengono variabili locali
non necessarie, oppure non usate. Per esempio:

public class MyRecursiveMethods

{
/I altri metodi
public static int stackGreedyFactorial(int input)
{
int result, n;
double nonUsato;
n=input;
if(n==0)
result=1;
else
result=n* stackGreedyFactorial(n-1);
return result;
}
/I altri metodi
}

Conviene sempre eliminare le variabili locali clmrsono necessarie oppure non usate perché, come
abbiamo visto nelle figure della pila di attivazégncon ogni chiamata del metodo I'ambiente di
programma alloca spazio per tutte le variabili lodda notare che esistono versioni piu semplidi de
fattoriale di un numero che non hanno nessunabhibgibpcale. Per esempio:

public class MyRecursiveMethods

{

// altri metodi
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public static int simplerFactorial(int n)

if(n<0)
return-1,
if(n==0)
return 1;
else
return (n*simplerFactorial(n-1));

}

/1 altri metodi

}

4.1.1 Esercitazione: la ricerca binaria
import javax.swing.*;

public class Test_BinSearch

{

public static void main(String[] args)

{
int lung;
int[] vettore;
int elemento;
int posizione;
System.out.printin("Ricerca binaria™);
String inputl = JOptionPane.showlnputDialog("Inse risci la lunghezza

del vettore: ");

lung = Integer.parselnt(inputl);
vettore=new int[lung];
for (int i=0;i<lung;i++)

{
String input2 = JOptionPane.showlnputDialog("Ins erisci
'elemento N°"+(i+1)+": ");
vettore[i] = Integer.parselnt(input2);

}
Arrays.sort(vettore);
String input3 = JOptionPane.showlnputDialog("Inse risci l'elemento da

cercare: ");
elemento = Integer.parselnt(input3);

posizione=BinSearch(vettore,0,lung,elemento);
if(posizione==-1)
System.out.printin("Elemento non trovato");

else
System.out.printin("Elemento "+elemento+" in pos izione
"+posizione+".");
public static int BinSearch(int[] a, int inf,int s up, int x)
{
if (inf>sup)
return -1,
int i = (inf+sup)/2;
if (a[i]==x)
return i;
else if (@il < x)
return BinSearch(a,i+1,sup,x);
else
return BinSearch(a,inf,i-1,x);
}

}
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Notare come si sia utilizzato il metodo sort dellasse Arrays, tale chiamata e essenziale poiché la

ricerca binaria opera su un vettore gia ordinato.

4.1.2 Esercitazione: la torre di Hanoi
import javax.swing.*;

public class Test_hanoi

{

public static void main(String[] args)
{
int n;
System.out.printin("Torre di Hanoi");
String input = JOptionPane.showlnputDialog("Inser
torre di Hanoi: ");
n = Integer.parselnt(input);
runHanoi(n,'A','B','C");

isci il livello della

}
public static void runHanoi(int n, char x, chary, char z)
{
if (n==1) // base
System.out.printin("Muovi il primo disco dal pal
palo " + 2);
else /I ricorsione
{
runHanoi(n-1,x,z,y);
runHanoi(1,x,y,2);
runHanoi(n-1,y,x,2);
}
}
}
A B C
( )

Ecco la soluzione proposta dal programieat_Hanoi

WINDOWS  System32hcmd.exe

i Hanoi
primo disco pale A
primo disco palo A
primo disco pale C
primo disco palo FIB
B
f
e

primo disco palo
primo disco palo
primo disco palo
Premere un tasto per continuam

Ou+x+ua|
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5.1 La notazione asintotica

Affinché sia possibile confrontare I'efficienzawl algoritmo con un altro e stabilire quindi queés

due abbia una maggiore efficacia € necessarioidefim modello di calcolo appropriato. Il modello
deve essere il piu generale possibile, deve parbakconfronto anziché sul tempo impiegato da un
algoritmo ma dal numero di istruzioni che essoieidb per conseguire il suo scopo. Quindi esclusa
'esigenza di una macchina di riferimento comeetiit di confronto fra gli algoritmi ed accettato |l
modello di confronto basato sul numero dei pasii@perazioni di un algoritmo cerchiamo adesso di
aggiungere al modello pensato ulteriori modificheug complessita. Se dunque al tempo abbiamo
preferito il numero di passi o di istruzioni € dokbene precisare che la durata di una istruziameen
guasi mai uguale a tutte le altre ed ha una fofiendlenza con gli operandi dell’istruzione stessa.
Questa considerazione non rientra nel modello dgewmsato e per questo motivo prende il nome di
modello di misurazione del tempo con misura di@astiforme. Basti pensare al calcolo dei numeri di
Fibonacci, all'inizio un numero di Fibonacci pucsese rappresentato mediante un certo numero di bit,
tuttavia, man mano che il calcolo procede lo stessoero potrebbe addirittura venire rappresentato
con piu di una cella di memoria. Come conseguemnzpielsta cosa le istruzioni successive avranno
allora una durata diversa dalle prime. Per ovvaaggiesta cosa il modello viene complicato ed & stat
proposto un altro criterio di misurazione noto comisura di costo logaritmico e che tiene quindi
conto della dimensione degli operandi coinvoltiguresto modello I'esecuzione di una operazione su
un numeran implica un costo proporzionald@g n . Definizione: si definisce complessita asintotica
di un problema la complessita assunta da questolgmna quando le sue dimensioni (n) tendono a
valori molto grandi. L'idea di base & quella digagpare la complessita degli algoritmi in categori
di funzioni soggette a certe limitazioni sul lorongportamento all'infinito. Dette g(n) e f(n) due
funzioni dai naturali ai reali non negativi, si diche g(n) appartiene alla classe di funzioni Q)f(@

che é di ordine f(n), se esistono due costantitipesc e @ per cui: g(n)<c-f(n) per ogni > no.
Esempi di complessita sono:

« O(1) complessita costante;
« O(n) complessita lineare;
« 0O(n2) complessita quadratica;

« O(nlogn) complessita sottolineare;
- Le precedenti sono considerate complessita polialdmi
« O(kn) complessita esponenziale.

La complessita costante si ha quando gli algorfemino sempre lo stesso numero di operazioni
indipendentemente dal numero di dati. Tipiche casgfita nlogn le hanno gli algoritmi di
ordinamento. Problemi complessi come la torre didiidnanno complessita esponenziale. |l Bubble
Sort € uno dei piu intuitivi algoritmi di ordinamterper scambio:

« si confrontano i primi due elementi di una lista;
« se non sono ordinati li si scambiano;
« si considerano i successivi elementi e si ripeigmami due passi;
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« terminata la scansione della lista si ripete seorsiderare l'ultimo elemento della lista.

Il Quick Sort & un algoritmo di ordinamento chéasa sulla divisione iterativa della lista da oad@

« si sceglie un elemento della lista detto pernodijv

+ sisuddivide la lista in maniera che tutti gli eksmti minori del perno si trovino alla sua sinistra

e i maggiori alla sua destra;
« siripete la procedura sui due sottoinsiemi indieitt

Per il Bubble sort si ha che:
- Caso ottimo (vettore gia ordinato): T(n)=n-1
« Caso pessimo (vettore ordinato in senso invergo)=h(n-1)/2
« Caso medio: T(n)=(n2+n-In(n))/2

La complessita asintotica & GYnPer il Quick sort:

- Caso ottimo (vettore disordinato): T(n)=2T((n-1}@)nlogn)
. Caso pessimo (vettore ordinato): T(n)=T(n-1)+(n

Piu in generale, data una funzioién), definiamo:

. O(f(n))={g(n):[b>0 e n,20 tali che g(n)scf(n) per ogni nzno};

r'y

ftn) =0(g(n)) cg(n)
ftn)
;10 n’

. Q(f(n)):{g(n):ﬂ»o e n,20 tali che g(n)zof(n) per ogni nzno};

Jm)
fn) =Q(gmn))

cgn)

1, n
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. @(f(n))={g(n):[bl,cz>0 e n,20 tali che per ogni nzn, ¢ f(n)< g(n)sczf(n)};

fin) = O(g(n) c,8(n)
fin)

;8 (n)

n, n
Al di la del formalismo si puo anche dire che:

«  Se una funziong(n)0(Of (n)) allora g(n) cresce al piti comé (n);
« Se una funziong(n)0(Qf (n)) allora g(n) cresce almeno comé(n);
« Se una funziong(n)0(&f (n)) allora g(n) cresce esattamente corfién);

6.1 Strutture dati elementari

Le strutture dati, elementari, consentono una gestefficiente di collezioni di oggetti. Gli algbrii
manipolano queste collezioni di dati operando sdieme talvolta detto anche insieme dinamico. Un
insieme e dinamico poiché con il passare del teegso puo aumentare la sua dimensione ma la puo
anche diminuire. Gli algoritmi effettuano quindillsnsieme operazioni tipiche di cancellazione,
rimozione e ricerca. Volendo poi essere piu prdusdbgna subito dire che ogni struttura dati ha una
serie di istruzioni tipiche, ad esempio, le istamiprima elencate sono tipiche di un tipo di dato
dizionario. Spesso gli elementi di un insieme dirt@nsono oggetti strutturati che contengono:

» una “chiave” identificativa k dell’elemento all'ietno dell’'insieme;
o altri “dati satellite”, contenuti in opportuni cammi cui sono costituiti gli elementi
dell'insieme;

In genere i dati satelliti non vengono utilizzatimaniera diretta per realizzare operazioni sigdme.
Quindi, riassumendo quanto fin qui detto, per siratdati intendiamo una particolare organizzazione
delle informazioni che permette di supportare irdmefficiente le operazioni di un tipo di dato. Un
semplice esempio di struttura dati & l'array orthndi n elementi. Su di esso e possibile sviluppare
algoritmi di ricerca oppure operazioni di inserirtee®/o cancellazione. Altre strutture dati sono le
pile, le code e gli alberi. In seguito vedremo camplementare queste strutture.

6.2 Strutture dati indicizzate

La realizzazione delle strutture dati pud avverseeondo due tecniche fondamentali, una tecnica
basata su strutture indicizzate (array) ed unaidadmasata su strutture collegate (record e pumtato
Ovviamente la scelta di una tecnica piuttosto ch@alwa ha un impatto sulle prestazioni di molte
operazioni fondamentali come ricerca, inseriment@a@acellazione. La struttura indicizzata piu
semplice € un array, esso € costituito da una ziofie di celle tutte numerate le quali possono
contenere un tipo prestabilito. Gli indici delldleedi un array sono numeri consecutivi e consemton
I'accesso al singolo elemento dell’array. Un prinoda negativa di questa struttura deriva dal felti®
non é possibile aggiungere nuove celle ad un atraglimensionamento di un array € possibile solo
mediante riallocazione, cio avviene creando un owovay con la dimensione voluta.

Esiste inoltre una tecnica, detta del raddoppiamdithezzamento, che consente di mantenere
efficientemente in un array una collezione nonmath. L’array € occupato nelle prime posizioni dagl
elementi della collezione, il restante contenutmdefinito. Ad ogni inserimento/cancellazione non
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sempre avviene una riallocazione ma cio € necessato se la lunghezza del vettore e invariante
rispetto alla relazion@< h<4n doven solo le celle occupate dd & la dimensione del vettore.

6.3 Strutture dati collegate

Gli elementi di base di una struttura collegataosonmecord, che come le celle degli array sono
numerati e contengono ciascuno un oggetto delleaohe. Mentre la humerazione delle celle degli
array € locale al singolo array, i numeri assoc#étirecord sono tipicamente i loro indirizzi in
memoria, e quindi sono globali nellambito di umgramma. Pertanto, diversamente dagli indici degli
array, gli indirizzi dei record non sono necessadate consecutivi. Il collegamento fra due record &
generalmente realizzato tramite un puntatore. Quastittura permette di inserire e cancellare cecor
in modo molto flessibile, ci0 avviene semplicemergggiornando i puntatori nella struttura.
L'operazione piu costosa per questa struttura gckrca che nel caso peggiore richiede un tempo
costante, a tale proposito € bene osservare gheréimione di cancellazione richiede prima una caer
dell'elemento, se invece si conosce gia l'indirizdell’elemento da cancellare tale operazione é
immediata. Infine una struttura dati pud essereptieemente collegata, doppiamente collegate e
circolare doppiamente collegata.

6.4 La classe nodo

class Nodo

{
[* Attributi dell'istanza */
Object elemento;
Nodo next;

[* Costruttore 1: aggiunge il primo elemento */
Nodo(Object elemento)

this.elemento=elemento;
this.next=null;

}

[* Costruttore 2:aggiunge altri elementi in tes ta*/
Nodo(Object elemento,Nodo next)

this.elemento=elemento;
this.next=next;

}

[* Stampa tutti gli elementi effettuando una ch iamata ricorsiva dello stesso
metodo */

public void print()

{

System.out.printin(elemento);
if (next!=null) next.print();

}

/* Restituisce |'elemeto di indice richiesto */
public int get(int indice)

if(indice==0)
return elemento;
else

return next.get(--indice);

}

[* Aggiunge altri elementi*/
public void add(Object o,int pos)
{
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if(pos==1)

Nodo NuovoNodo;
if(next!=null)

NuovoNodo = new Nodo(o,next);

}

else

NuovoNodo = new Nodo(0);

}

next=NuovoNodo;

}

else
{
pos--;
next.add(o,pos);
}
}

/* Conta il numero di nodi */
public int conta()

{

if(next==null)

return 1,

}

else

{

}
}

[* Effettua una ricerca binaria di un elemento */
Nodo search(Object ele)
{

Nodo NuovoNodo= new Nodo(-1);

if(this==null)

return (1 + next.conta());

return null;
else if(ele!l=elemento)
next.search(ele);
}
else
NuovoNodo=this;

}

return NuovoNodo;

Algoritm e strutture dati Pag.18



L'utilita del secondo costruttore in particolaremegata dalla seguente figura:

Nodo
Header
L, o Next| | . A o ~ -—l 5
’ Object Object / OM&Qt Object
A J
Object
Nuovo nodo

Indicato dunque I'elemento a cui si vuole far poEre un nuovo nodo si effettua un aggiornamento
sui puntatori affinché questi indichinomext I'object desiderato.

6.5 La classe Lista
Quella che segue € una realizzazione ricorsivadiligta in java:

public class Lista

{

private Nodo header;
private int size;

public Lista()
{
size=0;

}

A partire dalla classe nodo si possono creare ddi, vi sono due costruttori, il primo richiede la
conoscenza del solo elemento da aggiungere, nehdednvece si puo dare al costruttore anche |l
prossimo elemento che deve seguire il primo. Adessapleteremo questa classe e quindi anche
guesta struttura inserendo in essa dei metodiali@igestione di una lista.. Uno dei primissimitou

da aggiungere € il metodo add che consente I'imsrio di un nuovo elemento nella lista:

public void add(Object 0)

{
if(size==0)

header = new Nodo(0);

}

else

{
}

Size++;

Nodo NuovoNodo=new Nodo(o,header);

}

Il metodo inserisce I'oggetto nella lista, ponemdaokll’header, se la misura/size della lista e zro
dunque se la lista & vuota. Altrimenti, se la listen € vuota il metodo crea un nuovo nodo utilizian
l'altro costruttore che inserisce I'elemento facgledseguire all’attuale header della lista. Metodo
remove():

public Object remove()

{

Object elemento;
if(size==0)
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elemento=null;

}

else

{
elemento=header.elemento;
header=header.next;
size--;

}

return elemento;

}

Il metodo restituisce I'elemento eliminato, se istd € vuota viene ritornato il riferimento a null,
altrimenti si procede assegnando I'header delta B#’elemento successivo dopodiche si decrementa
la misura/size della lista.

Il prossimo metodo che vedremo si occupa di formregprogramma chiamante la possibilita di
interrogare la lista affinché si possa stabilire essa sia vuota oppure no, il metodo si chiama
iISEmpty():

boolean isEmpty()
if(size>0)
return false;

else
return true;

}
Metodo che inserisce un elemento in una data oszi

public void add(Object o,int pos)

if(pos==0)
Nodo NuovoNodo;
if(next!=null)
{
NuovoNodo = new Nodo(o,nhext);
}
else
{

NuovoNodo = new Nodo(o);

next=NuovoNodo;

}
else
{
pos--;
next.add(o,pos);
}

Metodo che restituisce I'elemento in posizione'oelice dato:
Object get(int indice)
if(indice==0)
return elemento;

else
return next.get(--indice);
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Metodo che restituisce la misura/size della lista:

public int getSize()
{

}

return size;

Segue il listato completo per generare la struttiatalista:

public class Lista

{

private Nodo header;
private int size;

public Lista()
{

}

public void add(Object 0)
{

size=0;

if(size==0)
{

header = new Nodo(0);

Nodo NuovoNodo=new Nodo(o,header);

}

Size++;

}
public void add(Object o,int pos)

{
add(o,pos);

public Object remove()

{

Object elemento;
if(size==0)

elemento=null;

else
elemento=header.elemento;
header=header.next;
size--;

}

return elemento;

boolean isEmpty()

if(size>0)
return false;

else
return true;

}
void print()
{

header.print();
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Lublic int getSize()

{ return size;

Object get(int indice)
return get(indice);

}

Riassumendo molto brevemente, una lista € undwimusequenziale nella quale si possono inserire o
togliere elementi in un tempo costante, ossia ieiente dalla dimensione della struttura steska; e

struttura dati ideale per applicazioni che noniedbno un accesso casuale ai dati. Un treno merci
rappresenta un buon esempio di lista: ogni vagariegssere tolto semplicemente scollegandolo dai

due adiacenti, che poi vengono collegati tra loro.

(Vedi John R.Hubbard Pag.146)

7.1 Algoritmi di ordinamento

In questo capitolo affrontiamo il problema dellordmento di un array. Si tratta di un problema
ricorrente in informatica e cio presuppone almena telazione d’ordine sugli elementi da ordinare,
tipicamente l'ordine avviene mediante una chiavereblemi di questo tipo sono validi sia per

strutture dati collegate con puntatori che pertstra dati sequenziali come gli array.

Esistono numerosi algoritmi di ordinamento, alcdingquesti sono efficienti solo se la struttura dii
ordinare € di tipo sequenziale, esistono tuttaaiaclie se con maggiore complessita) le versioni
equivalenti per strutture dati a puntatori. Inglaeuni algoritmi di ordinamento si basano su oomii

tra elementi, altri invece sono di natura logicaeéféttuano un ordinamento senza effettuare cotifron
fra elementi. | primi algoritmi di ordinamento clkiedremo sono di una complessita &(mentre i
successivi algoritmi che si vedranno hanno una maggfficienza ed una complessitan®gn). La
maggior parte degli algoritmi che raggiungono upenplessita Qflogn) si basano sul concetto del
“dividi e conquista”, I'ordinamento e cioe raggionper raffinamenti successivi sull'insieme di
partenza. Vedremo che @ggn) € quanto meglio possiamo ottenere in un modeHdsatp su
confronti, mentre O@® & I'andamento peggiore (equivale a fare tuttionfeconti tra le coppie di
elementi). In alcuni casi infine, se gli elemend drdinare godono di determinate proprieta (gli
elementi sono ad esempio interi oppure sono comfath assumere valori in ristretto intervallo) si

possono mettere in atto delle metodologie che spioda complessita fino a diventare O(n).

n 10 100 1000| 10° 10°
nlog,n | =33 | =665 | =10* | =200’ | =300’
n? 100 | 10* 10° | 107 10'®
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7.2 Selection sort

Il selection sort & uno degli algoritmi piu sempéd intuitivi, dato un array di elementi da ordied
selection sort sceglie il minimo fra tutti gli elenti dell'array e lo colloca in testa all'elencoe L
successive ricerche del minimo collocheranno ibralindividuato ordinandolo in base a quelli gia
sistemati in precedenza. La figura che segue mop#ssi per ogni iterazione del metodo:

142 al s | 3|7
142 al s | 3|7
¥ %
142 3| s | a7
142 3| af 55| 7

Supponendo di applicare il selection sort a pariad’indice k di un array il metodo sceglie il
minimo tra glin—k elementi non ancora ordinati e lo assegna allzijoo® k + 1

L’algoritmo selection sort ordina n elementi esegie nel caso peggior@(nz) confronti (eseguo
esattamenten® confronti). Tuttavia, se gli elementi sono giaioadi non ho in questo algoritmo la
possibilita di fermare I'ordinamento e si eseguiramecessariamente tutti i confronti. Pertantansia
caso peggiore, medio o inferiore la complessithrﬁi]acomeo(nz).

Supponendo di implementare un metodo di ordinamém@isato su un vettore A di elementi si
seguiranno le seguenti linee di codice:

/* Selection sort */
public void SelectionSort()

{
int temp;
for(int i=0; i<A.length-1; i++)
{
for(int j=i+1; j<A.length; j++)
if(A[I>A[])
{
temp=Al[i];
Alil=Al];
Afj]=temp;
}
}
}
}
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7.3 Insertion sort
Nella figura sono mostrati i passi necessari aliloamento:

»/\
7 2 4 5 3 1
A/_\
2 7 4 5 3 1

Supponendo di applicare l'insertion sort a partledl’indice k di un array il metodo seleziona il
(k +1)-esimo elemento e lo colloca in posizione correfipetto ai primik elementi gia ordinati.

Anche in questo algoritmo, nel caso peggiore e/dimka complessita e dD(nz).

| due algoritmi finora visti si dicono essere imoentali poiché lavorano estendendo in maniera
graduale e progressiva una sottosequenza ordimathéf essa non comprende tutti gli elementi..
Entrambi gli algoritmi inoltre sono lenti poichélaamo visto che il tempo di esecuzione e quindi di
ordinamento & proporzionale ad €)(re cid si traduce (nel caso peggiore) ad effegtmatti i possibili
confronti tra le coppie di elementi. Supponendarglementare un metodo di ordinamento basato su
un vettore A di elementi si seguiranno le seguemde di codice:

/* Inserction sort */
public void InserctionSort()

{
int temp,i,j;
for(j=1; j<V.length; j++)
Lt
I=-1;
temp=V[j];
while( i>=0 && temp<VJi])

VIi+L]=Vil;
i--;

}
V[i+1]=temp;

}

Questo algoritmo viene spesso volte usato perteffied 'inserimento in ordine di un elemento in una
lista gia ordinata. Supponendo che siano statinatdi primi i-1 elementi e che occorra inserire un
successivo elemento, a tale scopo occorrera cdafenl nuovo elemento da inserire con la
sottosequenza ordinata V[1]...V[i-1] individuando ctsgiusta posizione j per I'elemento all'interno
di questa. Nel caso medio si effettuano n)n-1)@en di operazioni mentre la complessita, come gia
detto, & del tipo O@).
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7.4 Bubble sort

L’algoritmo prevede una serie di scansioni delBgtrper ogni scansione si confrontano le coppie di
elementi adiacenti, si effettua uno scambio fraefgimenti confrontati se essi risultano non ordinat

fra loro. Alla fine di una scansione fatta sullénd array I'elemento piu grande occupera l'ultima
posizione, sprofondando quindi man mano verso skbaSe durante un ciclo di scansione non si

effettua nessuno scambio allora I'array risultaess®rdinato e I'algoritmo si arresta.
Nella figura sono mostrati i passi necessari alilaamento:

o

N

w

Anche per il bubble sort la complessita e dell’'neddi O(nz).

Supponendo di implementare un metodo di ordinamémisato su un vettore A di elementi si

seguiranno le seguenti linee di codice:

/* Bubble sort */
public void BubbleSort()

{
inti,j,temp;
for(i=0;i<V.length-1;i++)
for(j=0;j<V.length-i-1;j++)
{
if(Vi]>VI+1])
{
temp=V][j];
V[j]I=V[j+1];
V[j+1]=temp;
}
}
}
}
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L’'ordinamento per scambi detto anche bubble sodpgilica tipicamente al caso di una lista di n
elementi di tipo ordinato memorizzati in un arralytea per obiettivo il riordinamento degli elementi
mediante spostamento fisico degli elementi. L'algoo prevede I'ordinamento a mezzo di scambi tra
coppie successive, in particolare esso esaminar@poppia di elementi V[j] e V[j+1] ed effettua
uno scambio se essa non e ordinata. Si proseggeesto modo fino alla coppia V[n-1], V[n]. Al
termine del ciclo I'elemento massimo occupa la zosie n-sima, il procedimento viene poi applicato
alla sottolista V[1] ... V[n-1]. Il numero di operaxii nel caso medio € n(n-1)/4 la complessita &
invece O(R).

7.5 Quick sort

Gli algoritmi di ordinamento che vedremo nei prosgparagrafi seguono un approccio di tipo divide
et impera. Il quick sort in particolare partiziogh elementi in due sequenze che vengono ordinate
ricorsivamente e poi ricombinate. Nonostante lgiv@atprestazioni nel caso peggiore (si comporta
infatti come un selection sort) il quick sort ringamh miglior algoritmo nel caso medio. Nella fase d
divide l'algoritmo sceglie un elemento x detto gdivperno) e partiziona la sequenza in due
sottoinsiemi o per meglio dire in due sottovetidie si suppone essere non vuoti. | due sottovettori
devono contenere rispettivamente elementi minougoali ad x (il perno scelto) e maggiori ad X.
Pertanto, supposto ad esempio che q sia I'inditpatao scelto i due sottovettori avranno comeandi
A[1,2,...,q] il primo sottovettore e B[g+1,...,r] il eendo sottovettore.

Nella successiva fase di “conquista” i due sottimretzengono ordinati ricorsivamente con il metodo
quick sort fino a giungere ai due casi base dé&larsione. In effetti la parte piu grossa del lavai
ordinamento é svolta dall’algoritmo che partizidnaettore e che ha questi casi base:

» L’algoritmo partiziona non effettua alcun spostatoamei confronti del perno;
» L’algoritmo partiziona effettua al pit uno spostante

Nella fase finale di “impera” le sequenze ordineésmgono ordinate ed a partire dal caso base che
costituisce un particolare sottovettore gia ordinsit ricostruisce il vettore interamente ordindta.
partizione viene effettuata inizializzando due andihe scorreranno il vettore uno da sinistra verso
destra e l'altro da destra verso sinistra. Ognmelato indicato dall'indice (potremo ad esempio
chiamarli indice inferiore e superiore) viene confiato con il perno scelto, in particolare gli icidi
che puntano agli elementi del vettore saranno mergati (indice inferiore) e decrementati (indice
superiore) fintanto che I'elemento del vettore enoné o uguale al perno scelto (per il primo
sottovettore) e maggiore al perno scelto (per dosdo sottovettore). Quando a seguito di questi
aggiornamenti i due indici si incrociano o si scéanb posizione tra di loro la partizione termina. |
altre parole, quando l'indice inferiore supera tpslbperiore si ha la partizione desiderata.

public void QuickSort()

{
sort(V,0,V.length-1);

}
public void sort(int[] V,int left,int right)
{

int i,j,mid,tmp;

i=left;

j=right;

mid=V[(left+right)/2];

do

while(V[i]l<=mid)
{ i++;

}
while(mid<=VIi])
{
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tmp=V[i];
VII=VIl;
V[j]=tmp;
1++;
I
}
while(i<=j);
if(left<j)
sort(V,left,));
if(i<right)

sort(V,i,right);
}

Per quanto riguarda la complessita possiamo dieel’'operazione di partizionamento richiede (n-1)
confronti, per cui:

C(n)=n-1+C(a)+C(b)
Le dimensioni dei due sottovettori sono tali ché=+1 (escludendo cioe il perno la dimensione dei
due sottovettori deve dare n-1). Nel caso peggisee)elemento x (il perno scelto) puo essere

I'elemento piu piccolo del vettore, in tali circastze il primo sottovettore avra dimensione a=0 neent
il secondo sottovettore avra dimensione b=n-1:

C(n)=n-1+C(n-1)=0(n?)

A 3 1 7 4 5 2 9
I T I
pivot
A 3 1 2 4 5 r 9
ol
pivot
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7.6 Merge sort
Il merge sort & un algoritmo di ordinamento cheffebnza del quick sort opera con una complessita
che énlognanche nel caso peggiore (quindi e leggermenteionggtiel quick sort). Tale complessita é
ottenuta scegliendo le partizioni sempre in mankglanciata. La procedura principale & il metodo

mergeche fonde due sequenze di lunghdzzall, eseguendo al pifl;+1 »-1) confronti.

public void MergeSort()

{

mSort(V,0,V.length);

public void mSort(int[] V,int k,int n)

{

if(n<2) return;
mSort(V,k,n/2);
mSort(V,k+n/2,n-n/2);
merge(V,k,n);

public void merge(int[] V,int k,int n)

{

}

int[] temp=new int[n];
int i=0, lo=k, hi=k+n/2;
while(lo<k+n/2 && hi<k+n)

if(V[lo]<=V[hi])
temp[i++]=V[lo++];
else
templ[i++]=V[hi++];

while(lo<k+n/2)
templ[i++]=V[lo++];

while(hi<k+n)
templ[i++]=V[hi++];

for(i=0;i<n;i++)
V[k+i]=templi];

Il merge sort si serve di una struttura ausiligoex fondere le due sequenze. Per motivare la
complessita € opportuno ragionare sull'albero defimmate ricorsive dell’algoritmo. Tale albero, si
dimostra, essere dotato di profondita,n (la profondita € definita come la distanza misarat
numero di archi tra la radice dell’albero e le faglie, torneremo su argomenti di questo tipo quand
si studiera I'albero come struttura dati). Siccatmaumero di confronti per fondere le due sequeize
n-1 (trascurando quindi le costanti come si e solitee faella notazione asintotica), e quindi la
complessita del merge sorirdogn
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7 2 4 5 3 1 5 6
y Y
7 2 4 5 3 1 5 6
Y y Y y
7 2 4 5 3 1 5 6

7.7 Heap sort

L’heap sort usa lo stesso approccio su cui si llasalection sort ma esegue nel caso peggiore un
numero inferiore di confronti poiché usa una stnattdati assi efficiente quale € I’heap. La creagio

di un heap deve permettere alcune elementari operaguali, la generazione appunto della struttura
dati dato un vettore, la ricerca dell’elemento piccolo, la rimozione dell’elemento piu piccolo. Un
heap associato ad un insieme di elementi & unatbeario radicato con le seguenti proprieta:

» L’albero e completo fino al penultimo livello;

* Gli elementi sono memorizzati nei nodi dell’albeed, ogni nodo pud contenere uno ed un solo
elemento;

* |l valore dell’elemento in un nodo € sempre maggioruguale al valore degli elementi nei

figli;

Da quanto detto si intuisce che I'heap € una vegiaella struttura dati albero (a differenza quindi
delle proprieta elencate), in un albero binariethpo di accesso@(1) quindi costante. Un albero, e
quindi anche un heap, ha una profondita o alteaz&(ldgn). Un heap rappresenta quindi un
ordinamento parziale del vettore.

Supponendo di collocare il massimo in testa alovete quindi nella radice dell’albero, I'heap gener
il vettore parzialmente ordinato rispettando leppieta prima elencate, in particolare il nadavra i
suoi figli (che ricordiamo essere piu piccoli dabpe) nelle posiziori e 2i+1.
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public void HeapSort()

{

int N=V.length;

int T;

for(int k=N/2;k>0;k--)

{
downHeap(V,k,N);

}

do

{
T=V[0];
V[0]=V[N-1];
V[N-1]=T;
N=N-1;
downHeap(V,1,N);

}

while(N>1);

}
public void downHeap(int[] V,int k,int N)

{
int T=V[k-1];
while(k<N/2)

int j=k+k;
if( <N) && (V[j-1]<VI[i]) )
{

j++;

}
if(T>=V[j-1])
{

break;

}

else
V[k-1]=V[j-1];
k=j;

}
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}
V[k-1]=T;
}

Uno Heap puo essere implementato in vari modi: comalbero a puntatori o come un array.

7 8 9 10 11 12
12 14 21 15 16 20

Alcune operazioni su heap:

» Heapify(A,i): ripristina la proprieta di Heap altsmalbero radicato in i assumendo che i suoi
sottoalberi destro e sinistro siano gia degli Heap;

» Costruisci-Heap(A): produce uno Heap a partireaaily A non ordinato;

* HeapSort(A): ordina I'array A sul posto;

Concludendo:

» L’algoritmo di ordinamento sul posto per confromgpiega un tempo O(nlogn);
* Algoritmo non immediato ne ottimo;
» Sfrutta le proprieta della struttura dati astragap;

L’heap sort dimostra anche che scegliere una buappresentazione per i dati spesso facilita la
progettazione di buoni algoritmi.
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8.1 Iteratore per la classe lista

Un iteratore puo essere considerato un tipo digiard specializzato che fornisce un punto di access
sequenziale agli elementi di un oggetto che coatiem numero finito di oggetti piu semplici, detto
aggregato. L'iteratore offre due operazioni fondataie

* Accesso all'elemento dell'aggregato attualmentégpomn
» Aggiornamento del puntatore cosi che punti all'&eto successivo nella sequenza;

Queste semplici operazioni permettono di accedglieekementi di un aggregato in modo uniforme e
indipendente dalla struttura interna dell'aggregaeb® puo essere ben piu complessa delle sequenze
lineari implementate da array e liste. Esempi djragati complessi sono l'array associativo, |'aleer

la hash table. Oltre all'accesso e all'aggiornaojenh iteratore deve fornire come minimo due
operazioni:

* Inizializzazione o ripristino dello stato iniziale, cui I'elemento puntato dall'iteratore ¢ il
primo della sequenza;

» Verifica se l'iteratore ha esaurito tutti gli elemtiedell'aggregato, cioe se e stato aggiornato
oltre l'ultimo elemento della sequenza,;

A seconda del linguaggio e delle necessita, glaitei possono fornire operazioni aggiuntive o esib
comportamenti diversi. Un esempio di iteratori spkxzati € offerto dagli iteratori bi-direzionatthe
permettono di visitare l'insieme degli elementi w aggregato partendo dall'ultimo elemento e
procedendo verso il primo. Un altro esempio e tiffetagli iteratori filtranti, che consentono di
visitare soltanto il sottoinsieme degli elementudiaggregato che soddisfa a condizioni pre-imp@sta
all'interno dell'iteratore. Una classe iteratorend solitamente progettata in stretta coordinazemme

la corrispondente classe contenitore. Solitamérmentenitore fornisce i metodi per creare iteriasor

di esso. Lo scopo primario di un iteratore € dissrire al codice che ne fruisce di visitare ogni
elemento di un contenitore senza dipendere dall&wta interna e dai dettagli di implementazioeé d
contenitore stesso. Questo permette di riutilizzeme variazioni minime, il codice che accede di.da
E possibile cio@ modificare o sostituire un corttznei con uno di struttura diversa senza
compromettere la correttezza del codice che visitai elementi. In seguito vedremo un iteratore pe
la classe lista.

Un iteratore deve essere una classe indipendetitedti@sse lista in maniera tale che, chi vuole far
una iterazione sulla lista genera l'iteratore. dwutt, dall’altro latro vi e I'esigenza di averedmsse
lista visibile all'interno della classe iterato®iccome una classe interna ha la visibilita detifitati
della classe che la contiene si sfrutta questatteastica della programmazione ad oggetti per
modellare I'aspetto prima detto (ossia la classmibre deve avere la visibilita degli attributilde
classe lista). In base a quanto detto dunqueakseliteratore sara una classe interna alla diatse
Infine, siccome 'oggetto della classe interna goristo all’esterno non si possono chiamare sissib e
gli opportuni metodi. L’accorgimento che si usa éeltp di far partecipare la classe iteratore
all'implementazione di una interfaccia. In questodo nell’interfaccia sono visibili i metodi della
classe interna.

[* Classe interna per literatore */
public class List_lterator implements L_Iterator
{
/* Campi dell'istanza */
private int cursore;
private Nodo elementoCorrente;

/* Costruttore */
public List_lterator()

{

cursore=size-1;
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elementoCorrente=header;

}

/* Metodo hasNext */
public boolean hasNext()

{
if (cursore<0)
return false;
else
return true;
}

/* Metodo che punta al successivo elemento */
public Object next()

{

Object elemento=null;
if (cursore>=0)

elemento=elementoCorrente.elemento;
cursore--;
elementoCorrente=elementoCorrente.next;

}

return elemento;

}
}

/* Interfaccia */
interface L_Iterator

{
Object next();

boolean hasNext();

}

9.1 Realizzazione del tipo dati astratto Dizionario

Nei paragrafi che seguiranno daremo le definizdirtre diversi tipi di dato astratto, per ciascusio
mostreranno le azioni tipiche e 'implementazioRer permettere un certo tipo di azioni si dovranno
prevedere nelle classi di bas®do e Lista altri metodi, cio sara fatto immediatamente dopo |
presentazione dei TDA. Il TDA Dizionario € un insie S di coppie(elemento,chiave) :
operazioni tipiche sono l'inserimento, la cancetae e la ricerca:

class Dizionario extends Lista

{
void insert(Object 0)

addOrd(o);

void delete(Object 0)
{

}
Object search(Object 0)

remove(0);

return search(o);

}

9.2 Realizzazione del tipo dati astratto Pila

Il TDA Pila modella bene una struttura dati cheuseép politica LIFO, last-in first-out. Operazioni
tipiche di questa struttura sono: gli inserimentpila dettipush che aggiungono elemento alla fine
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della sequenza di oggetti; la cancellazione deithd elemento inserito detta operazionepdp;
Concludiamo dicendo dunque che in un pila gli asicasvengono sempre ad una estremita della
sequenza e nessun elemento interno puo esserogstiaa che tutti quelli che lo seguono sianai sta
estratti.

class Pila extends Lista

{ public boolean iSEMPTY()
{ return isEmpty();
Lublic void push(Object oggetto)
{ add(oggetto);
Lublic Object pop()
{ return remove();
i)ublic Object top()
{ return get(0);
}
}

9.3 Realizzazione del tipo dati astratto Coda

Il TDA Coda modella invece le strutture dati chguseno la politica di tipo FIFO, vale a dire firgt-i
first-out. La differenza con il TDA precedente é&ajui gli inserimenti, detinqueue , avvengono ad
una estremita della sequenza, mentre I'estraziongrge all’estremita opposta della sequenza con
operazioni ddequeue . Le cancellazioni rimuovono sempre il primo elemoen

class Coda extends Lista

{
boolean isEmpty()

{ return isEmpty();

void enqueue(Object o)
add(o);

}Object dequeue()

{ return removeTail();

}
Object first()

return getTail();
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BIueJ: Modi e liste in java

Projeck  Edit Tools Wiew Help

=10l x|

Pila

Mew Class.. |
f— Nodo
-——>= | p— = !
> | Lista
Compile |
Dizionario Coda
T
I W

Compiling... Done

Abbastanza significativa € la figura riportata sophe illustra le dipendenze delle strutture datqtii
discusse usando un formalismo tipico dellUML. Argpa dalla classeéNodo si osserva infatti la

, Coda e

dipendenza della clasdésta (linea tratteggiata) da quest'ultima. | TDBizionario
Pila invece possono essere viste come delle generalirzalella classé.ista

disposizione di queste tutta una serie di metodirpplementarle e gestirle.
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9.4 Alberi

Accade spesso di manipolare collezioni di oggettimaniera anche abbastanza naturale, tutto cio e
reso possibile da una naturale relazione gerarathieaé stabilita fra gli oggetti. Ad esempio, ogni
persona e in relazione ad un'altra seconda unaioea di discendenza che porta alla definizione di
genitore, figli, fratelli e vari discendenti... (allmegenealogico). La struttura dati che ci apprestia
studiare meglio modella 'esempio visto prima eobéticolarmente usato qualora esiste una relazione
gerarchica fra gli oggetti di una lista. La defioize rigorosa di albero definisce I'albero come la
coppiaT=(N,A) costituita da\ insieme di nodi e da un insieM&NxN che definisce lI'insieme degli
archi (un arco € comunque appoggiato a due naasj¢me degli archi &€ quindi il prodotto cartesiano
dell'insieme N con se stesso). In seguito darenedefinizione ricorsiva di albero e cio ci consenti
anche una facile implementazione in java. Anchdasearola stessa della struttura dati si lascia
paragonare all’albero in natura occorre subito ipege che gli alberi di cui parleremo hanno per
semplicita un verso di crescita che va dall’altaseeil basso. A parte questa piccola differenza
possiamo quindi accostare il concetto di alber@ chapprestiamo a definire, ad un vero e proprio
albero. Le definizioni ed i termini che lo caraiteano derivano appunto da questo paragone che la
natura ci offre.

Si definisce radice di un albero il nodo di pitoditello che non ha genitore. Ogni nodo, tranne la
radice, ha un solo genitore. Un nodo puo avere agua figli ed il numero di figli da il grado alodlo

(nel corso di queste note tratteremo alberi bieaguindi nodi che hanno al piu due figli). Un nodo
senza figli € anche chiamato foglia, mentre i nd® non sono né foglie e né radice si dicono nodi
interni. Il figlio di un nodo pud anche essere digfi come la radice di un suo sottoalbero La
profondita (o livello) di un nodo e definita comenumero di archi che bisogna percorrere per
giungere alla radice. Da questa ultima definizideéiniamo l'altezza di un albero come la massima
profondita a cui si trova una foglia. La seguerdara riassume quanto finora detto:

- Livello O
—Livello1 §
3
fffffff <
| , Figlio del —Livello 2
Fratelli nodo A
|
= Livello 3

Definizione ricorsiva di albero:

* Un albero & un albero vuoto;
e Un albero € insieme di N-alberi;

La prima ipotesi di albero costituisce il caso baseondizione di fuga di una definizione ricorsiva,
I'albero & vuoto e coincide con il nodo che comdrgeno in seguito lo definisce. La seconda ipotesi &
invece piu generica € permette la definizione Bea come insieme di tanti sottoalberi. Tuttavia,
prima di affrontare la definizione e quindi anchplementazione in java della struttura dati atber
della classe nodo che la definisce motiviamo laessita di una struttura dati idonea (quale e agpunt
I'albero) che non sia sempre e solo il solito antagggetti.

Un albero potrebbe essere implementato con un amrayi ogni nodo dell’albero occupa una cella
dell’array, tuttavia la stessa cella di array deee ospitare informazioni associati al hodo quai a
esempio I'eventualita di un arco verso un figlin.skeguito vedremo due soluzioni a questo problema
che definiscono il vettore padre ed il vettore pimgie come alternativa all’albero. Sebbene di é&cil
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realizzazione, le rappresentazioni basate su aemgono tipicamente difficoltoso I'inserimento e la
cancellazione di nodi nell’albero.

Vettore padri:immaginiamo di voler rappresentare un alb&N,A) di n nodi mediante un vettore
dotato di celle che vanno dall'indi€eall’indice n-1. Ad ogni cella dell’array € associato un contenuto
informativo legato al singolo nodo piu un contenutformativo che descrive la discendenza o la
relazione di gerarchia. Ad esempio, se V ¢ il vettaonV[0].info si accede al campofo del nodo 0
mentre con l'istruzion&/[0].parent si accede alla dipendenza gerarchica del nodd @pgortuna
osservare che una tale dipendenza puo essereatliovat nodo solo se ad esso confluisce un arco, in
caso contrario si puod ad esempio trovare un rifenitm anull.

Vettore posizione: immaginiamo di voler rappresentare un alb@r(N,A) di n nodi mediante un
vettore dotato di celle che vanno dall'indi€e all'indice n-1. Per fare ci0 si pud usare una
rappresentazione indicizzata dove ogni nodo hapas&ione prestabilita all'interno dell’array edal
cheVJi] contiene lI'informazione associata al nodo memjie-i] intercetta I'informazione associata
all'i-esimo figlio (D e il grado dell’albero, nel caso di albero bindde2 ed allora se alla posizione
caratterizzata dall'indice=2 e associata l'informazione di un nodo, alla pasiei caratterizzata
dall'indice i=2-i , e dunque 4, si intercetta I'informazione dellifige come I'albero heap usato
dall'algoritmo di ordinamento heapSort).

Se dunque riusciamo a rappresentare un albero awhein array si deve comunque riconoscere
'enorme problema che una struttura sequenzialdeqgaal’array impone e che é la dimensione
massima di elementi rappresentabile che rimane ngoeilimitata. Con una struttura dati collegata la
rappresentazione collegata di alberi & piu fleksigd in ogni momento si pud sempre aggiungere un
nodo ad un albero, cosa impossibile da fare adettore quando questo ha raggiunto la sua capienza
massima.

In una rappresentazione collegata, cosi come pistda classéista, si definisce un record contenente
linformazione del nodo piu altri puntatori che semtono di raggiungere altri nodi dell'albero. In
alcuni casi, per permettere la risalita al padreudi figlio in tempo costante si usa ampliare
ulteriormente il record prima descritto aggiungendd esso un ulteriore puntatore al padre.
L'implementazione di albero e di nodo per la clasfisero che vedremo non considerano questa
eventualita che pud comunque essere aggiunta imognento.

class Albero

{

Nodo radice;
public Tree(Object elemento)

{
}

radice=Nodo(elemento);

}

class Nodo

{

Object elemento;

Nodo left;

Nodo right;

public Nodo(Object elemento)

{

this.elemento=elemento;
left=right=null,
}

In seguito avremo modo di aggiungere alle classi §apra illustrate i metodi che ne consentono una
gestione efficiente. In molti casi € necessaricagéirsare o scansionare un albero visitandoneitutti
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nodi. Tale operazione, a differenza delle collezidnoggetti o liste in cui cid avveniva in modo
lineare, nel caso degli alberi & piu articolataigo@pna seguire tutti i rami possibili a partire ldal
radice. Anche se e possibile implementare unaamesierativa di un algoritmo di scansionamento in

seguito definiremo alcuni metodi ricorsivi di atteasamento per la classe albero.

Visita in pre-ordine:
Nella classe nodo:

public void visitaPRE()

{
System.out.printin(elemento);
if(left'=null) left.visitaPRE();
if(right!=null) right.visitaPRE();
}

Data I'albero in figura, la visita in pre-ordineopocherebbe la seguente stampa:

*(+(@/(b.c)~{d (e 1))

Si visita prima la radice, poi si effettuano learhiate ricorsive sul figlio sinistro e destro.

Visita in-ordine
Nella classe nodo:

public void visitaORD()

if(left!=null) left.visitaORD();
System.out.printin(elemento);
if(right!=null) right.visitaORD();

Data I'albero in figura, la visita in-ordine provwarebbe la seguente stampa:
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(a+b/c)*(d-e* f)

Si visita prima il figlio sinistro effettuando lahiamata ricorsiva su di esso, poi la radice e
successivamente il figlio destro.

Visita in post-ordine
Nella classe nodo:

public void visitaPOST()

{
if(left'=null) left.visitaPOST();

if(right!=null) right.visitaPOST();
System.out.printin(elemento);

Data I'albero in figura, la visita in post-ordineopocherebbe la seguente stampa:

abc/+def* —*
Si effettuano prima le chiamate ricorsive sul bgdinistro e destro, e infine si visita la radice.

9.5 Alberi binari di ricerca

Ancora prima di introdurre il concetto di alberandio di ricerca occorre un momento ricordare
I'algoritmo di ricerca binario visto per un arraydmato di elemento. In quella circostanza infatti
confrontava I'elemento da cercare con I'elementitar@sizione n/2 (con n dimensione massima del
vettore) e se questo era minore di tale elementpr@edeva in maniera ricorsiva ad applicare
l'algoritmo alla prima meta di sinistra del vettpse invece I'elemento di confronto era maggiore
dell’elemento “perno” I'algoritmo veniva applicaatla seconda meta del vettore.

Avendo introdotto la struttura dati di albero passo adesso associare al vettore ordinato un athero
ricerca in cui la radice contiene il valore nell@sione n/2 mentre i valori piu piccoli e piu gdali

n/2 sono assegnati rispettivamente ai sottoalbarsti® e destro della radice. In tal caso unataisi
ordine produrra come risultato la stampa del vetuall’elemento piu piccolo a quello piu grande.
Una definizione piu rigorosa di albero é la segeent

e Ogni nodo V di un albero di ricerca contiene umaato a cui & associata una chiave presa da
un dominio ordinato;

» Le chiavi nel sottoalbero sinistro di V sono minoml piu uguali alla chiave di V;
» Le chiavi nel sottoalbero destro di V sono maggioal piu uguali alla chiave di V;

Ad esempio, I'albero che segue rispetta le proprgpena dette ed e pertanto un albero di ricerca:

Algoritm e strutture dati Pag.39



Mentre I'abero quest’altro che segue in figura ®ouan albero di ricerca poiché il nodo con chiave35
non rispetta la proprieta di ricerca rispetto &didice:

Tale struttura dati ci permette di implementar@é&mzione di ricerca in maniera molto semplice. E’
infatti necessario confrontare la chiave da cercare la radice dell'albero, se questa € uguale alla
chiave allora vuol dire che abbiamo trovato I'el@moe(che fortuna...) altrimenti si prosegue la rieerc
al sottoalbero sinistro (nel caso in cui la chided’elemento da cercare € minore o uguale allawhi
della radice) oppure al sottoalbero destro (nebcascui la chiave dell’elemento da cercare €
maggiore o uguale alla chiave della radice). Quafgoritmo ha solitamente un tempo O(h) se h e
I'altezza dell’albero. Se pero l'albero & proforelsbilanciato allora la complessita si avvicinaldd)

ed in tal caso e equivalente usare una lista agnay disordinato.

9.6 Alberi AVL

Se dunque un albero risulta essere profondo ensiat® si rischia di ottenere prestazioni simili a
guelle di un array disordinato. E’ allora opporturan solo poter conferire ad un albero una straittur
bilanciata ma mantenerne anche le proprieta dntiganento nel tempo a seguito di operazioni di
inserimento e cancellazioni. Occorre tuttavia dama definizione di bilanciamento (in altezza): Un
albero é bilanciato in altezza se le altezze didalberi sinistro e destro di ogni nodo differisoodi

al piu un unita.

Gli alberi binari di ricerca sono anche detti alb&YL, dai nomi degli ideatori Adel'son-Vel'skii e
Landis, che li hanno introdotti nel 1962. In uneat AVL, oltre all’elemento e alla chiave, ciascun
nodo mantiene anche un informazione sul bilanciameosi definita. Si definisce poi fattore di
bilanciamento B(v) di un nodo v la differenza traltezza del sottoalbero sinistro e quella del
sottoalbero destro di v:

B(v) = altezz4sXv)) - altezz4dx(v))
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Il fattore di bilanciamento p tanto migliore quamio basso € il suo valore assoluto, mentre & egual
all'altezza dell’albero quando questo degenerasia.l In particolare, in un albero binario compléto
fattore di bilanciamento € 0 su ogni nodo. Un aldgnario di ricerca come quello prima introdotto é
quindi anche un albero AVL in base alla definizi@auesso data.

9.7 Bilanciamenti tramite rotazioni

Siccome a causa di cancellazioni o inserimentir¢gorpeta di bilanciamento per un albero puo essere
persa sono previsti dei metodi che ripristinane fabprieta effettuando delle opportune rotazibai.
rotazione avviene nei confronti di un nodo usatmegerno e possono andare 0 verso sinistra oppure
verso destra. | due casi sono simmetrici tra loro.

Le rotazioni mantengono le proprieta di bilanciatoese applicate a nodi bilanciati ma come é
normale pensare esse vanno applicate a quei nednehce risultano sbilanciati e che quindi hanno
un coefficiente di shilanciamento che puo essem@tdb meno 2. In maniera del tutto generale in un
albero sbilanciato esistera un sottoalbero di v €éheoppo alto, cid vuol dire che il sottoalbero é
talmente profondo da sbilanciare il nodo delll'atheUn ipotetico sottoalbero che shilancio un nodo
puo stare nei quattro casi elencati:

e Sinistra — sinistra (SS): T ¢ il sottoalbero shuistel figlio sinistro di v;
» Destra —destra (DD): T € il sottoalbero destrofidgib destro di v;

» Sinistra — destra (SD): T e il sottoalbero des#bfiglio sinistro di v;

» Destra — sinistra (DS): T e il sottoalbero sinisted figlio destro di v.

| quattro casi sono simmetrici tra loro, piu praoente SS & simmetrico con il caso DD mentre SD é
simmetrico con DX. Quindi i casi da analizzare sealamente due.

Caso SS: per bilanciare il nodo v bastera applicai@ rotazione semplice verso destra su v, il cui
fattore di shilanciamento passera da 2 a 0O;

Caso SC: questo caso € piu complesso e richiegiglitazione di una rotazione doppia. Sia z il fgli
sinistro di v: l'albero T che sbilancia v € il smtbero destro di z, radicato nel nodo w. La ratagi

SD consiste in una rotazione di base verso sin@raperno in z seguita da una rotazione di base
verso destra con perno in v.
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10.1 Grafi: introduzione

Il grafo € una struttura dati particolarmente utdia modellazione ed alla rappresentazione di
connessioni e/o relazioni fra coppie di oggetti. &@muttura dati grafo nasce come notazione
matematica di supporto alla rappresentazione dprta e relazioni matematiche (ad esempio la
biunivocita di una funzione) ma trova un ampio igtib in campo informatico. Un grafo viene

denotato con la seguente notazione:
G=(vV,E)

Esso consiste in un insienve di vertici o nodi e di un insiemE di coppie di vertici detti archi.

Un arco, se presente nel grafo, simboleggia usaimie fra i nodi del grafo. Ad ogni nodo puo esser
data una informazione a seconda del problema céta snodellando. Pertanto, un nodo (oppure anche
un vertice) rappresentera un oggetto qualunque &rchi saranno le relazioni tra questi oggetti (ad
esempio un insieme di nodi puo rappresentare geligone, gli archi invece potrebbero simboleggiare
le strette di mano avvenute fra due o piu persdrigjsieme degli archi di un grafo e contenuto nel
prodotto cartesiano dell'insiemé con se stesso:

ELVxV

Qualora la relazione fra due nodi implica un rua@ocomunque lascia intendere un verso di
percorrenza per la relazione stessa, si dira cheaib e di tipo orientato. In un grafo orientaignd
arco e orientato da uno dei due vertici versorbalt si disegna con una freccia che ne indica la
direzione. Nel corso di questo note chiameremo hddii vertici di un grafo ed indicheremo canil
numero di nodi mentre com indicheremo il numero di archi. Di seguito sonostnate delle figure
che mostrano I'attuale notazione usata per disegmargrafo. Altre figure invece stimolano lo studio
nei confronti dei grafi mostrando alcuni dei cascui essi vengono utilizzati. Per la figura chguse

v ={a,b,c,d,&}

Ez{rl’rZ’r3'r4'r5’r6}

a b
M
r
ra 2 I
c s g 's &

a b
rs
Iy s
C s d I's e

In quest’ultimo esempio gli archi sono orientatedrecce ne simboleggiano il verso. Un esempio di
grafo puo ad esempio essere quello in cui veng@assunte le relazioni fra gli studenti di un ateeeo
gli esami di un corso di laurea:
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834001 834002 834003 834004 834005 etc...
Studenti
Corsi @)
Matematica Fisica Elettrotecnica Telecom. Misure elettr. etc..

Un esempio di grafo & ad esempio quello in cuidimappresentano un incrocio e gli archi le vie che
collegano gli incroci come viene mostrato nellaifegche segue:
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Le bolle di colore rappresentano un incrocio, dlicdlore viola cono le strade che collegano gli
incroci. Nel corso di queste note vedremo in segadme determinare il cammino minimo che ci
conduce da un nodo ad un altro. Problemi di quigstosono risolti in maniera agile ed eleganteise s
decide di adottare un grafo come struttura datinpedellare la realta del problema in esame.

10.2 Alcune definizioni

Adiacenza ed incidenza
Il concetto di adiacenza indica quei nodi immedraate vicini ad un nodo considerato. Dato poi un

arco (x,y) di un grafoG non orientato, si dice che esso incide sui nodid y che quindi sono tra
loro adiacenti. Mentre, se il grafo & orientatalisa che I'arco esce dal nodo ed entra nel nody .
Preso dunque un nodo qualunquedel grafo, chiameremo vertici adiacenti al nodauelli che gli
sono immediatamente vicini e quindi ad esso cotiega

Grado di un vertice
Il grado di un vertice € la somma degli archi ceeaso confluiscono. Il grado di un vertice si dano

come J(v). In un grafo non orientato, se sommiamo tutti greei vertici conteremo un arco
esattamente due volte: una volta quando consideriagnado dix ed una volta quando consideriamo
ilgradodiy.
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éé(v) =2m

Se invece il grafo € orientato, si puo allora parldi grado in entrata e di grado in uscita penodo
gualunquev del grafo. La notazione usata per denotare i graéntrate ed in uscita é la seguente:
Jin (V) e JOUI (V) "

Cammini e cicli
Per cammino si intende una N-pla di vertici tale gfer ogni coppia vertice esiste un arco che i
connette. Piu in particolare, un cammino in un@i@f da un verticex ad un verticey e dato da una

sequenza di vertidyv,,v,,....v, ) conv, =x eV, =y, tale che pei<i<k l'arco (v_,,v,) appartiene a
G. Se esiste un cammino daad y diremo anche chg e raggiungibile dax. La lunghezza di un

cammino e la distanza da percorrere affinché sraal nodo di destinazione. Si dice poi ciclo quel

cammino che ha come nodo di origine e nodo di Wazitbne lo stesso nodo (altra definizione di ciclo:

un ciclo € un cammino per il quale il primo nodarche I'ultimo e la lunghezza del cammino sia

necessariamente maggiore di 0). Il ciclo puo essemplice se il cammino non passa per i nodi per
piu di una volta, in caso contrario il cammino sachon semplice. Un cammino che non sia semplice
e ciclico si dice aciclico.

Connettivita

Un grafo non orientato si dice connesso se esisteatnmino tra ogni coppia di vertici in G. Ogni
grafo per essere connesso deve avere almeno (i) Bin grafo orientato G si dice fortemente
connesso se esiste un cammino (orientato) tracgrpia di vertici in G.
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c d e

Cammino={(c,a),(a,b),(b,e)} Ciclo={(c,a),(a,b),(b,e)}
Lunghezza percorso=3 Lunghezza percorso=5
Cammino semplice Cammino semplice
o(a)=2

o(b)=3

o(c)=2

5(d)=3

o(e)=2

Riassumendo:
Se G e un grafo orientato:
* In un grafo non orientato il grado di un verticé Bumero di archi che da esso si dipartono;
* In alcuni casi ogni arco ha un peso (0 costo) asknc
* Un percorso nel grafo € una sequenza di vertici;
» Lalunghezza del percorso € il numero totale diiathe connettono i vertici nell'ordine della
sequenza;
» Un percorso si dice semplice se tutti i suoi vegano distinti (compaiono una sola volta nella
sequenza), eccetto al piu il primo e l'ultimo clesgono coincidere;
» Se esiste un percorso p tra i vertici v e w, sedice w é raggiungibile da v tramite p;
* Se G e un grafo non orientato, diciamo che G e essmse esiste un percorso da ogni vertice
ad ogni altro vertice.
e Un ciclo in un grafo & un percorso di lunghezzaeampari ad;
» Un grafo senza cicli € detto aciclico;

Se G e un grafo non orientato:
* In un grafo orientato, un arco (w,v) si dice inciteda w in v;
* Inun grafo non orientato la relazione di adiacemaaertici € simmetrica;
* In un grafo orientato il grado entrante (uscenie)rdvertice € il numero di archi incidenti in
(da) esso;
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* In un grafo orientato il grado di un vertice é ¢arsna del suo grado entrante e del suo grado
uscente;

* In alcuni casi ogni arco ha un peso (o costo) agsnc

* Un percorso nel grafo € una sequenza di vertici;

» Lalunghezza del percorso € il numero totale diiathe connettono i vertici nell'ordine della
sequenza;

» Un percorso si dice semplice se tutti i suoi vegano distinti (compaiono una sola volta nella
sequenza), eccetto al piu il primo e l'ultimo clesgono coincidere;

» Se esiste un percorso p tra i vertici v e w, sedioe w & raggiungibile da v tramite p;

» Se G e un grafo orientato, diciamo che G é fortdeneonnesso se esiste un percorso da ogni
vertice ad ogni altro vertice;

* Un ciclo in un grafo & un percorso di lunghezzaealmpari ad 1;

» Un grafo senza cicli & detto aciclico;

10.3 Come rappresentare un grafo

Non esiste un'unica rappresentazione per un grhfa seconda del problema si puo preferire una
rappresentazione piuttosto che un'altra. Ogni tipoappresentazione offre dei svantaggi. Ciascuna
delle rappresentazioni che vedremo viene confrardah le altre in base ai tempi di esecuzione delle
operazioni su grafi. Per poter fare cio € alloraessario introdurre le possibili operazioni che una
struttura dati rappresentante un grafo deve imphtane, ecco un elenco dei metodi piu utilizzati:

tipo dato Grafo

dati:
e uninsieme di vertici V;
e uninsieme di archi E;

operazioni:
* nunVertici ()
Restituisce il numero intero di vertici presenti ne | grafo;

e nunmArchi ()
Restituisce il numero di archi presenti nel grafo;

« grado(vertice v)
Restituisce il numero di archi incidenti sul vertic ev;

e archilncidenti(vertice v)
Restituisce una lista di archi incidenti su v;

e estrem (arco e)
Restituisce gli estremi x ed y dell’arco e;

 opposto(vertice v, arco e)

Restituisce y, I'estremo dell'arco e=(x,y) diverso da x;
e« sonoAdi acenti (vertice x, vertice y)
Restituisce true se esiste I'arco e(x,y), false alt rimenti;

* aggi ungi Vertice(vertice v)
Inserisce un nuovo vertice v nel grafo;

e aggi ungi Arco(vertice x, vertice y)
Inserisce un nuovo arco tra i vertici x ed y;

 rimuovi Vertice(vertice y)
Cancella il vertice e tutti gli archi ad esso incid enti;

* rimuovi Arco(arco e)
Cancella I'arco e;

Rappresentazione di grafi con lista di archi

La rappresentazione di un grafo per lista di alicbasa sulla definizione di grafo. Adottando una
struttura dati per modellare i vertici di un gra#d un'altra struttura dati per modellare gli ardhi
gues’ultimo si puo rappresentare un grafo mediantelista di archi. Lo spazio totale usato da quest
rappresentazione@(m+n) visto che serve una quantita di spazio per ogrtice e per ogni arco del
grafo. Ad esempio:
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(a,b)
(c,a)
(b,c)
(c,d)
(a,d)

Grafo non orientato G Lista diarchidi G

(a,b)
(c,a)
(b,c)
(c,d)
(a,d)

Grafo orientato G Lista diarchidi G

Questo tipo di rappresentazione implica un cepio ti prestazioni che riassumiamo nella seguente
tabella:

TABELLA: Tempi di esecuzione delle operazioni su gr afi non orientati
rappresentati con lista di archi

Operazione Tempo di esecuzione

grado(v) am

archi Il ncidenti (v) am

sonoAdi acenti (X, y) am

aggi ungi Vertice(v) Q1)

aggi ungi Arco(x, Yy) Q1)

rimuovi Vertice(v) am

ri muovi Arco(e) am

Molte delle operazioni richiedono I'esame dell'irgtdista di archi e cio richiede un tempo che nel
peggiore dei casi®(m) Anche I'accesso ad un arco avviene con lentezza.

Rappresentazione di grafi con liste di adiacenza
In questa rappresentazione ogni verticelel grafo ha una propria lista di adiacenza in samo
elencati tutti i verticu per cui esiste un ardw,u). Ad esempio:

soEn
fnna
oo Te]
oG

Lista diadiacenza di G

[2]o]=]s]

Grafo orientato G Lista diadiacenza di G
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Se n e il numero di vertici allora n sara ancheuinero di liste di adiacenza. Con questo metodo di
rappresentazione diventa molto piu semplice trogdirarchi connessi ad un particolare vertice v (e
sufficiente infatti scorrere la lista di adiacendal nodo v). Tuttavia, se da un lato questa
rappresentazione risulta essere efficiente (Iofa&timell’applicazioni in cui si richiede di visite un
grafo esaminando gli archi incidenti sui suoi a)tidall’altro mostra i suoi limiti nella verificau di
una particolare coppia di vertici x ed y come ploigsiarco. In tal caso infatti € opportuno scandue
liste di adiacenza in parallelo, ad esempio quaglanodo x e quella del nodo y, e vedere un passo p
volta se € possibile avere un aese(x,,yn). Un operazione del genere richiede un tempo divzsaae
particolare che e indicato in tabella. Altra delzabedi una rappresentazione siffatta é la ridonaanz
un arco, presente nelle liste di adiacenza perdoenvolte (sara infatti presente nella lista didxire
quella di y).

TABELLA: Tempi di esecuzione delle operazioni su gr afi non orientati
rappresentati con liste di adiacenza

Operazione Tempo di esecuzione

grado(v) A 5(Vv))

archil ncidenti (v) QA s(v))

sonoAdi acenti (X, y) A mn{a(x),s(y)})

aggi ungi Vertice(v) a1)

aggi ungi Arco( x, y) a'1)

rimuovi Vertice(v) am

ri muovi Arco(e) A a(x)+ &(y))

Rappresentazione di grafi con liste di incidenza

Questo tipo di rappresentazione combina le caistitdre delle prime due rappresentazioni finora
viste. In aggiunta alla rappresentazione con liitarchi, ogni verticev del grafo ha una lista di
puntatori agli archi incidentia Ad esempio:

o] ol al 1] oD
E ﬂ g(b,g)
45210&
a4

Lista diadiacenza di G
BIRCIEFI
b2 2(0.0)
422,'03

Grafo orientato G Lista diadiacenza di G
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TABELLA: Tempi di esecuzione delle operazioni su gr afi non orientati
rappresentati con liste di incidenza

Operazione Tempo di esecuzione
grado(v) A 5(Vv))

archi Il ncidenti (v) QA s(v))

sonoAdi acenti (X, y) A mn{a(x),s(y)})
aggi ungi Vertice(v) a1)

aggi ungi Arco( x, y) a'1)

rimuovi Vertice(v) am

rimuovi Arco(e) A s(x)+ o(y))

Rappresentazione di grafi con matrici di adiacenza

Si tratta di una rappresentazione che richiedespézio poiché prevede la dichiarazione di una c®tri
nxncon n numero di vertici del grafo. In tal caso(kr verifica della presenza di un arco puo essere
effettuata piu velocemente. La matrice di adiacaakca un 1 in corrispondenza dell’arco (a,b) se
esso appartiene al grafo, o altrimenti. Nel casgrdfi orientati la matrice di adiacenza e simnoetri
Possiamo quindi verificare, in questa rappreseom&zila presenza di un ar¢ey) con un tempo
costante (basta verificare il valore in M[x,y] ckBe 1 indica appunto la presenza di un arco). Un
operaziona alquanto scomodo € la verifica dei cieatliacenti ad un nodo v e dei suoi vicini.

a b chb
|01 1 1
-/ 1/0 1 0
ol1]1 0 1
=10 1 0
Grafo non orientato G Matrice di adiacenza di G
0|1 0 1
Q
0/ 0 1 0
o
10 0 1
(@]
00 0 0
(o)
Grafo orientato G Matrice diadiacenza di G
TABELLA: Tempi di esecuzione delle operazioni su gr afi non orientati
rappresentati con matrici di adiacenza
Operazione Tempo di esecuzione
grado(v) Qi n)
archil nci denti (v) Qi n)
sonoAdi acenti (X, Yy) a1)
aggi ungi Vertice(v) Q( n?)
aggi ungi Arco(x, Yy) Q1)
ri muovi Verti ce(v) Q n?)
rimuovi Arco(e) Q1)

In tale rappresentazione, I'aggiunta o la rimozidnan vertice implica una riallocazione delle ncer
di adiacenza.

Rappresentazioni di grafi con matrici di incidenza
La matrice di incidenza (come quella usata nela@disElettrotecnica 1) € una matrice di dimensione
nxmcon n numero di vertici ed m numero di colonnerigbe sono indicizzate appunto dai vertici del
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grafo mentre le colonne sono indicizzate sui padssbchi del grafo. Tale matrice avra quindi un
valore uguale ad 1 in corrispondenza del vertickeléarco a cui esso appartiene. Nel caso di grafi
orientati i valori della matrice possono essereetilindicare quindi la direzione dell’arco. Ogni
colonna avra allora due soli valori in corrisporzkeregli estremi di un arco. Una riga puo invece
avere due o piu valori a seconda del vertice cliequindi afferire ad uno o piu vertici. Ad esempio:

o o oY
= |O Ok o

olo|r |~
ok o~
olr |k |o
==

Matrice diincidenza di G

ab c,a bec c¢c,d ad

a 1 -1 0 0 1
b -1 0 1 0 0
c 0 1 -1 1 0
d O 0 0 -1 -1
Grafo orientato G Matrice diincidenza di G

11 Visite di grafi

Nel corso di questo note ci occuperemo per primaudi algoritmo di visita “generico”,
successivamente andremo a particolarizzare I'dlgoritrovato specializzandolo in base al tipo di
visita che effettua sul grafo. Una prima domandaliadobbiamo rispondere & quella che ci porta a
chiedere il perché di una tale necessita. La rispasquesto motivo non &€ adesso immediata ma
I'utilita di un buon algoritmo di visita per un daarisiede nelle applicazioni e nell’'uso che spesisa

di un grafo come modello della realta di riferimzim esame. | grafi possono modellare in maniera
efficace moltissimi problemi, spesso l'attraversatoedi un grafo si presenta come la base di un
problema da risolvere. La visita di un grafo dessemzialmente esaminare tutti gli archi e tuttdlin

di un grafo in modo sistematico.

Quando si visita un grafo occorre memorizzare ficiegia visitati, cio &€ importante ed evita di wége

un vertice piu volte. Per risolvere questo probleatee e certamente piu complesso in grafi di grosse
dimensioni, si usa associare al vertice un coldre ©e rappresenta la marcatura, oppure un bit.
Quando l'algoritmo visitera un vertice per la prin@ta cambiera il valore della marcatura. Se a@fgr

€ poi connesso, il risultato di una visita su uafgre un albero che tocca tutti vertici del grafaun
determinato ordine. E’ proprio I'ordine ed il modon cui sono attraversati i vertici che differenizia
vari algoritmi di visita.

Durante I'esecuzione dell'algoritmo di visita esistn albero contenenti i vertici visitati fino aedju
punto, pertanto, quando l'algoritmo viene richiammat un vertice U del grafo l'albero iniziale e
costituito dal solo vertice considerato. L'algoritmprocede esaminando tutti i vertici collegati adlU
modo di esaminare tali vertici € un elemento disgrante per gli algoritmi di visita. L’algoritmo di
visita “generico” sceglie in maniera casuale i mertollegati ad U. L'insieme di vertici che si
collegano direttamente all’albero (parziale) diteisostituiscono la “frangia”. Nella figura chegse
viene mostrato un esempio di frangia.
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albero iniziale

vertice a cui applico /
l'algoritmo diricerca
» (&) @
\&) )
|
|

o« --0 -G
\@/\ \

frangia di vertici

L’algoritmo di visita quindi procede analizzandwartici trovati nella frangia. Per ciascuno di essi
infatti, qualora il vertice non fosse stato giaitai® si procede come segue: si marca per primo il
vertice (colorandolo come prima detto), quindi ggiange il vertice all'albero di visita. Il risulia
dell'algoritmo di visita sara infine I'albero gemo. Pseudo-codice dell’algoritmo di visita generic

Algoritmo visitaGenerica(vertice s) - albero
Rendi tutti i vertici non marcati
T — albero formato da un solo nodo s
F — insieme vuoto di vertici
Marca il vertice s ed aggiungi s ad F
While(F!=0)do
Estrai un qualsiasi vertice u da F
Visita il vertice u
For each(arco(u,v) in G) do
If(v non e ancora stato marcato) then
Marca il vertice v e aggiunge v ad F
Rendiu padredivin T
Else
Eventualmente rendi u nuovo padre divin T
Return T

A partire dall'algoritmo di visita generico € pdsi# ottenere due varianti dell’algoritmo di visita
Infatti, I'ordine con cui abbiamo inserito i veiitie cancellato gli archi incidenti su T nell'insienk e
stato del tutto casuale (estrai un qualsiasi verida F).

Se l'insieme F dei vertici appartenenti alla frangi gestito con una struttura dati coda si ottigme
visita in ampiezza, detta breadth first search.lQaasi decidesse di utilizzare questa metodolsgia
otterra allora una visita del grafo che a partiaé \tertice s esamina per prima i vertici vicini s
genera un cammino minimo in termini di archi. Alnt@rio invece, se i vertici della frangia F che
incidono sul vertice s (o sul all’albero T) sonatie da una struttura dati pila si ottiene unatsisiel
grafo detta depth first search o visita in profoadi

Sia G=(V,E) un grafo non orientato. Una visita mpmezza genera a partire da un vertice s un albero
che é detto albero BFS. | vertici della frangiasorseriti in una coda, essi pertanto sono inséatun
estremo e prelevati dall’'altro estremo con operazipiche della struttura dati utilizzata (enqueaie
dequeue). Quando a partire dal vertice s si esatairfeangia F degli archi incidenti su T (che
inizialmente € composto dal solo vertice s) essiosmseriti nella coda nell'ordine con cui sono
trovati. Al passo successivo pertanto si esamimergnima i vertici uscenti dalla coda, potrebberall
capitare che i successivi vertici in uscita nonesstano di una marcatura se risultano esseregsati
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marcati in precedenza. Nellesempio che segue fticvedella frangia F sono inseriti nella coda
nell'ordine che tiene conto dell’etichette assaxi@tvertice e quindi secondo I'ordine alfabetico.

Per ottenere una visita in ampiezza si modificédgdetmo di visita generico. In tal caso non e
necessario rendere un vertice u padre di un vevtigee vertice della frangia) nell'albero T ad ogn
passo, si tratta di un eventualita che pud verdicaolo in fase di marcatura. Infine, per
implementazione si potrebbe poi fare riferimemit un eventuale matrice di adiacenza per stabilire
I'ordine con cui inserire i vertici v della frangeella coda.

Prima di vedere graficamente i passi con cui umrélgo di visita in ampiezza genera l'albero T
accenniamo alcune importanti proprieta. Come righhidmo di visita generico anche per quello in
ampiezza si verifica la marcatura di un nodo sala wolta. Inoltre, gestendo i vertici v della frea
con una coda ed indicando céfv) il livello di profondita di un vertice si puo ossare che se:

F={v,v,....v,} allora ¢(v) < ¢(v,,,)

Con i che varia da 1 ad n. In altre parole, manorare I'algoritmo procede si analizzeranno vertici
della frangia con livelli di profondita al piu ugua maggiori di quelli analizzato al passo preaeade

vertice s (&) (1) ®
: ® © ©)
Grafo iniziale ® ©
& @ ®
O, © ®
©) ©

(s) 4) ®

\@/
\@
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Algoritmo visitaBFS(vertice s) - albero
Rendi tutti i vertici non marcati
T « albero formato da un solo nodo s
Coda F
Marca il vertice s
F.enqueue(s)
While(not F.isempty())do
u « F.dequeue()
For each(arco(u,v) in G) do
If(v non € ancora stato marcato) then
F.dequeue(v)
Marca il vertice v
Rendiupadredivin T
Return T

Glia archi del grafo G possono essere poi clasgifia tre gruppi rispetto all'albero BFS:

1. archi dell’albero BFS;
2. archi tra vertici allo stesso livello dell’alberd-B;
3. archi tra livelli adiacenti dell’alberi BFS:;

Una visita in profondita di G invece esamina i werel grafo generando ancora una volta un albero
che stavolta chiameremo DFS (da depth fisrt sealch)differenza in questo caso consiste nella
gestione dei vertici v della frangia F secondo stnattura dati pila:

procedura visitaDFSRicorsiva(vertice v, albero T)
marca e visita il vertice v
for each(arco(u,w))do
if(w non € marcato) then
aggiungi I'alrco (v,w) all'albero T
visitaDFSRicorsiva(w,T)

algoritmo visitaDFS(vertice s) — albero
T «~ albero vuoto
visitaDFSRicorsiva(s,T)
return T

Ancora una volta i vertici vanno marcati una sadtaved a tal proposito ci si puo servire di sisaein
marcatura che garantisca una sola marcatura pgceceinfine, gli archi possono, anche in questo
caso, essere classificati in base all'albero DFS:

1. (v,w) é un arco dell’albero DFS;
2. v e w sono antenato e discendente nell'albero DFS;

Nella figura che segue sono mostrati i passi che@apo alla costruzione dell’albero T secondo
I'algoritmo di visita DFS.
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vertice s (&)
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Grafo iniziale @ @
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®

® ®

(8) () 9
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E A @ E
(10) (11)
® )
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12.1 Minimo albero ricoprente

Si consideri un grafo G=(V,E), con V insieme deitie (vertex) ed E insieme di archi (edges). Si
definisce albero ricoprente di G quel sottografimdiuso in G e tale che T sia un albero che corgeng
tutti i vertici di G. Ovviamente un grafo puo aveié alberi ricoprenti, uno particolare e perohaio
minimo ricoprente.

Infatti, se associamo un peso o costo ad ogni@etgrafo si pud stabilire il costo di ciascun atbe
ricoprente T che si puo individuare nel grafo Gfimlamo allora il costo di un albero ricoprente @mm
la somma dei costi di tutti i suoi archi:

oft)= 3 ufe)

Pertanto, un albero minimo ricoprente € un albércodto minimo. Non esiste un'unica soluzione al
problema appena introdotto tuttavia € bene farrease che se gli archi del grafo sono tutti distint
allora I'albero ricoprente minimo € unico (lo sigpprovare con qualche esempio semplice su carta).
Se il grafo G considerato all'inizio € un grafoesrato si parlera allora anziché di albero minimo
ricoprente di foresta minima ricoprente.

Una tecnica molto intuitiva e semplice per risodv@r problema del minimo albero ricoprente € la
“tecnica golosa’. Questa tecnica costruisce I'ab@inimo ricoprente un arco per volta effettuando
delle scelte “golose” (si scelgono cioe archi dstoopiccolo) che escludono gli archi di costo eleva
(e quindi pesanti da digerire) dalla soluzione.

Inoltre, per meglio comprendere I'algoritmo si us@orare solitamente gli archi appartenenti alla
soluzione con il colore blu, gli archi invece estldalla soluzione sono colorati rossi. La tecnica
“golosa” fa uso essenzialmente di due semplicileeda regola del taglio e la regola del ciclo che
seguito enunciamo.

La regola del taglio dice: scegli un taglio G clum contiene archi blu. Tra tutti gli archi non a@lo

del taglio seleziona quindi un arco di costo minienooloralo di blu. La regola del ciclo dice: séegl
un ciclo semplice in G che non contiene archi toBs tutti gli archi non colorati del ciclo, seleaa

un arco di costo minimo e coloralo di rosso. |l out “goloso” applica una delle due regole ad ogni
passo e termina quando tutti gli archi sono colatiain colore.

12.2 Algoritmo di Kruskal

L’algoritmo di Kruskal calcola il minimo albero nprente, esso mantiene ad ogni passo la foresta di
alberi blu (in altre parola la soluzione provvisgriquindi per ogni arco applica la seguente regaa
I'arco ha entrambi gli estremi nello stesso aldgtg coloralo di rosso. Altrimenti coloralo di blu.

algoritmo kruskal(grafo G) - albero
ordina gli archi di G=(V,E) secondo costi hon decr escenti
T «~ albero vuoto
for each( arco(x,y) di G in ordine non decrescente di costo ) do
if( x ed y sono connessi in T) then aggiungi I'ar co(xy)aT
return T
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(c) Grafo iniziale
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® ©
Passo 1 Passo 2
@ oW
A\ c"e
4 3 4
O, O,
Passo 3 Albero minimo ricoprente

12.3 Algoritmo di Prim

Anche l'algoritmo di Prim calcola il minimo alberoprente, esso scegli I'arco di costo minimo
incidente su T e lo colora di blu. Dopo n-1 pasdbkero blu contiene tutti i vertici (con n numedd
nodi o vertici). All'inizio I'albero consiste di uanico vertice che puo essere scelto arbitrariagent
tanto alla fine dei passi necessari la soluzionadludera nell’albero blu dovendo questo toccate t
i vertici del grafo G=(V,E).

algoritmo Prim(grafo G) — albero
T < albero formato da un solo nodo s
while (T ha meno di n nodi) do
trova I'arco e di costo minimo incidente su T
aggiungi I'arco e all’albero T
return T
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Passo 1

Passo 3 Albero minimo ricoprente

13.1 Cammini minimi

Il problema della ricerca dei cammini minimi si nfasta in applicazioni telematiche su reti di
comunicazioni ma anche nel settore dei traspordando si vuole determinare il cammino da
intraprendere su strada percorrendo la minima rdistacio va a tutto vantaggio dei consumi e del
guidatore. In Internet ad esempio l'instradamengd mhcchetti verso una destinazione nota deve
possibilmente impiegare il minor numero possibilpaksaggi su server (qualora sia possibile).
Consideriamo ancora una volta il grafo G=(V,E) edogiamo ad ogni arco e(A,B) dell'insieme E un
costo di percorrenza. Ad esempio, se il nostroog@fmodella in parte I'attuale Internet moderna |l
costo dell’arco potrebbe essere rappresentativivedio di congestione di un link verso un sereer
indicare quindi il tempo necessario all’attraversato in base al livello di congestione o saturazion
del collegamento. Oppure, se il grafo G modella rata stradale il costo dell'arco potrebbe allora
rappresentare la distanza in chilometri che inteecéra le due cittd A e B. In base a quanto detto
diciamo che due vertici X ed Y di G sono connessesiste un cammino,fatto da archi e(A,B), che
collega X ad Y. Si definisce poi il costo di un gamo come la somma dei costi dei suoi archi:

k

W)= e(A.,B)

i=1

Banalmente, quando il grafo & formato da un softiceeil cammino ha costo zero. Definito il peso o
costo di un cammino possiamo adesso introdurrefiaidione di cammino minimo. Sia G=(V,E) un
grafo orientato con archi e(A,B) dotati di costan tmmino minimo fra la coppia di vertici X ed Y
del grafo G é quel particolare cammino che indigidn percorso di archi da X ad Y il cui costo &ia i
minimo fra tutti i cammini esistenti:

w(XY)=minw(r)

Dato un grafo G, in generale, potrebbe esisterbepal di un cammino fra una coppia di vertici ed
Y. Qualora gli archi possano avere anche pesi t negativi € necessario fare molta attenzione. Se
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infatti nel grafo G sono presenti dei cicli si palfora ottenere un cammino con costo La ricerca di
cammini minimi in presenza di archi negativi e ailicassume un complessita elevata, pertanto negli
algoritmi di ricerca di cammini minimi si assumeae gli archi siano non negativi e che i cicli (se
presenti) non abbiano un costo negativo. Sottotquesportune condizioni € possibile mettere in atto
delle soluzioni efficienti come ad esempio l'algom di Djkstra che in seguito osserveremo, prima
pero ci occorrono due importanti ma semplici prejari

Effettuiamo quindi un ulteriore passo in avanti efiliamo la distanza fra vertici di un grafo. La
definizione e semplice ed intuitiva, infatti, datgrafo orientato G=(V,E) ed una funzione di costo
w(e) per gli archi e(A,B) dellinsieme E di G, sfthisce distanza tra due vertici X ed Y in G istm

di un cammino minimo che connette X ad Y se presepqpure 4o se tale cammino non esiste:

q = W(X_Y) se esisteun percorsoda X ad Y
+ 00 altrimenti

Quindi, I'impossibilita di collegare X ad Y si detaocon una distanza dict Banalmente, la distanza
di un vertice X da se stesso € zero. Una importamtgrieta e la cosiddetta disuguaglianza triangola
Se G=(V,E) e un grafo orientato con funzione dicege) ed e(A,B) archi dell'insieme E di G, allora
dati tre vertici X,Y e Z dell'insieme V:

d,<d,, +d,

In altre parole la distanza che intercorre da X @ @inore oppure uguale alla concatenazione delle
singole distanze che vanno da X ad Y e da Y a ZiB®acaturisce la seconda proprieta a noi utie ch
va sotto il nome di condizione di Bellman. Sia G#)Yun grafo orientato con funzione di costo w(e)
ed e(A,B) archi dell'insieme E di G. Per ogni aefé\,B) di E e per ogni vertice s di V, le distarizae

i vertici soddisfano la seguente disuguaglianza:

doa + W(A B) 2 dgg

Ricordiamo che abbiamo precedentemente esclusadaibilita di avere archi di costo o peso
negativo, infatti, senza questa ipotesi la propri&in € piu vera.

Se avessi gia le distanze oppure i pesi che imeneo tra ogni coppia di vertice potrei a questatpu
calcolare un albero minimo dei cammini. Tuttavipaatire da un vertice v del grafo G=(V,E) non si
conoscono a priori le distanze oppure i pesi daglhi che connettono il vertice v agli altri vertitel
grafo G. Gli archi allora sono solitamente inteathigsul loro peso, cio favorisce il calcolo delle
distanze fra i vertici. Tutti gli algoritmi di ricea di cammini minimi calcolano le distanze fraertici

per poi identificare i cammini minimi. Solitamense parte da una stima di tale distanza che viene
successivamente aggiornata quando si scoprono raaa gii altri vertici del grafo. L'aggiornamento
della stima prima citata consiste nel considerargartice v del grafo G=(V,E) ed un camming Si
procede quindi applicando la tecnica del rilassdamen

Molto brevemente, la tecnica del rilassamento &n&ideterminare una stima delle distanze e se trova
un cammino che non &€ minimo lo esclude e calcovamente le distanze. Tutto cid viene ripetuto
iterando il processo descritto piu volte:

if (Dxv+wlvy)< D, khenD, « D,, +wivy)

Molti algoritmi di ricerca dei cammini minimi diffescono essenzialmente per il modo in cui scelgono
il vertice v ed il camminaxy.
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13.2 Algoritmo di Djkstra

Abbiamo adesso tutti gli strumenti necessari alemiilazione del noto algoritmo di ricerca dei
cammini minimi, l'algoritmo di Djkstra implementa#dla fine degli anni 50! L’algoritmo fa uso della

condizione di rilassamento prima enunciata e prev&ssenza di archi di peso negativo e cicli di
costo negativi. L'algoritmo di Djkstra costruiscallbero T dei cammini minimi applicando (n-1) volte

il seguente passo:

Scegli un arco(u,v) con u appartenente all'insielaevertici V e v non appartenente all'insieme dei
vertici V che minimizzeDs+w(u,v), effettua il passo di rilassameridg«—Ds+w(u,v) e aggiungilo a
T.

Gli archi incidenti vengono tenuti in una coda qmiorita, infatti, la scelta dell’arco incidentedé
importanza cruciale per l'efficienza dell’algoritnth Djkstra. L’algoritmo di Djkstra &€ molto simile
all'algoritmo di Prim per il calcolo di un minimolkeero ricoprente. L’algoritmo sfrutta una
interessante proprieta delle distanze in un graopermette di estendere in modo goloso un alkero d
cammini minimi aggiungendo progressivamente angh)(estratti da una coda prioritaria in ordine di
Dsitw(u,v) crescente.

algoritmo Dijkstra(grafo G,vertice s) - albero

inizializza D tale che D sw=t=perv #se D(s)=0

T — albero formato dal solo nodo s

while (T ha meno di n nodi) do
trova I'arco (u,v) incidente su T con D sutw(u,v) minimo
D s «Ds,+w(u,v) (Tecnica del rilassamento)
Rendiu padredivin T

return T
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