Sintesi

Spazi vettoriali: I'insieme V' & uno spazio vettoriale sul campo K se & definita in V' un’operazione
interna di addizione in modo tale che la struttura algebrica (V,+) sia un gruppo commutativo,
cioe se

(1) u+ (v+w) = (u+v)+w per ogni u, v, w €V,

(g2) esiste I'elemento neutro 0 € V tale che v+ 0 =0+ v = v per ogni v € V,

(g93) per ogni elemento v € V esiste I'elemento —v € V tale che v + (—v) = (—v) + v =0,
(94)

E inoltre definita un’operazione esterna in V rispetto a IK in modo che le seguenti proprieta siano
soddisfatte:

v+ w=w+ v per ogni v, w € V.

p1) a(v+w)=av+awperognia e Kev, weV,

(p1)

(p2) (o +pB)v=av+ Pvperognia, fcKeveV,

(p3) (aB)v =a(fv) perognia, feKeveV,

(p4) per ogni v € V si ha 1lv = v, dove 1 & 'unita del campo K.

Lo spazio vettoriale IK™ & costituito dalle n-uple ordinate di elementi di K. Si puo dare a K"
struttura di spazio vettoriale su IK definendo addizione interna e prodotto esterno: se X =
(1,...,zn) e Y = (y1,...,Yn) sono due elementi di K" e o &€ un qualsiasi elemento di KK, si pone

X+Y:(x1+ylvaxn+yn)

aX = (azxy,...,ax,).

Spazi vettoriali di funzioni. Sia F(A,KK) linsieme delle applicazioni di A in K. Addizione e
prodotto esterno sono cosi definite, con f, g € F(A,K) e o € K:

(f +g)(a) = f(a) + g(a) per ogni a € A

(af)(a) = af(a) per ogni a € A.

Sistemi di generatori. In uno spazio vettoriale V' si considerino n vettori vy, ..., v,. Per ogni
n-upla di scalari il vettore di V ajv1 + ... + a,v, € detto combinazione lineare dei vettori vy,
., Up. Il sottoinsieme W di V costituito da tutte le possibili combinazioni lineari di tali vettori

¢ un sottospazio di V' ed & indicato con (v1,...,v,). Si dice che gli n vettori sono un sistema di
generatori per W.
Dipendenza lineare. Si dice che i vettori vy, ..., v, sono linearmente dipendenti su IK se esiste una

n-upla di scalari non tutti nulli tali che ocjvq + ... + anv, = 0, altrimenti si dicono linearmente
indipendenti.

Basi e coordinate di un vettore. L’insieme ordinato di vettori {vy...,v,} & una base di V, se
tali vettori sono linearmente indipendenti e se sono un sistema di generatori per V. Se B € una
base di V, scelto comunque un vettore v, esiste una n-upla di scalari tale che v = ayv1 + ... +
QpUp, in quanto B € un sistema di generatori per V. Inoltre, essendo i vettori di B linearmente
indipendenti, I'n-upla o ..., a, € unica. Gli scalari aq,...,a, si chiamano le coordinate o le



componenti di v sulla base B.
Base canonica di IK™. L’insieme C' = {e1,...,&,} costituito dai vettori di K"

812(1,0,...,0)
62:(0,1,...,0)

en=1(0,0,...,1)

¢ una base di IK", e prende il nome di base canonica, in quanto le coordinate del vettore (z1, ..., x,)
sulla base C' sono proprio 1, ..., Ty,.

TEOREMA 1: sia G = {v1,...,v,} un sistema di generatori per lo spazio vettoriale V(V #
{0}). Esiste allora un sottoinsieme di G che ¢ una base di V.

TEOREMA 2 (dello scambio): in uno spazio vettoriale V, siano {vi,...,v,} una base e

{wy,...,w,} un insieme di vettori linearmente indipendenti. Allora r < n.

Corollario 1: siano {v1,...,v,} e {wi,...,w,} due basi dello spazio vettoriale V.. Allora n = r.
Corollario 2: in uno spazio vettoriale V' siano: {v1,...,v,} un insieme di vettori linearmente
indipendenti, {wy,...,w,} una base di V, {uy,...,us} un sistema di generatori per V. Allora
r<n<s.

TEOREMA 3: Sia V uno spazio vettoriale di dimensione n e siano vy,...,v, n vettori di V
linearmente indipendenti. Allora {v1,...,v,} € una base di V.

TEOREMA 4: Siano V uno spazio vettoriale di dimensione n e W # {0} un suo sottospazio.
Allora W ha una base, si ha dimW < dimV e se dimW =dimV allora W = V.

TEOREMA 5: Siano V uno spazio vettoriale di dimensione n e vq,...,v, vettori linearmente
indipendenti di V. Esistono allora dei vettori vy41,...,v, tali che {v,...,v,} sia una base di V.
Applicazioni lineari. Siano V e W spazi vettoriali sullo stesso campo IK. Una applicazione lineare,
o anche un omomorfismo, di V in W & una applicazione L : V — W con le seguenti proprieta:

(i1) L(u+v) = L(u) + L(v) per ogni u, v € V,
(i2) L(au) = aL(u) per ognia € Keu e V.

Quando inoltre L & biiettiva si chiama un isomorfismo. Ogni spazio vettoriale V, il cui campo
sia K e avente su K dimensione n, € isomorfo a IK". Per ottenere un isomorfismo di V in

K™ ¢ sufficiente scegliere una base B = {v1,...,v,} di V e considerare I'applicazione L di V'
in K™ che associa a ciascun vettore di V' la sua n-upla di coordinate sulla base B. Quindi se
v = vy + ...+ v, poniamo L(v) = (ay,...,q,). L’applicazione ¢ biiettiva e si verificano le

proprieta (i1) e (i2).
Lo spazio Hom(V,W). L’insieme costituito da tutte le applicazioni lineari di V' in W si denota
con Hom(V,W). A tale insieme si pud dare la struttura di spazio vettoriale su K. Se infatti
(L+T)(v) = L(v)+T(v) e (aL)(v) = aL(v), si dimostra che (L+T)(u+v) = (L+T)(u)+(L+T)(v)
e che (aL)(u+v) = (aL)(u)+ (aL)(v), pertanto L+T e aL godono della proprieta (i1). Siccome
poi (L+T)(Au) = AL +T)(u) e (aL)(Au) = AN(aL)(u), L+ T e aL godono della proprieta (iz).
TEOREMA 1: siano V e W spazi vettoriali sullo stesso campo. Se {vy,...,v,} € una base di
V e{wy,...,w,} & un arbitrario insieme di vettori di W, esiste ed é unica lapplicazione lineare
L:V — W tale che L(vy) = w1, ..., L(v,) = wy.
Dimostrazione: sia u = ajvy + .. . + vy, il generico vettore di V' e consideriamo L : V' — W cosi
definita:

L(u) = cqwy + ... + apwny.

Si ha che L(v1) = wy, ..., L(v,) = wy. Inoltre L & lineare in quanto, se si indica con v =
B1v1 + ... + Brv, un generico secondo vettore di V', poiche le coordinate del vettore u + v sulla
base {v1,...,v,} sono (a3 + f1,...,a, + Bn), si ha

L(utv) = (a1+p1)wi+. . .+ (an+Fn)wn = (@rwi+. . .+anwn)+(Brwi+. . .+Bpwn) = L(u)+L(v).



Inoltre, se A € K, le coordinate di Au sulla base data sono (Aaj, ..., Aay,), ne segue
L(Au) = Aap)wy + ... + (Aap)w, = AMaqwy + ... + apwy) = AL(u).

Per 'unicita di L, se T' & una qualsiasi applicazione lineare di V' in W tale che T'(v1) = wy, ...,
T (vy) = wy, per ogni vettore u = ajvy + ... + ayvy, si ha

T(u) =T(avy + ...+ apvy) =T (v1) + ... + o, T(v,) = cqwy + ... + awy, = L(u),

e quindi T = L.

Nucleo e immagine di una applicazione lineare. Siano V e W spazi vettoriali sullo stesso campo
K ed L una applicazione lineare di V' in W. Si chiama nucleo di L, e si denota con ker L, I'insieme
dei vettori di V la cui immagine in L & il vettore nullo di W: ker L = {v € V|L(v) = 0}. Nel
caso di una applicazione lineare, il sottoinsieme L(V') di W si denota con Im L: Im L = {w €
W|L(v) = w per qualche v € V'}. Come immediata conseguenza della linearita di L, si mostra che
ker L e Im L sono sottospazi di V e W rispettivamente. Se infatti si scelgono arbitrariamente v,
vo Eker Le a € K, da L(vy +v9) = L(vy)+L(v2) =040 =0e L(avy) = aL(vy) = a0 = 0, segue
che v1+v5 e awy sono ancora vettori di ker L. Analogamente se wy e ws sono due qualsiasi elementi
diIm L e g €K, postow; = L(uy) e we = L(uz), si ha wy +we = L(uy) + L(ug) = L(us +u2) e
Pwy = BL(u1) = L(Buy), quindi wy + we e Sw; sono vettori di Im L. Il nucleo dell’applicazione
lineare L da informazioni sulla iniettivita di L, precisamente: L ¢ iniettiva se e solo se ker L = {0}.
Infatti, essendo ker L un sottospazio di V, si ha 0 € ker L, cio¢ L(0) = 0. Se L ¢ iniettiva, ker L
non pud contenere alcun vettore v # 0 altrimenti L(v) = L(0). Viceversa se ker L = {0} e v, w
sono due vettori di V tali che L(v) = L(w), da L(v) — L(w) = L(v —w) = 0 segue che v —w & un
vettore di ker L, quindi v — w = 0 cioé v = w. Nel caso che L sia iniettiva, questa muta vettori
linearmente indipendenti di V in vettori linearmente indipendenti di W. Se infatti v, ..., v, sono
vettori di V' linearmente indipendenti e a1, . . ., o, sono scalari tali che oy L(vy)+. . .+, L(v,) =0,
si ha L(cqvy + ... + apvy) = 0, quindi aqvy + ... + v, ¢ un vettore di ker L. Ma essendo L
iniettiva, ker L contiene il solo vettore nullo di V, ne segue ajvy + ... + a,v, = 0 e, poiche i
vettori vq,...,v, sono linearmente indipendenti, si ha a; =0 per ogni i =1,...,n.
TEOREMA 2: siano V e W spazi vettoriali di dimensione finita sullo stesso campo. Per ogni
applicazione lineare L di V in W si ha

dimV =dimker L +dimIm L.

TEOREMA 3: siano V e W spazi vettoriali di dimensione finita sullo stesso campo K. V e W
sono isomorfi se e solo se dimV = dim W.

Dimostrazione: supponiamo che L sia un isomorfismo di V in W. Essendo L iniettiva si ha
ker L = {0}, ed essendo L suriettiva si ha Im L = W. Dal teorema 2 segue allora dim V' = dim W.
Viceversa, se dimV = dimW = n, gli spazi V e W sono isomorfi a K". Esistono quindi un
isomorfismo L : V — W ed un isomorfismo T' : W — K", I'applicazione T~'L & allora un
isomorfismo di V' in W.

Spazi vettoriali di matrici. Una matrice m X n a elementi in IK ¢ un insieme di mn elementi di K
disposti su m righe e n colonne nel modo seguente:

ail a12 Aln

a21 a22 a2n
A= .

Aml Am2 ... Amn

Dimensione di My, x,(IK). Lo spazio vettoriale M,,x,(IK) ha dimensione mn, infatti una sua base
e costituita dalle seguenti matrici, con le stesse peculiarita della base canonica:

10 ... 0 01 ... 0 00 ... 0

00 ... 0 00 ... 0 00 ... 0
En = R : , Bz = : .. : y oo B =



Infatti A = a1 E11 + aoE12 + ... + @pnEmn
Prodotto righe-colonne. Si definisce prodotto righe-colonne delle matrici A e B la matrice m x r

su K
ABY ... ABT

AB = : . :
A,B' ... A,B"
L’elemento di posto (7, 7) della matrice AB & quindi

n
A; Bl = ailblj +...+ ambnj = Z aihbhj.
h=1

Il prodotto righe-colonne gode di alcune proprieta:

(1) (AB)C = A(BC). Siano infatti A = (a;;), B = (bij), C = (c;ij). La riga i-esima della
matrice AB & il vettore di K" (A;B',..., A;B"), mentre la colonna j-esima della matrice
BC ¢ il vettore di K" (B1CY,...,B,C7). Cid premesso, I'elemento di posto (i,;) della
matrice (AB)C e

(AZ'BI, c. ,AZ’BT)Cj = (a,-lbll + ...+ ambnl)clj + ...+ (a,-lblr +...+ ambnn)cm— =

ail(buclj + ...+ blrcrj) + ...+ am(bnlclj + ...+ bnrcrj) = Ai(Blcj, ... ,BnC’j),
che & 'elemento di posto (i, j) della matrice A(BC).

(2) A(B+C)=AB+ AC.
(3) («¢A)B = a(AB) = A(aB).
(4) (AB)t = B'A.

(5) Una matrice quadrata A si dice invertibile se esiste B (quadrata, dello stesso ordine) tale che
AB = BA = I,.

Applicazioni lineari e matrici. Siano V e W spazi vettoriali su K di dimensione n e m. Fissate a
piacere una base B = {v1,...,v,} di V e una base B’ = {w1, ..., w;} di W, ad ogni applicazione
lineare L : V — W si puo associare una matrice m x n nel modo seguente: se

L(Ul) =Wy + ... + 1wy

L(vy) = aqpwy + . .. + appwm,

si associa a L la matrice
11 oo Oqn

ME (L) =
Am1l - Omp

In virtu del teorema 1 sulle applicazioni lineari, esiste una e una sola L : V — W tale che A sia
la matrice di L rispetto alle basi B e B’.

TEOREMA 1: siano V e W spazi vettoriali su K di dimensioni rispettive n ed m. Fissate le
basi B di V e B’ di W, Uapplicazione L — M (L) é un isomorfismo di Hom(V,W) in M, (K).
Una conseguenza di questo isomorfismo ¢ che lo spazio vettoriale Hom(V, W) ha la stessa dimen-
sione di M, (IK), cioé mn.

TEOREMA 2: siano V e W spazi vettoriali su I di dimensioni rispettive n ed m. Siano L
un’applicazione lineare di V in W e A una matrice m x n su K. Fissate le basi B di V e B’ di



W, A ¢é la matrice di L rispetto alle basi B e B se e solo se L(v)g = Avg per ogni v in V.

Dimostrazione: siano B = {v1,...,v,}, B' = {w,...,wn} e
ail ce. Qlp
A=
aml .- Amn

Se A ¢ la matrice di L rispetto alle basi B e B’, comunque si consideri un vettore v = aqv; +
...+ apv, di V, si ha

L(w) =a1L(v1)+ ...+ apL(vy) = aq(apqwy + ... + amiwm) + . .. + ap(a1awy + . .. + GmpW,) =

(a1100 + ... + amrop)wy + ...+ (am1a + - .+ Q) Wi,

pertanto L(v)p = Avp. Viceversa, se quest’ultima ¢ soddisfatta per ogni vettore v di V, si ha in
particolare per ognii = 1,...,n, L(v;) B’ = A(v;)p = A’ = A’, dove ¢’ ¢ la colonna i-esima della
matrice I,, e A® & la colonna i-esima della matrice A. Ne segue che A & la matrice di L rispetto
alle basi B e B'.

Nel caso in cui A sia la matrice di L rispetto alle basi canoniche di K™ e K™, per ogni vettore
colonna X € K" si puo scrivere L(X) = AX.

Matrice di una applicazione lineare composta. Siano U, V', W spazi vettoriali sullo stesso campo
e siano E, E', E” loro basi rispettive fissate ad arbitrio. Date due applicazioni lineari L : U — V
eT :V — W, consideriamo ’applicazione lineare composta T'L : U — W e le matrici

A= ME.TL), B=ME.(T), C=MEL).

Dalla proprieta associativa (1) del prodotto righe-colonne e dal teorema 2 segue A = BC'. Per
ogni vettore u € U si ha infatti

ME(T)ME (L)up = ME(D)ME (L)ug] = ME/(T)L(u) g = TL(u)gr.

Quindi, sempre per il teorema 2, ME,(TL) = ME,(T)ME,(L).

Matrice del cambiamento di base. Consideriamo uno spazio vettoriale V' di dimensione n sul
campo K e due basi di V E ed E’. Essa ¢ invertibile e la sua inversa ¢ la matrice MZ,(id) del
cambiamento di base da E’ a F, in quanto

ME (id)ME' (id) = ME, (id) = I,,
ME (id)ME (id) = ME(id) = I,,.

Determinante di una matrice. Ad ogni matrice quadrata A, ad elementi in un fissato campo I, si
puo associare un elemento di K detto il determinante di A e denotato con D(A) oppure det(A).
TEOREMA 1: esiste una applicazione D : My, (IK) — K tale che le sequenti proprieta siano
soddisfatte.

(dy) Se la k-esima colonna della matrice A ¢ somma di due vettori colonna, A¥ = B¥4+C*, allora
D(A',...,BF 4+ CF, ..., A" = D(A',... Bk ... A"+ D(A', ... ,Ck ... A").

(do) Se A € K, allora D(AY,... NAF ... A" = AD(A',... Ak ... A").

(d3) Se nella matrice A due colonne contigue A¥ e AF*1 (1 < k < n — 1) sono uguali, allora
D(A) =0.

(ds) D(I) = 1.



Il teorema precedente fornisce anche la formula per il calcolo di una matrice quadrata di ordine n,
riconducendolo al calcolo di determinanti di matrici quadrate di ordine n — 1, ovvero lo sviluppo
di Laplace secondo gli elementi della riga i-esima:

D(A) = (=)™ agD(An) + ... + (=) D(Ain),

dove Aj; & la matrice (n—1) x (n—1) che si ottiene da A sopprimendo la riga i-esima e la colonna
j-esima di A.
La funzione determinante gode di alcune ulteriori proprieta:

(ds) Se mella matrice A si scambiano di segno due colonne contigue il determinante di A non
cambia di segno.

(ds) Se la matrice A ha due qualsiasi colonne uguali, allora D(A) = 0.

(d7) Siano A* e A" due colonne distinte di A e sia \ uno scalare. Se la colonna A¥ si sostituisce
con la colonna A* + A" il determinante non cambia.

TEOREMA 2: ['applicazione D : My x,(K) — K soddisfacente le proprieta (dy), ..., (dy) é
unica.

TEOREMA 3: sia A = (a;j) una matrice n x n, allora D(A) = D(A").

TEOREMA 4: siano A = (a;;) e B = (b;;) matrici n x n. Allora D(AB) = D(A)D(B).
TEOREMA 5: sia A una matrice quadrata di ordine n. Se A é invertibile allora D(A) # 0 e
D(A™Y) = D(A)~ L.

TEOREMA 6: sia K un campo. Se i vettori colonna A',..., A" di K sono linearmente dipen-
denti allora D(A',... A") =0

TEOREMA 7: sia A una matrice n x n su K. Le sequenti proprieta sono equivalenti:

(p1) D(A) #0.
(p2) Le colonne di A (o le righe di A) sono vettori di K™ linearmente indipendenti.
(p3) La matrice A ¢é invertibile.

Dimostrazione: se D(A) # 0 i vettori colonna A!,..., A" della matrice A devono essere linear-
mente indipendenti per il teorema 6, quindi (p;) implica (p2). Supponiamo ora vera la (p2). In
questa ipotesi l'insieme B = {A',..., A"} ¢ un insieme di n vettori linearmente indipendenti di
K" quindi B & una base di K". Detta C la base canonica di K" si ha subito A = MZ(id), e le
matrici di cambiamento di base sono invertibili, dunque (p3) implica (p3). Che (p3) implichi (p;)
e stato dimostrato con il teorema 5, pertanto le proprieta (p1), (p2), (p3) sono equivalenti.
Sistemi di Cramer. Un sistema lineare di m equazioni in n incognite ¢ detto un sistema di Cramer
se m = n e la matrice del sistema ha determinante diverso da 0.

TEOREMA 1: sia 1A' +...+x,A™ = B un sistema di Cramer. Esiste allora una ed una sola
soluzione del sistema. Essa €, per j =1,...,n,

D(AY,...,B,..., A")

xij =

dove (A',...,B,..., A") ¢ la matrice che si ottiene da A = (A',..., A™) sostituendo la colonna
AJ con la colonna B.

Dimostrazione: La matrice A del sistema € una matrice n X n con determinante diverso da
0. Le sue colonne sono quindi vettori di K™ linearmente indipendenti, ed essendo n, sono una
base di IK". Il vettore B si puo allora esprimere in uno ed in un sol modo come combinazione
lineare dei vettori A',..., A”. Cido mostra che esiste una ed una sola soluzione del sistema. Sia
essa (z1,...,7,) e calcoliamo il determinante della matrice (A',... B,..., A"), ottenuta da A
sostituendo A7 con B:

D(A, ... B,...,A")=D(A',... ;A  + ..+ z, A", ... A") =



o1 D(AY AN LAY DAY AT A L a, D(AY LA A,

Ma queste matrici hanno tutte due colonne uguali, eccetto la j-esima che ¢ la matrice A, ne segue
D(AY,...,B,...,A") = 2;;D(A), e quindi la soluzione del sistema ¢ quella indicata nell’enunciato.
TEOREMA 2: sia A = (a;;) una matrice mxn suK, allora dim(Ay, ..., Ay,) = dim(A4!,..., A").
Si chiama rango o caratteristica di A, e si indica con rang A, la dimensione su K del sottospazio
di K™ generato dai vettori riga e del sottospazio di K™ generato dai vettori colonna di A. Si
puo dire che il rango di A ¢ il massimo numero di righe e il massimo numero di colonne di A
linearmente indipendenti.

TEOREMA 3: il rango di una matrice A ¢ l'ordine massimo dei minori di A aventi determi-
nante diverso da 0.

TEOREMA 4: un sistema lineare omogeneo a coefficienti nel campo K ammette sempre soluzioni.
Se r ¢ il rango della matrice del sistema ed n ¢ il numero delle incognite, le soluzioni del sistema
costituiscono un sottospazio di IK™ di dimensione n — .

Dimostrazione: siano m il numero delle equazioni del sistema e A = (A!,..., A") la matrice
dei coefficienti. Consideriamo l'applicazione lineare L : K" — K™ definita da L(z1,...,x,) =
r1 Al + ...+ 2,A". L’insieme S delle soluzioni & l'insieme dei vettori X = (z1,...,2,) di K"
tali che L(X) = 0, ne segue S = ker L. Pertanto S & un sottospazio di K" e il vettore nullo di
K" & sempre una soluzione del sistema. Si ha inoltre Im L = (A',..., A") quindi si puo scrivere
dim K" = dim S + dim(A*, ..., A"), cioe dim S =n — 7.

TEOREMA 5 (di Rouché-Capelli): il sistema lineare 1A 4.+ 2, A" = B ammette soluzioni
se e solo se rang(Al,... A") = rang(A',... A" B).

Dimostrazione: se i ranghi delle due matrici sono uguali, allora B € (A!,..., A"), e quin-
di esistono soluzioni del sistema. Viceversa, se il sistema ha soluzioni il vettore B appar-
tiene allo spazio vettoriale (A!,..., A"), si ha pertanto (A!,... A", B) = (Al ... A", cioe
rang(Al,..., A") = rang(Al,..., A", B).

Sia 1A' +...4+2,A™ = B un sistema lineare non omogeneo. Si chiama sistema ad esso associato
il sistema lineare omogeneo 1A' + ... 4+ 2, A" = 0. Denotiamo con S Iinsieme delle soluzioni
del primo sistema e con Sy lo spazio delle soluzioni del secondo. Supponiamo inoltre S # () e sia
X una soluzione di S fissata ad arbitrio. Si ha allora

S={Y eK"Y=X+4UconU € Sy}

Sia infatti L : K" — K™ Dapplicazione lineare L(z1,...,7,) = 1A' + ... + 2,4A". Se Y ¢&
un qualsiasi elemento di S, da L(Y) = B e L(X) = B segue L(X) — L(Y) = L(X —-Y) =0,
pertanto il vettore Y — X & un vettore di ker L = Sj. Viceversa, per ogni elemento U di Sy, si ha
L(X+U)=L(X)+L(U) = L(X) = B, quindi X +U appartiene a S. L’applicazione U — X +U
¢ una biiezione di Sy in S, ed & solo in tal senso che si dice che anche S ha la dimensione di Sy.
Si puo semplicemente scrivere S = X + 5.



