Esonero di Analisi Matematica I (A)

Ingegneria Gestionale, 16 dicembre 1998
(Michele Campiti)

Si determinino le soluzioni della seguente equazione:

= (50

e le si rappresentino geometricamente nel piano complesso.

Dire come sono disposte geometricamente nel piano complesso le
4/.
Vi

Calcolare il seguente limite:

arctg( 1+\/§—1> log =
lim )
z—0 v1—cosx

Dire quale dei seguenti limiti ha significato (motivando la risposta):

iy 2csen (Vx + 1)7 lim arcseny/r
z—1 log \/5 z—1 log (\/E + 1)

e in tal caso calcolarlo.

Dire per quali valori di z € R la seguente serie é convergente:

_l’_

o
4™ arcsen™x
—————— senuz.
7-(-"1

3
I
—_

Calcolare la somma (se possibile) per x = 7/6.



Esonero di Analisi Matematica I (B)

Ingegneria Gestionale, 16 dicembre 1998
(Michele Campiti)

Si determinino le soluzioni della seguente equazione:

- (i—\/§)3

e le si rappresentino geometricamente nel piano complesso.

Dire come sono disposte geometricamente nel piano complesso le
vV —1

Calcolare il seguente limite:

arcsen (eﬁ — 1)
lim .
z—0 (\/1 +x— 1) log

Dire quale dei seguenti limiti ha significato (motivando la risposta):

. Vr—2+1 . V=1
lim ——, lim
z—1log (v/r —1) z—1 log \/x

e in tal caso calcolarlo.

Dire per quali valori di z € R la seguente serie é convergente:

=X 2m (2arccosz — )"

COos .
T
n=1

Calcolare la somma (se possibile) per x = 7/6.



Esonero di Analisi Matematica I (A)

Ingegneria Edile, 17 dicembre 1998
(Michele Campiti)

Si determinino le soluzioni della seguente equazione:

J (V31

z =
1++/3i

e le si rappresentino geometricamente nel piano complesso.

Dire come sono disposte geometricamente nel piano complesso le
V—1.

Calcolare il seguente limite:
(esen (1/vVz) _ 1) log
lim .

z—-+Foo (2 arctgm)
log | —————
7

Dire quale dei seguenti limiti ha significato (motivando la risposta):

arcsen(1 + z) log x . arcsen(log(1 + x))
im ) im
x—0 log(arcsen(1 + x)) x—0 log(arcsen(1 + x))

e in tal caso calcolarlo.

Dire per quali valori di x € R la seguente serie é convergente:
+oo
> (1" log"(e” +1)

n=0

e calcolarne la somma.



Esonero di Analisi Matematica I (B)

Ingegneria Edile, 17 dicembre 1998
(Michele Campiti)

Si determinino le soluzioni della seguente equazione:

J (V3i+ 1)
V3 +i

e le si rappresentino geometricamente nel piano complesso.

z =

Dire come sono disposte geometricamente nel piano complesso le

3

Calcolare il seguente limite:

T—+00 ) 2 — g2
8 1 — 22

Dire quale dei seguenti limiti ha significato (motivando la risposta):

| log(— log(1 log(1 —
lim og z + log( 90)7 lim og(1+ ) log( x)

z—0 10g2 T xz—0 log(l — 1‘2)

e in tal caso calcolarlo.

Dire per quali valori di z € R la seguente serie é convergente:

= 4" arcsen"w
2 ()
n=0

e calcolarne la somma.



Soluzione esonero di Analisi Matematica I (A)
Ingegneria Gestionale, 17 dicembre 1998

1. In forma trigonometrica si ha /3 +i = 2(cos7/6 + isen7/6) e quindi
(V3+ i)3 = 8(cosm/2 + isenn/2) = 8i. Pertanto le due radici sono date da

21 = 2V2(cos /A +1isenm/4) = 2421, 2o = 2v/2(cos br/4+isen 5w /4) = —2 — 2i.

2. Le radici v/i costituiscono i vertici di un quadrato sulla circonferenza di
centro origine e raggio 1 e uno dei vertici ha argomento uguale a 7 /4.

3. Utilizzando i limiti notevoli, si ha

arctg («/14—\/5—1) log = arctg <\/1+\/5—1> Mtz -1
lim = lim X
2—0 V1 —cosx z—0 V1i+yr—1 VT

x2  logx 1
/ =1-2.v2 - (—0) = —o0.
V1 cosa ﬁ) 2 V2 (—o0) >

4. 1l primo limite non ha significato in quanto il punto 1 non é di accumu-
lazione (infatti ’argomento dell’arcoseno deve essere minore o uguale di 1 e quindi
il numeratore é definito solo in 0). Per quanto riguarda il secondo limite si ha

arcseny/r arcsenl s
im = = :
z—1log (v/z + 1) log 2 2log 2

5. Poiché il fattore senxz non dipende da n, la serie si pud scrivere
n . .

senz > (W%) e tenendo presente che la serie geometrica converge se

e solo se la sua ragione é compresa tra —1 e 1, la serie assegnata risulta convergente

se e solo se —1 < LA 1 quindi per —7/4 < arcsenz < /4, da cui

V2 V2
<< .
5 STS

Nel punto 7/6 la serie é pertanto convergente e la sua somma é data da

T 1 1 T arcsen =

SEN — ﬁ—l == = —1 :2 6 .
6 | 2arcseng 2 \m—4arcsen g 7 — 4arcsen ¢
™




Soluzione esonero di Analisi Matematica I (B)
Ingegneria Gestionale, 17 dicembre 1998
1. In forma trigonometrica si ha i — /3 = 2(cos57/6 4 isen 57/6) e quindi
(i- \/3)3 = 8(cos b /2 + isenbmw/2) = 8i. Pertanto le due radici sono date da

21 = 2V2(cosm/4+1isenn/4) = 2421, 2y = 2v/2(cos 5m/4+isen br/4) = —2 — 2i.

2. Le radici v/—1 costituiscono i vertici di un triangolo equilatero sulla
circonferenza di centro 'origine e raggio 1 e uno dei vertici ha argomento /3.

3. Utilizzando i limiti notevoli, si ha
arcsen <e\/5 — 1)
lim
z—0 (\/1 +x— 1) log
y arcsen (e\/E — 1) VT _q T 1 - 1
T o eve — 1 vV J1+z-—1+zlogz xli%\/%logx'

Tenendo presente che la funzione é negativa in un intorno (destro) di 0 e che il
limite della sua reciproca ¢ 0, il limite richiesto é uguale a —oo.

4. 1l primo limite non ha significato in quanto il punto 1 non é di accumu-
lazione (infatti ’argomento della radice al numeratore é definito solo per x > 2).
Per quanto riguarda il secondo limite si ha

Vi1 VTEy-1 VIity-—1

lim =lim ————— = lim =
z—1 log\/x  y=0logy/T+y v—0log(l+ (VI+y—1))
5 Poiché il fattore cosx non dipende da n, la serie si pud scrivere

n
2 (2 - : .
cosz 3.9 (M) e tenendo presente che la serie geometrica converge

se e solo se la sua ragione é compresa tra —1 e 1, la serie assegnata risulta conver-
gente se e solo se —1 < Wrw < 1, quindi per /4 < arccosx < 3w /4, da

cul \/5 \/ﬁ

T <r< .
7 TS

Nel punto 7/6 la serie é pertanto convergente e la sua somma é data da

1
cosz -1

6 2 (2 arccos %—ﬂ')

us

1—
\/§ s s
2 T—2 (2 arccos = —7r) areeo 6 T

6




Soluzione esonero di Analisi Matematica I (A)
Ingegneria Edile, 17 dicembre 1998

1. In forma trigonometrica risulta
V3 +i=2(cosm/6 +isenn/6), 1+ V3i=2(cosn/3+isenn/3)
e pertanto (V3 + i)8 = 256(cos4m/3 +isendn/3) da cui

(V3+1i)°
14+ +3i

Quindi le radici richieste sono date da:

= 128(cosm +isenm) = —1.

21 = 2(4/§(COSE +isen z) = 2V2 4+ 2V/2i,

4 4
4 3T . 3m 4 4/ -
29 = 2\/§(Cos T + isen Z) = —2v2+ 2\/51,
4 57T . 57T 4 4 .
73 = 2V/8(cos T + isen Z) = 2v/2 — 2v/2i,
4 s . T 4 4/ -
24 = 2v/8(cos T + isen Z) = —2v2 — 2V2i.
2.  Le radici quarte di —1 costituiscono i vertici di un quadrato sulla cir-

conferenza di centro l'origine e raggio 1 e con i vertici sulle bisettrici degli assi
coordinati.

3. Utilizzando i limiti notevoli si ha

oSen (1/\/5) —1) logx sen (1/+/x
lim ( ) — lim & (/v2) _1sen(1/ﬁ)><

z—-+Foo log (2 arctg:c) z—+oo  sen (1/y/) 1/\x
7T

2arctgx 1 1
— og T . log
. 2 arctg x Vo (REdEr 1) :ngg-loo\/f (2arctgxr — )
log<1—|—(7—1>> Q
T
Posto y = arctgx nell’ultimo limite e osservato che y — m/27, si ottiene
logtgy

mlimy,_ 7 /9- Tay o= da cui, posto ancora u = m/2 — ¥, si ha u — 07 e tenendo
presente che cosu — 0 e logcosu — 0 per u — 0, si ottiene

g e T .. senu 1 7 .. logsenu
——=% = —— lim —logsenuy/———= = - lim ———— = —o0.
u—0t |/SBU 9y, 2 u—0+ u Ju  2u—0t  Ju

sen u



4. 1l primo limite non ha significato in quanto il punto 0 é di accumulazione
solo a sinistra per la funzione arcosen (1 + x) e solo a destra per la funzione log x.
Per quanto riguarda il secondo limite si ha

arcsen(log(1 + x)) 1 .
200 log(arcsen(l + x))  m/2 220 arcsen(log(l + 7))

5. Si tratta della serie geometrica 3" 7°° (—log(e® +1))" che converge per
—1 < —log(e® +1) < 1, cioé per e~! < e® +1 < e e quindi per

log(e™! — 1) < z < log(e — 1).

Per tali valori di z, la somma é data da

1
1+log(e* +1)




Soluzione esonero di Analisi Matematica I (B)
Ingegneria Edile, 17 dicembre 1998

1. In forma trigonometrica si ha v/3i + 1 = 2(cosm/3 4 isen7/3) e
V3 +1 = 2(cosw/6 + isenn/6). Quindi (v3i+ 1)5 = 32(cos57/3 + isen5m/3)

€ conseguentemente

(V3i+1)°
V3 +i

Le radici terze richieste sono date da

= 16(cos 3w/2 + isen 3m/2).

21 = 2V/2(cos /2 + isenw/2) = 2V/2i,

79 = 2V/2(cos T /6 + isen T /6) = —v/2 — V/2V/3i,
23 = 2V/2(cos 117/6 4 isen 117/6) = v/2 — v/2/3i.

2. Le radici +/—i costituiscono i vertici di un triangolo equilatero sulla
circonferenza di centro l'origine e raggio 1 e uno dei vertici ha argomento uguale a
/2.

3. Utilizzando i limiti notevoli, si ha

(e_1+\/m—1> log (e_1+\/m—1)
e o (2_952) B S/ s g s

1— 22

2 — 12

R RViES VL =2 log 2

1/x 2 — 22 2 — 22
s (125 1))+ (=5 )

1 . (1—-2%logz
=—- lim —F— = —00.
2 z—+o0 x

X

4. 1l primo limite non ha significato in quanto il punto 0 é di accumulazione
solo a destra per la funzione log x e solo a sinistra per la funzione log —z (quindi la
funzione non ¢ definita in un intorno di 0). Per quanto riguarda il secondo limite si
ha

y log(1 + x) log(1 — z) . log(1+x) log(1 — )
im = lim
z—0 log(l — .T2) z—0 log(l + {L‘) + 10g(1 — ZE)
1

=0.

= lim T
z—0

1
log(1—=x) + log(14x)




o n
o0 (—Aaresenz)™ che converge per

< 1 e quindi per —7/4 < arcsenz < w/4. Pertanto la serie
V-

5. Si tratta della serie geometrica
-1 < __4arcsenzx

converge per e per tali valori di z la sua somma é data da

1 T

1 4 darcsens 74 Jarcsens’




Esonero di Analisi Matematica I (A)

Ingegneria Edile e Gestionale, 27 gennaio 1999
(Michele Campiti)

Si calcoli I'integrale:

/1/2 2 +1
dx.
o (z—=1)2*(x+1)

Si studi I'integrabilita della funzione:

“+o0
sen (mx)

Si studino la derivabilita ed i massimi e minimi relativi ed eventualmente as-
soluti della funzione:

xr— 2
x2 -1

f(z) = log



Soluzione (A)

1. Siimpone

22 +1 A N A +d Y0
(x—12@x+1) -1 2z+1 dz\z—1
e si ottiene il sistema
A1+A2:15
{2142-1-70:0,
—A1 4+ Ay — 7y =1,
da cui si ricava A1 = 1/2, Ay =1/2 e 79 = —1. Pertanto
12 24 1 1 1 1Y V3
de = | =1 —1 -1 1] — —— =log — + 3.
/0 12+ {2 ogle — 1]+ 7 loglz +1| 1], ®a T

2. L’integrabilita della funzione va studiata in intorni dei punti 0, 1 e +oc.

Nel punto 0, la funzione sen 7z é un infinitesimo di ordine 1 mentre il logaritmo
¢ un infinito di ordine arbitrariamente piccolo. Quindi la funzione risulta essere un
infinitesimo in 0 ed é pertanto integrabile in un intorno di tale punto.

Nel punto 1, le funzioni sen7z e logx sono infinitesime di ordine 1 mentre
|z —1/%/2 é un infinitesimo di ordine 5/2. Si conclude che la funzione é un infinito di
ordine 1/2 ed é assolutamente integrabile in un intorno di 1 per il criterio sull’ordine
di infinito.

Nel punto +o0, la funzione log z/|x —1 ¢ un infinitesimo di ordine minore di
5/2 ma maggiore di 5/2 —e per ogni € €]0,5/2[. Considerando, ad esempio, ¢ = 1/4
si ottiene un infinitesimo di ordine maggiore di 5/4 > 1 e quindi I'integrabilita per
il criterio sull’ordine di infinitesimo. Poiché risulta

|5/2

sen (7x)
|z — 1]5/2

log

< =
= o —15/2

log

in un intorno di +o00, si conclude per il criterio di confronto che anche la funzione
assegnata é assolutamente integrabile in un intorno di 4o0.

Poiché la funzione risulta assolutamente integrabile in intorni di 0, 1 e 400,
I'integrale improprio assegnato ¢ assolutamente convergente e quindi convergente.

3. La funzione é definita in R \ {—1,1,2}. Nei punti +o00 l'argomento del
logaritmo tende a 0 e quindi la funzione tende a —oo. Quindi f non é limitata
inferiormente e non pud essere dotata di minimo assoluto. Analogamente, nei punti
+1, ’argomento del logaritmo tende a 400 e quindi la funzione tende a +o00. Quindi
f non é limitata superiormente e non pué essere dotata di massimo assoluto. (A
questo punto il comportamento nel punto 2 é irrilevante anche se in tale punto la
funzione tende a —c0.)



La funzione é derivabile in tutto I'insieme di definizione, e poiché tutti i punti
dell’insieme di definizione sono interni, gli eventuali punti di massimo e di minimo
relativo sono tutti soluzioni dell’equazione f’(x) = 0. Per ogni x € R\ {-1,1,2}

risulta
x2—1 22 —-1-—222+ 4z 2 —dx+1

fo) === @2-12  (@-2@z-1)

e si ha f/(z) = 0 nei punti z; = 2 — V3 e 5 = 2+ /3. Dallo studio del segno di
f" segue che (2 — v/3,log(v/3/(4v/3 — 6))) é un punto di minimo relativo, mentre
(2 ++/3,log(v/3/(6 + 44/3))) é un punto di massimo relativo per f.



Esonero di Analisi Matematica I (B)

Ingegneria Edile e Gestionale, 27 gennaio 1999
(Michele Campiti)

Si calcoli I'integrale:

V2 2249
/ dx.
o (z—1)
Si studi I'integrabilita della funzione:

+oo

1—

/ 7COS(7T$) log 2z dzx.
0 2z — 1|7

Si studino la derivabilitd ed i massimi e minimi relativi ed eventualmente as-

soluti della funzione:
Fla) = log £
z) = lo )
#\Je 2




Soluzione (B)

1. Siimpone

2 +1 A d (70—1—713;)

(z—13 z—1 " dz \(z—1)2

e si ottiene il sistema

A=1,
{—2A+71:0,
A_270:17
da cui si ricava A =1, 79 = 0 e 7y = —2. Pertanto
2 a2 N 1
de = |1 — 1| - — = log = — 4.
e {Og"’” e, T

2. L’integrabilitd della funzione va studiata in intorni dei punti 0, 1/2 e +oc.

Nel punto 0, la funzione 1 — cos7z é un infinitesimo di ordine 2 mentre il
logaritmo ¢é un infinito di ordine arbitrariamente piccolo. Quindi la funzione risulta
essere un infinitesimo in 0 ed é pertanto integrabile in un intorno di tale punto.

Nel punto 1/2, la funzione 1 — cos 7w non é infinitesima né infinita, la funzione
log 2z ¢ infinitesima di ordine 1 mentre |2z — 1|™ é un infinitesimo di ordine 7. Si
conclude che la funzione é un infinito di ordine m — 1 e pertanto, per il criterio
sull’ordine di infinito, non é assolutamente integrabile. Precisamente, l'integrale
improprio é divergente positivamente in un intorno destro di 1/2 e negativamente
in un intorno sinistro di 1/2.

Per completezza, si osserva che nel punto +o0o, la funzione log2z/|z — 1|™ é
un infinitesimo di ordine minore di 7 ma maggiore di ™ — & per ogni ¢ €]0, 7.
Considerando, ad esempio, ¢ = 1/10 si ottiene un infinitesimo di ordine maggiore di
m —1/10 > 1 e quindi 'integrabilitd in un intorno di +oc per il criterio sull’ordine
di infinitesimo. Poiché risulta

log 2x

1 — cos (mx)
|z — 1

log2x| <
T
in un intorno di 400, per il criterio di confronto anche la funzione assegnata é
assolutamente integrabile in un intorno di +oc.

3. La funzione é definita in | — oo, —1[U]1, 2[U]2, +00|. Nei punti +1, 'argomento
del logaritmo tende a 0 e quindi la funzione tende a —oco. Quindi f non é limitata
inferiormente e non pué essere dotata di minimo assoluto. Analogamente, nei punti
+o00, 'argomento del logaritmo tende a 400 e quindi la funzione tende a +oc.
Quindi f non é limitata superiormente e non pué essere dotata di massimo assoluto.
(A questo punto il comportamento nel punto 2 é irrilevante anche se in tale punto
la funzione tende a +00.)



La funzione é derivabile in tutto l'insieme di definizione, e poiché tutti i
punti dell’insieme di definizione sono interni, gli eventuali punti di massimo e
di minimo relativo sono tutti soluzioni dell’equazione f’(z) = 0. Per ogni
| — 00, —1[U[1, 2[U]2, +00] risulta

|z =2 2]z — 2| — Z=2L(22 — 1) 22 —dx 41

x? -1 |z — 2|2 (2 —2)(22 - 1)

f'(@)

e si ha f'(x) = 0 solamente nel punto z; = 2 + /3 (il punto 3 = 2 — v/3 non
appartiene all’insieme di definizione. Dallo studio del segno di f’ segue che (2 +
V3,log(2v/3 + 4)) é un punto di minimo relativo per f.



Esonero di Analisi Matematica I (C)

Ingegneria Edile e Gestionale, 27 gennaio 1999
(Michele Campiti)

Si calcoli I'integrale:
1
r—1
———dx.
/o @ +12 "

Si studi l'integrabilita della funzione:

1T 1 —sen (rx/4)

0 Vie=2|"
Si studino la derivabilita ed i massimi e minimi relativi ed eventualmente as-

soluti della funzione: )
:L‘ —_—
s = (=)

log(z/2) dz.




Soluzione (C)

1. Siimpone

r—1  Bx+C d (y+mne
(x2+1)2 2241  do \ 22+1

e si ottiene il sistema

B =0,
C’—fyl:O,
B—Q’yozl,
C+’71:_17
da cui si ricava B =0, C' = —1/2, v = —1/2 e 74 = —1/2. Pertanto
/1 -1 Lo lz+1]" o«
————dr = |—-arctgxr — = =——.
o (@2F1)2 2T T o, T 8

2. L’integrabilita della funzione va studiata in intorni dei punti 0, 2 e +o0.

Nel punto 0, la funzione 1 — sen (7z/4) non ¢é infinitesima né infinita, mentre
logx/2 é un infinito di ordine arbitrariamente piccolo. Quindi la funzione risulta
essere un infinito di ordine arbitrariamente picoclo in 0 ed é pertanto integrabile in
un intorno di tale punto per il criterio sull’ordine di infinito.

Nel punto 2, le funzioni 1 — sen (rz/4) e logx sono infinitesime di ordine 2 e
rispettivamente 1 mentre \/|z — 2|7 é un infinitesimo di ordine 7/2. Si conclude che
la funzione é un infinito di ordine 1/2 ed é assolutamente integrabile in un intorno
di 2 per il criterio sull’ordine di infinito.

Nel punto 400, la funzione (logz/2)/+/|z — 2|7 é un infinitesimo di ordine
minore di 7/2 ma maggiore di 7/2 — ¢ per ogni ¢ €]0,7/2[. Considerando, ad
esempio, € = 2 si ottiene un infinitesimo di ordine maggiore di 3/2 > 1 e quindi
I'integrabilita per il criterio sull’ordine di infinitesimo. Poiché risulta

1 —sen (mz/4) < log(x/2)

Vi =2 Ve =2

in un intorno di +o00, si conclude per il criterio di confronto che anche la funzione
assegnata é assolutamente integrabile in un intorno di +ooc.

Poiché la funzione risulta assolutamente integrabile in intorni di 0, 2 e +oo,
I'integrale improprio assegnato é assolutamente convergente e quindi convergente.

log(z/2)

3. La funzione é definita in R \ {—1,1}. Nei punti +oco l’argomento
dell’esponenziale tende a 0 e quindi la funzione tende a 1. Quindi la retta di
equazione y = 1 é un asintoto orizzontale a destra e a sinistra per f. Nei punti
+1 ’argomento della funzione esponenziale tende a —oo e quindi la funzione tende
a 0. Poiché la funzione é strettamente positiva, essa non é dotata di minimo asso-
luto, ma solo di estremo inferiore uguale a 0.



La funzione é derivabile in tutto I'insieme di definizione, e poiché tutti i punti
dell’insieme di definizione sono interni, gli eventuali punti di massimo e di minimo
relativo sono tutti soluzioni dell’equazione f’(z) = 0. Per ogni x € R\ {—1,1}
risulta

T — :Bz—l—'gcz—_Hme—Q
) = e (575 ) A

|22 — 1] |22 —1]2
x—2 22 —4r+1
= —ex
PUsz —1]) 2 —1)z2 - 1)

e si ha f/(z) = 0 nei punti z; = 2 — V3 e x5 = 2+ /3. Dallo studio del segno di
f" segue che (2 — v/3,exp(—v/3/(4V3 — 6))) e (2 + v/3,exp(v/3/(6 + 41/3))) sono
punti di massimo relativo per f. Poiché f(z2) é maggiore sia di f(z1), sia del valore
dell’asintoto orizzontale e sia del limite di f nei punti +1, si conclude che f(z3) é il
massimo assoluto di f.



Esame di Analisi Matematica I (A)

Ingegneria Edile & Gestionale, 8 Febbraio 1999
Michele Campiti

1. Studiare il seguente limite:

(\/ 1+log™ e — 1) logz logcosx
lim .

x—0 log (1 +ZB2)

2. Discutere e calcolare il seguente integrale:

dx.

/+oo lOg (1 + (ew)Q)

3. Studiare la seguente funzione e tracciarne approssimativamente il grafico:

f() = Isen (32)] + tg (22).



Esame di Analisi Matematica I (B)

Ingegneria Edile & Gestionale, 8 Febbraio 1999
Michele Campiti

1. Studiare il seguente limite:

i (VI+er —1) log® (1 +e~%) logcos(1/x)
im :
T——00 et

2. Discutere e calcolare il seguente integrale:

/“/2 log (1 +tg2x) g
x.
0

sen? x

3. Studiare la seguente funzione e tracciarne approssimativamente il grafico:

f(z) = |cos(5x)| — tg (2x).



Soluzione - Analisi Matematica I (A)
Ingegneria Edile & Gestionale, 8 Febbraio 1999

1. Siha:
(\/ 1+log ta— 1> logz logcosz
I
200 log (1 + x2?)
Y 1+log tz —1 log(l+ (cosz —1)) cosx — 1 x?
im
z—0 log_l T cosx — 1 2 log (1 + :112)

1111_1
2 2 g4

2. La funzione e integrabile in senso improprio in quanto nei punti —oc e +o00 €
un infinitesimo di ordine arbitrariamente grande.
Posto t = e* ed integrando per parti, si ha

/ log (1+(e)?) / log (1+(e")?) ,
e (e*)?

B / log (14 t?) "

t2

1

1+t2dt

1

= —glog(l + 1) —|—2/
1 2

= —;log(l + t*) + 2arctgt + ¢

da cui, tenendo presente che t — 0 per x — —o0 e t — +00 per x — +00, si ricava

b log (1 + t2)

[e%e] x\2
T log (1 + (") ) dr = lim lim dt
oo et e—0t b—+oo J, t2
log(1 + b2 log(1 2
= lim lim (— og(1+07) + og(1+¢7) + 2arctg b — 2arctg5) = .
e—0t b—+4o00 b 15

3. Lafunzione ¢ definita in X = R\{n/4+kn/2 | k € Z}. Poiche |sen| & periodica
di periodo m, la funzione |sen(3z)| & periodica di periodo 7/3; inoltre, tg(2z)
e periodica di periodo m/2 e quindi, considerando il minimo comune multiplo
dei periodi, si ottiene che la funzione e periodica di periodo w. Pertanto la si
puo studiare nell’insieme



Agli estremi di Y risulta

lim  f(x) = —o0, lim f(x) = +oo,

r——m /4T r— /4~

lim T) = —00, lim T) = +00
z—m/4F f< ) x—3mw/4— f( )
e quindi f non e limitata superiormente ne inferiormente. Inoltre, f & derivabile
nell'insieme X} = Xy \ {kn/3 | k € Z} e per ogni z € X} si ha

|sen (3x)|
sen (3x)

f(x)=3 cos(3x) +

cos?(2x)’

Per quanto riguarda I'insieme Y, bisogna escludere i punti 0, 7 /3, 27 /3 nei quali
risulta

fL(0) =-1, f1(0) =5,

r(3) =5 n(5) = s (3n) =5 n(3r)-n

Pertanto tali punti sono angolosi. Tenendo presente che la derivata prima di f
tende a +o00 in £7/4 e 37/4 si deduce che vi deve essere un massimo relativo
tra —m/4 e 0 (infatti in O la derivata sinistra ¢ negativa e in —m/4 tende a
+00). Inoltre dal confronto delle derivate sinistra e destra in 0, segue che tale
punto & un minimo relativo per f. Nei punti 7/3 e 27/3 invece la funzione &
strettamente crescente.



Soluzione - Analisi Matematica I (B)
Ingegneria Edile & Gestionale, 8 Febbraio 1999

1. Siha:
i (VI+er—1) log® (1 +e~*) logcos(1/x)
im
T——00 e’
lim VIFer —1 log(1+e ) log(1l+ (cos(1/x) — 1)) cos(1/z) — 1
T——00 er x? cos(l/z) —1 1/2?

(2)=-
1-1-1-(—-=) =—=
2 2

(si riconosce facilmente che lim,_,
I’'Hopital).

log2(1+efm)

— = 1 utilizzando la regola di

2. La funzione e integrabile in senso improprio in quanto nel punto 0 tende ad 1
e nel punto 7/2 ¢ un infinito di ordine arbitrariamente piccolo.
Posto t = tgx (da cui dt = dx/cos® z) ed integrando per parti, si ha

/log (1—|—tg2x) dx_/log (1+tg2a:) 1 ie

sen? x tg?z cos? x

t2

_/Mdt

1
14+¢2

1

1
=3 log(1 + t?) + 2arctgt + ¢

da cui, tenendo presente che t — 0 per x — 0 e t — +00 per x — /2, si ricava
/2 log (1 + tg2z b log (1 + t2
/ g( 2g )dx: lim lim #

0 sen“x e—0+ b—+oo J, t

log(1+b%)  log(1 + &)
a b * €

dt

= lim lim (

e—0t b—4o00

+ 2arctg b — 2arctg 5) =T.

3. Lafunzione e definitain Xy = R\{n/4+kn/2 | k € Z}. Poiche | cos| & periodica
di periodo 7, la funzione |cos(5z)| & periodica di periodo 7/5; inoltre, tg(2z)
¢ periodica di periodo /2 e quindi, considerando il minimo comune multiplo
dei periodi, si ottiene che la funzione ¢ periodica di periodo w. Pertanto la si
puo studiare nell’insieme

™
Y:]—Z,



Agli estremi di Y risulta

lim  f(x) = +oo, lim f(x) = —o0,

r——m /4T r— /4~

lim ) = +00, lim T) = —00
z—m/4F f< ) x—3mw /4~ f( )
e quindi f non e limitata superiormente ne inferiormente. Inoltre, f & derivabile
nell'insieme X} = Xy \ {7/10 + kn /5 [ k € Z} e per ogni z € X} si ha

| cos(5z)|

fl@) =5

sen (bx) — cos2(22)"

cos(bx)
Per quanto riguarda 'insieme Y, bisogna escludere i punti —x /10, 7/10, 37/10,
/2 e 77 /10 nei quali la derivata sinistra risulta strettamente negativa e quella
destra strettamente positiva. Pertanto tali punti sono tutti angolosi e sono
tutti minimi relativi per f. Tenendo presente che la derivata prima di f tende
a —oo in £7/4 e 3w/4 si deduce che vi devono essere un massimo relativo tra
—m/4 e —/10, tra —7w/10 e /10, tra 7/10 e w/4, tra 7/4 e 37/10, tra 37/10
e /2, tra w/2 e Tm/10 e infine tra 77/10 e 37 /4.



Esame di Analisi Matematica I (A)

Ingegneria Edile & Gestionale, 18 Febbraio 1999
Michele Campiti

1. Studiare il seguente limite:

lim log(2 — x) sen (logx) arccosx

r—1 (W — 1) log3a:

2. Studiare il carattere della serie:
—+o0

Z n! 3"
= (n+2)! (57 +logn)’

3. Studiare massimi e minimi relativi ed assoluti della seguente funzione:

f(z) = cos2x — 2sen z.



Esame di Analisi Matematica I (B)

Ingegneria Edile & Gestionale, 18 Febbraio 1999
Michele Campiti

1. Determinare i numeri complessi z € C che soddisfano la seguente disequazione:

|Re z 4+ Im z| < |z|.

2. Discutere il seguente integrale:

/+°° log = arcthmd
x.
0

x? (x —1)

3. Studiare massimi e minimi relativi ed assoluti della seguente funzione:

f(x) =sen2x — 2cos .



Soluzione Scritto di Analisi Matematica I (A)
Ingegneria Edile & Gestionale, 18 Febbraio 1999

Tenendo presente che

e (log x) _1
z—1 logx
si ha:
. log(2—z) sen(logz) arccosz .. log(2—z) arccosz
lim = lim
o=l (\%ﬁ — 1> log® o=l < V2 — 1) log?
. —log(1—1y) Y arccos (1 + y)
= hn%) — ] 275 1 5
y— y (14w log™(1 +y)
1
_ (-1 3 lim arcc;)s( +vy)
2 v Tog?(1 1 )

(nelle ultime uguaglianze si ¢ posto y =  — 1). Poiche la funzione logaritmo
¢ un infinitesimo di ordine 1 in 1 (quindi log®(1 + y) ha ordine 2 per y — 0)
mentre la funzione arcocoseno € un infinitesimo di ordine 1/2, si conclude che la
funzione ¢ un infinito di ordine 3/2. Dall’ultimo limite segue inoltre facilmente
che la funzione ¢ negativa in un intorno di 1 e pertanto il limite richiesto e
uguale a —oo.

La serie assegnata € a termini positivi e per ogni n > 1, risulta

n! 3" < 3" _
(n+2)! 57 +logn ~— (n+1)(n+2)5"’

inoltre

) gn+l (n+1)(n+2)5" 3 | n+1 3
lim = — lim = —.
n—+oo (n+2)(n+ 3)5"+! 3n Snotoon+3 5

Dal criterio del rapporto segue che la serie

+o0 gn
n; (n+ 1)(n+ 2)5"

e convergente e quindi, per il criterio del confronto per le serie a termini positivi,
lo € anche la serie assegnata.

La funzione e definita e continua in tutto R ed e periodica di periodo 2x. Per-
tanto sara dotata di minimo e di massimo assoluto. Inoltre, poiche la funzione



e derivabile in tutto 'insieme di definizione, per lo studio dei massimi e minimi
relativi (ed assoluti) ¢ sufficiente in questo caso considerare i punti in cui si
annulla la derivata prima.

Per ogni = € R risulta

f'(z) =2sen2x —2cosx = 2cosz(2senz — 1)
e quindi f’ si annulla nei punti 7/2 + k7, —7/6 + 2kmw e Tn/6 + 2km, con k € Z.
Dallo studio del segno di f’ segue che, per ogni k € Z, i punti 7/2 + k7 sono di

minimo relativo per f mentre i punti e —7/6 + 2k e 77/6 4+ 2km sono di massimo
relativo per f. Si ha inoltre

- D (i) -

e quindi il massimo assoluto € 3/2 e viene assunto nei punti —7/6+2km e 77 /6+ 2k
(k € Z) mentre il minimo assoluto ¢ —3 e viene assunto nei punti 7/2+2k7 (k € Z).



Soluzione Scritto di Analisi Matematica I (B)
Ingegneria Edile & Gestionale, 18 Febbraio 1999

1. Poiche entrambi i membri sono positivi, la diseguaglianza assegnata equivale
alla seguente
(Rez+ Im2)? < Re* z + Im* z

dalla quale si ottiene 2Re z - Im z < 0 che e soddisfatta dai numeri complessi
z =x + iy tali che

r 20,y <0, oppure <0,y =>0.

2. L’integrabilita in senso improprio deve essere discussa in intorni dei punti 0,1 e
+00. Nel punto 0, il rapporto arctg? z/x? tende ad 1 e quindi la funzione & un
infinitesimo di ordine arbitrariamente piccolo (a causa del termine logz. Dal
criterio sull’ordine di infinito per gli integrali impropri segue che la funzione e
assolutamente integrabile in senso improprio in un intorno di 0.

Nel punto 1 il rapporto logx/x tende ad 1 e quindi la funzione ammette un
limite finito. Pertanto e assolutamente integrabile in un intorno di 1.

Infine, nel punto +oo, il termine arctg? z tende a 72/4 e la funzione risulta
essere un infinitesimo di ordine < 3 ma maggiore di 3 — ¢ per ogni ¢ €]0,3[. Dal
criterio sull’ordine di infinitesimo per gli integrali impropri (considerando, ad esem-
pio, € = 1), segue che la funzione ¢ assolutamente integrabile in senso improprio in
un intorno di +oo.

Si conclude che I'integrale improprio assegnato & assolutamente convergente (e
quindi convergente).

3. La funzione e definita e continua in tutto R ed ¢ periodica di periodo 27. Per-
tanto sara dotata di minimo e di massimo assoluto. Inoltre, poiche la funzione
e derivabile in tutto 'insieme di definizione, per lo studio dei massimi e minimi
relativi (ed assoluti) e sufficiente in questo caso considerare i punti in cui si
annulla la derivata prima.
Per ogni x € R risulta

f'(z) =2cos2zx + senz = —2(2sen’z — senx — 1)

e quindi f’ si annulla nei punti 7/2 + 2kw, —n/6 + 2kmw e 7n/6 + 2k7, con k € Z.
Dallo studio del segno di f’ segue che, per ogni k € Z, i punti 77/6 + 2k sono di
massimo relativo per f mentre i punti e —7/6 + 2k7 sono di minimo relativo per
f. Tali punti sono di massimo e di minimo anche assoluto e, per quanto riguarda il
massimo ed il minimo di f, essi vengono forniti dai valori

()30 1092

Nei punti 7/2 + 2k la funzione risulta strettamente crescente.



Esame di Analisi Matematica I (A)

Ingegneria Edile & Gestionale, 8 Marzo 1999
Michele Campiti

Studiare il seguente limite:

lim (logx —log2) log(x — 2)

=2 (/3= —1) log(yz —V2)

Studiare per quali valori di a > 0 la seguente serie converge assolutamente e
per quali semplicemente:

Studiare massimi e minimi relativi ed assoluti della seguente funzione:

2 +1

fe) =35



Esame di Analisi Matematica I (B)

Ingegneria Edile & Gestionale, 8 Marzo 1999
Michele Campiti

Determinare i numeri complessi z € C che soddisfano la seguente equazione:

Re?z4ilog(Imz)=(1+1)""

Discutere il seguente integrale al variare di a > 0:

X.

/+°° logz (1—cosz)” p
0 2

Studiare massimi e minimi relativi ed assoluti della seguente funzione:

249

fla) =2



Soluzione Scritto di Analisi Matematica I (A)
Ingegneria Edile & Gestionale, 8 Marzo 1999

Tenendo presente che
I log z — log 2 I logx/2 2—x
im ————— = lim
x—>2(,/3—x—1) z—2 2 —2x 1+(2_x>_1
log (1+ (% —1)) g—1:2_( 1)2_1
9 _

T

=2 lim 1

2

e che, utilizzando ad esempio la regola di I’'Hopital,

log(z — 2 2 1
18 =2) _ VE-V2 2E = 2v2 lim —— = 1,
r—2 log (\/7 — \/5) z—2 T — 2 r—2 2\/5

si conclude che il limite assegnato ¢ uguale a -1.

Il termine 1 — cos1/n® & un infinitesimo di ordine 2« e quindi se 2a > 1
(cioé se a > 1/2) la serie converge assolutamente per il criterio sull’ordine
di infinitesimo. Inoltre 1 — cos1/n® > 0 per ogni n > 1 e quindi la serie
¢ a termini di segno alterno. Per ogni n > 1, poiche la funzione coseno e
strettamente decrescente in [0,7] e 0 < 1/n® < 7, si ha

1 1 1 1 1 1
m<n—a:>c0sm>cosn—a:>1—cosm<1—cosn—a

e quindi, per il criterio di Leibnitz, la serie converge semplicemente per ogni
a > 0.

La funzione ¢ definita e continua in R\ {—3} e la retta di equazione x = —3 ¢
un asintoto verticale a destra in alto e a sinistra in basso per f; quindi, si puo
subito concludere che f non e dotata di minimo e di massimo assoluto. Inoltre,
poiche la funzione e derivabile in tutto l'insieme di definizione, per lo studio
dei massimi e minimi relativi e sufficiente considerare i punti in cui si annulla
la derivata prima. Per ogni x € R\ {—3} risulta

3z —1
2?2+ 1 (z+3)?

flz) =

e quindi, dallo studio del segno di f’ segue che il punto 1/3 & di minimo relativo

per f (f(1/3) = V/I10/10).



Soluzione Scritto di Analisi Matematica I (B)
Ingegneria Edile & Gestionale, 8 Marzo 1999

Si tiene presente che i + 1 = /2 (cos /4 + isen m/4) e conseguentemente

(i+1)_1:§ <cos_f+isen_%> :? <§—1g> - (%—%1)

e quindi, posto x = Re z e y = Im z, 'equazione assegnata diventa

z? 41ilogy = 1—li
gy— 2 2 *

Separando le parti reali ed immaginarie, si ottengono le equazioni
1 ) 1

xr = — O = — —
5 gy 5

dalle quali si ricava x = £v/2 /2,y = e~ 1/2. Quindi le soluzioni dell’equazione
assegnata sono date da
V2 1

z=f—+1—.

2 e

L’integrabilita in senso improprio deve essere discussa in intorni dei punti 0 e
+00. Nel punto 0, logz € un infinito di ordine arbitrariamente piccolo, (1 —
cos x)® & un infinitesimo di ordine 2« e 22 & un infinitesimo di ordine 2. Pertanto
la funzione & un infinito di ordine maggiore di 2 — 2« € minore di 2 — 2o 4 ¢
per ogni ¢ > 0. Quindi se 2 — 2a < 1 (cioe se a > 1/2), si puo trovare € > 0
tale che 2—2a+¢ < 1 e quindi la funzione ¢ assolutamente integrabile in senso
improprio in un intorno di 0 per il criterio sull’ordine di infinito. Se 2 — 2o > 1
(cioé se a < 1/2), per lo stesso criterio l'integrale improprio € assolutamente
divergente; poiche la funzione e negativa in un intorno di 0 I'integrale improprio
assegnato diverge negativamente in un intorno di 0. In un intorno del punto
+o00o (precisamente, per x > 1), si pud usare la diseguaglianza

logz (1 —cosz)” o logz

<2

x? x?

ed il fatto che la funzione 2%logx/z? & integrabile in senso improprio in un
intorno di +oo (in quanto infinitesima di ordine maggiore di 2 — € per ogni
e €]0,2[), per concludere che anche l'integrale improprio assegnato & assoluta-
mente convergente in un intorno di +oo. Si conclude che I'integrale improprio



assegnato ¢ assolutamente convergente (e quindi convergente) per a > 1/2 e
divergente negativamente per o < 1/2.

La funzione & definita e continua in R\ {—1} e la retta di equazione z = —1 ¢
un asintoto verticale a destra in alto e a sinistra in basso per f; quindi, si puo
subito concludere che f non e dotata di minimo e di massimo assoluto. Inoltre,
poiche la funzione e derivabile in tutto l'insieme di definizione, per lo studio
dei massimi e minimi relativi & sufficiente considerare i punti in cui si annulla
la derivata prima. Per ogni x € R\ {—1} risulta

x—9
22 +9 (z+1)?

fi(z) =

e quindi, dallo studio del segno di f’ segue che il punto 9 ¢ di minimo relativo

per f (£(9) = 3/10/10).



Esame di Analisi Matematica I (A)

Ingegneria Edile & Gestionale, 12 Aprile 1999
Michele Campiti

(Punti 12) Studiare il seguente limite:

(1)
- — 1
lim n .

n—-+00 1
sSen ——

vn

(Punti 6) Determinare i numeri complessi dati da
z=+v(1-1)5
e rappresentarli geometricamente nel piano complesso.

(Punti 12) Studiare gli asintoti e la derivabilita della seguente funzione:




Esame di Analisi Matematica I (B)

Ingegneria Edile & Gestionale, 12 Aprile 1999
Michele Campiti

(Punti 12) Studiare la convergenza della seguente serie:

1 vn
()T
DL

n=1 Sen ——

NZD

(Punti 6) Determinare i numeri complessi dati da
z=+v(1-1)3
e rappresentarli geometricamente nel piano complesso.

(Punti 12) Studiare gli asintoti e la derivabilita della seguente funzione:

222 — 1
72

.

f(x) = cos




Soluzione Scritto di Analisi Matematica I (A)
Ingegneria Edile & Gestionale, 12 Aprile 1999

Tenendo presente che
1
lim +/nlog (1 — —) =0
n—-+oo n

in quanto prodotto di un infinito di ordine 1/2 con un infinitesimo di ordine 1
in +o00, utilizzando i limiti notevoli, si ha

1\\V"
1—— -1
. ( n) ) e\/ﬁlog(l—l/n) -1
lim

m sen1/yn T oo senl/\/n
li eVrloe=1/n) _ 1 /n log(1 —1/n)
= 1m
n—+oo +/n log(l —1/n) senl/y/n

B e VR Y
n—+00 —1/n  senl/\/n

—1.

Siha 1 —i=+/2(cos —7/4 +isen — 7/4) e quindi
(1 —1)° = 4v2(cos 3m/4 + isen 31 /4).

Pertanto le radici terze di (1 —i)® sono date da

21 = V/4V2(cos /4 + isenw/4) = V/4V2(V2/2 +1v/2/2),
Z0 =\ 4v2(cos 11m/12 + isen 117/12),
25 = V/4v/2(cos 197 /12 + isen 197 /12).

La funzione ¢ definita e continua in R\ {1/2}. La retta di equazione z = 1/2
non ¢ un asintoto verticale ne a destra ne a sinistra per f in quanto f e limitata
(inoltre il lim,_,1 /2 f(x) non esiste). La retta di equazione y = 1 ¢ un asintoto
orizzontale a destra e a sinistra per f in quanto lim, 1 f(z) =senw/2 = 1.
Inoltre, la funzione ¢ derivabile in R \ {1/2,—1/7} e, per ogni x € R\

{1/2,~1/x}, si ha
oy TH2 mr+1 mr+1
G G s P b e 20 — 1|

Poiche lim,_,_q/.+ f'(x) = 7*/(m +2) e lim,_, 1/~ f'(x) = —7*/(7 + 2),
risulta

2z —1
Tr+1

COS

7.‘_2 2
i@ =" @) =

e quindi f non e derivabile in nel punto —1/7.




Soluzione Scritto di Analisi Matematica I (B)
Ingegneria Edile & Gestionale, 12 Aprile 1999

Tenendo presente che

1
li 1 1-—1]1=0
ni&zﬁog( n)

in quanto prodotto di un infinito di ordine 1/2 con un infinitesimo di ordine 2
in +o00, utilizzando i limiti notevoli, si ha

LAV
(1 - —2) -1 Vmlog(1—1/n?)
n e — 1

li = i
n—rrtoo senl/\/n norrtoo senl/\/n

I eVnlog(1=1/n%) _ vn log(1 —1/n?)

= lim

n—+oo /n log(l—1/n?2) senl/y/n
log(1 — 1/n%) ~1/(n/A) i

— 1 —— lim - =0.
n oo —1/n? senl/\/n oo 1

e pertanto il termine generale della serie ¢ un infinitesimo di ordine 1; per il
criterio sull’ordine di infinitesimo, la serie e assolutamente divergente. Poiche

1\ V" 1
<1 — —2) — 1 < 0 mentre sen —= > 0 per ogni n > 1, la serie risulta
n Vn

divergente negativamente.
Siha 1—1i=+v/2(cos—7/4+isen —7/4) e quindi
(1 —1)% = 2v/2(cos —3m/4 + isen — 31/4) = 2v/2(cos 5 /4 + isen 57/4).

3

Pertanto le radici quinte di (1 —1i)° sono date da

21 = W(COSW/4+isen7r/4) = m(ﬁﬂ +iv/2/2),
29 = m(cos 137/20 + isen 137/20),
23 = W(COS 217/20 4 isen 217/20),
2y = m(cos 297 /20 + isen 297 /20),
25 = W(cos 377/20 + isen 377/20).

La funzione ¢ definita e continua in R\ {0}. La retta di equazione x = 0 non
e un asintoto verticale ne a destra ne a sinistra per f in quanto f & limitata



(inoltre il lim, o f(z) non esiste). La retta di equazione y = 1 & un asintoto
orizzontale a destra e a sinistra per f in quanto lim, .1 f(z) = cos2m = 1.
Inoltre, la funzione & derivabile in R\ {0,4++v/2/2} e, per ogni z € R\

{0,4+/2/2}, si ha

222 — 1
72

222 — 1
72

, 2
Flz) = S x(222 - 1)

sen T .

™

Poiche lim,_ , 5/, f'(x) = 0, la funzione risulta derivabile anche nei punti

+4/2/2 con f'(+£v2/2) = 0.



Esame di Analisi Matematica I (A)

Ingegneria Edile & Gestionale, 19 Maggio 1999
Michele Campiti

1. (Punti 10) Studiare il seguente integrale improprio:

/+°°10g(1+\/5)_
0

x(x +1)

2. (Punti 10) studiare la convergenza della seguente serie:

S/t

n+1"

n=0

3. (Punti 10) Studiare la seguente funzione:

f(z) = arcsen

x
x+1|



Esame di Analisi Matematica I (B)

Ingegneria Edile & Gestionale, 19 Maggio 1999
Michele Campiti

1. (Punti 10) Calcolare il seguente integrale:
1
20 +1
——— dx.
/0 213z—270

2. (Punti 10) Studiare il seguente limite:

) log sen x
lim ——
z—+oo  logx

3. (Punti 10) Studiare la seguente funzione:

X
— arctg |——| .
f(z) arcg‘x+1‘



Esame di Analisi Matematica I (A)

Ingegneria Edile & Gestionale, 16 Giugno 1999
Michele Campiti

Calcolare il seguente limite:

. arctg (log2 (cos :U))
lim .
z—0 sen? (arctg (1 — cosx))

Studiare la convergenza della seguente serie:

+o0 ) 1
S sen
e v (n+1)3

Studiare massimi e minimi relativi ed eventualmente assoluti della seguente
funzione:
2 — 1]




Esame di Analisi Matematica I (B)

Ingegneria Edile & Gestionale, 16 Giugno 1999
Michele Campiti

Studiare il seguente integrale improprio:

X.

/+°° (seny/x) - log =
0 vz (l+z)

Determinare i numeri complessi che soddisfano la seguente condizione:

log Im z +1i cos Rez = 1.

Studiare massimi e minimi relativi ed eventualmente assoluti della seguente
funzione:

(x +2)2

EEST

fz) =



Esame di Analisi Matematica I (A)

Ingegneria Edile & Gestionale, 14 Luglio 1999
Michele Campiti

Calcolare il seguente limite:

x log (e + sen x)
im .
e—+oo log (1 + z2)

Studiare la convergenza della seguente serie:

= n2n+1
Z(_l) n3/2
n=1

Studiare massimi e minimi relativi ed eventualmente assoluti della seguente
funzione:
f(x) = sen2zx + cosx.



Esame di Analisi Matematica I (B)

Ingegneria Edile & Gestionale, 14 Luglio 1999
Michele Campiti

Calcolare il seguente limite:

log (14 4x2)
im sen“r.
z—+o00  log (1 + x)

Calcolare il seguente integrale indefinito:
/ 2z +1 d
x.
e+ 2@ —1)

Studiare massimi e minimi relativi ed eventualmente assoluti della seguente
funzione:

f(x) = cos2x —senux.



Soluzione traccia A del 14 Luglio 1999

Si osserva innanzitutto che
T

lim
z—+o00 J/log (1 + x?)

in quanto le funzioni sono positive e il numeratore ¢ un infinito di ordine 1
mentre il denominatore e un infinito di ordine arbitrariamente piccolo. Inoltre

:—'—OO

log (e +senx) >log(e—1) >0

e quindi anche il limite richiesto € uguale a 4o0.

2n—|—1)
n3/2 /n>1

converge assolutamente (per il criterio sull’ordine di infinitesimo). Poiche si
tratta di una serie a termini di segno alterno, si puo cercare di applicare il
criterio di Leibnitz per studiare la convergenza semplice della serie. Si e gia

La successione ( ¢ un infinitesimo di ordine 1/2 e quindi la serie non

osservato che la successione (27:?/'21)”> 1 e infinitesima; per riconoscere che essa
¢ anche decrescente, conviene considerare la funzione p(x) = 2;;;21’ definita per

x > 0, la cui derivata ¢ data da

, 220%/2 —3/2 - \/x(2x + 1) 27 + 3
¥ ('T) = 3 - - 2"
x 2\/xx

Essendo tale derivata strettamente negativa per ogni z > 0, la funzione ¢ e
conseguentemente la successione (271@4/'21 )n>1 risulta strettamente decrescente. A
questo punto il criterio di Leibnitz consente di concludere che la serie assegnata

& semplicemente convergente (ma non assolutamente convergente).

La funzione e continua e periodica di periodo 27 e pertanto e sicuramente
dotata di minimo e di massimo assoluto. Poich‘e essa e derivabile, lo studio dei
massimi e minimi relativi ed assoluti segue interamente dallo studio del segno
della derivata prima. Per semplicita si considera solamente I'intervallo [—m, 7].
Risulta

f'(z) = 2cos 2z — senxz = —(4sen’z + senx — 2), x € [—m, 7,

e quindi si ha un punto di minimo (assoluto) in —(1 + v/33)/8 e di massimo
(assoluto) in (—1 + v/33)/8.



Soluzione traccia B del 14 Luglio 1999
Applicando la regola di ’'Hopital, si riconosce innanzitutto che

log (1 4 4x2) , 8x(1+ x)

im = lim
z—+oo  log (1 + z) z—+00 24 /log (1 + 422) (1 + 422)
1

= lim =
z—+oo | /log (1 + 422)

Poiche la funzione sen? ¢ limitata, anche il limite richiesto & uguale a 0.

Si tratta di un integrale di una funzione razionale e quindi conviene porre

2 + 1 A B d<C’>

(x+1)%(z—1) :m+1+w—1+£ x+1

Dal principio di identita dei polinomi, si ottiene il sistema

2B —C =2,

{A+B:Q
—A+B+C=1

che ammette la soluzione A = —3/4, B = 3/4, C = —1/2. Segue pertanto

2z +1 3 3 1
dr. = —-1 1|+-1 —1l|—— R
/(m—i—l)Q(q:—l) T 4og\x+ \+4Og|a: | 2(x+1)+c, ceR,

in ognuno degli intervalli | — oo, —1[, ] — 1,1[ e |1, +-00].

La funzione e continua e periodica di periodo 27 e pertanto e sicuramente
dotata di minimo e di massimo assoluto. Poich‘e essa e derivabile, lo studio dei
massimi e minimi relativi ed assoluti segue interamente dallo studio del segno
della derivata prima. Per semplicita si considera solamente I'intervallo [—m, 7].
Risulta

f(x) = —2sen 2z — cosw = — cos z(1 + 4senx), x € [—m,m],
e quindi si ha un punto di massimo (assoluto) in —m — arcsen(—1/4) e in

arcsen(—1/4), un punto di minimo relativo in —7/2 (in cui f assume il valore
0) e di minimo assoluto in 7/2 (in cui f assume il valore 2).



Esame di Analisi Matematica I (A)

Ingegneria Edile & Gestionale, 22 Settembre 1999
Michele Campiti

Calcolare il seguente limite:

1
a3+ —x sen—

Xz

lim

r——00 ]_
log (1 + —)
x

Studiare la convergenza della seguente serie:

400

Z(_l)nen arctg z

n=1

e calcolarne la somma nell’insieme di convergenza.

Studiare massimi e minimi relativi ed eventualmente assoluti della seguente
funzione:
f(z) = sen®z + cos .



Esame di Analisi Matematica I (B)

Ingegneria Edile & Gestionale, 22 Settembre 1999
Michele Campiti

Calcolare le radici terze del numero complesso:
(V2 V2
vl —+t1—].
2 2

Studiare il seguente integrale improprio:

xr2

/+°° log(1+4 z) /senx s
0

Studiare massimi e minimi relativi ed eventualmente assoluti della seguente
funzione:
f(z) = cos*z — sen .



Esame di Analisi Matematica I (A)

Ingegneria Edile & Gestionale, 19 Ottobre 1999
Michele Campiti

Calcolare il seguente limite:

I V1—cosdz logx
im )

Studiare la convergenza assoluta e semplice della seguente serie:

io(_nwﬁ (sen%) |

n=0

Studiare massimi e minimi relativi ed eventualmente assoluti della seguente

funzione:
1+=x

flw) =log T—3.




Esame di Analisi Matematica I (B)

Ingegneria Edile & Gestionale, 19 Ottobre 1999
Michele Campiti

Calcolare il seguente integrale:

1/2 1+
/o @ 2™

Studiare la convergenza assoluta e semplice della seguente serie:

S (1)

n=0

Suggerimento: Si consideri la funzione I (1 — COS l) e si tenga presente che in un intorno di

=400 la sua derivata & equivalente a 1/(21}2) — 1/£L'2 < 0.

Studiare massimi e minimi relativi ed eventualmente assoluti della seguente

funzione:
r—1

x2 -4

f(z) =log



Esame di Analisi Matematica I (A)

Ingegneria Edile, 16 Novembre 1999
Michele Campiti

1. Calcolare il seguente limite:

COS T

log<1+ ) log (1+ vz +x)
lim .
x— o0 log (1 + /x)

2. Studiare la convergenza assoluta e semplice della seguente serie:

Jr
X n2n

3n

n=0

3. Studiare il seguente integrale improprio:

[ ent) o




Esame di Analisi Matematica I (A)

Ingegneria Edile & (Gestionale, 14 Dicembre 1999
Michele Campiti

Calcolare il seguente limite:

$x+1

li —_—
m—1>r41—100 (z+ 1)

Studiare la convergenza assoluta e semplice della seguente serie:

—+o00

Z(_l)nn! (n+2)'

n’I’L

Studiare massimi e minimi relativi ed eventualmente assoluti della seguente
funzione:

f(z) = Jzfe®/ (Y.



Esame di Analisi Matematica I (B)

Ingegneria Edile & (Gestionale, 14 Dicembre 1999
Michele Campiti

Studiare la convergenza del seguente integrale improprio:
Feo 2% logx

d
0o Va(z—1) (er*=-1) —1) !

Calcolare le radici quarte del numero complesso:

(V3+4)" (i+V3)

l

Studiare massimi e minimi relativi ed eventualmente assoluti della seguente
funzione:

f(z) = o+ 1] /om0,



