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CAPITOLO 1
Matrici, Sistemi di equazioni e Spazi vettoriali

1. Esercizi svolti

Esercizio 1.1. Calcolare usando il metodo della inversa I'inversa delle seguenti

meatrici:
11 1 -1 0 2
e=(a L )a=(i 7 )e= (L 1)
Calcolare poi lamatrice34~1 — AB~2,

(Suggerimento. Per calcolare la matrice B2 osservareche B~2 = (B 1)2. )

ESercIzIO 1.2. Calcolarei seguenti prodotti

5 6
-1 1
(3 8 -2 4) 6 (1 8 3 4) 3
-2 5

EseErcIzIO 1.3. Siano date le matrici

1 3 2 0 -4
= L) e=(5 % ")

Calcolarei prodotti AB e BA nel caso in cui siano definiti.

}1 313 ) . Trovare una matrice B = ( :”Z ) tale che

Esercizio 1.4. SiaAd = (
AB = 3B.

(Suggerimento. Calcolare prima le matrici AB e 3B. Imporre poi I'ugaglianza delle
righe ottendo in questo modo un sistema di due equazioni. Procedere poi con il metodo di
eliminazione di Gauss-Jordan per trovare le soluzioni. )

EsSercizIO 1.5. Calcolareil determinante delle seguenti matrici:
(6 5) (3 —2> (4 —5) ; ;2 3_1
2 3 45 -1 -2 1 5 o
Soluzione.

Risultati:8,23,-13,9.

EsSercIzIO 1.6. Calcolareil determinante della seguente matrice

X a1 Qs
A=| z 2 a3
T xr =z

5



6 1. MATRICI, SISTEMI DI EQUAZIONI E SPAZI VETTORIALI

(Suggerimento. Procedere operando in maniera elementare sulle righe della matrice per
stabilireches hadet(4) = z(z — a1)(xz — a3). )

EseErcizio 1.7. SiaA € M,,(K). Provareche A + A! & unamatrice simmetrica, che
A — A! & antismmetricae che A* A & smmetrica

ESErciIzI0 1.8. Provareche se A € M, (K) & nilpotente (ovvero esiste k& > 0 tale
che A* = 0) alloranon ¢ invertibile.

Soluzione.
Per assurdo supponiamo che A siainvertibile, siaquindi B € M, (K) taleche AB = I,,.
Allora
AIBl = ATTIABB/= = A-1BI71 = . =11,
per ogni j > 1. In particolare per 5 = k si trovache A* B* = T,, mentre A* = 0 da cui
" assurdo.
EsSercIzI0 1.9. Determinarei valori di a, b per i quali il seguente sistemaé compat-

ibile:

Xi+Xo—-2X5— X4 =2a-0

2X1 + X0 —3X3 —2X4=3a—2b

2X1 +3Xy —5X3—2X,=3

3X; —2Xy — X3 —3X, = —2
Determinare I'insieme delle soluzioni del sistema.

Determinare una base per 1o spazio S delle soluzioni del sistema omogeneo associato.
Completare questabase di S aunabase di R*.

Soluzione.

Applicando il metodo di Gauss-Jordan il sistema diventa equivalente a seguente
Xl +X2—2X3—X4 =2a—0b
—X2 =+ 4X3 = —a

0=5a-2b—3
0=a-3b+2
Quindi il sistemasara compatibile per quel valori di a, b soddisfacenti alle condizioni
0=5a—2b—3
{0 =a—3b+2
Risolvendo questo sistema di due equazioni nelle incognite a, b otteniamo
a=b=1.

Le soluzioni del sistema sono:
{(—2t3 + t4,4t3 + 1,t3,1t4), t3,t4 € R}
Le soluzioni del sistema omogeneo associato sono: (—2t3 + t4,4ts,t3,t4)). Una base
dello spazio S: {(-2,4,1,0), (1,0,0,1)}
Per completare questaaunabase di R* & sufficiente costruire unamatrice 4 x 4 con quattro

righe indipendenti di cui due siano le precedenti. Lerighe di M saranno alloraunabase di
R*. Ad esempio M puo’ averele righe seguenti:

(_2347 150)7 (130705 1)7 (0307 150)7 (030707 1)
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Allora M harango 4 e cio¢ quattro righe linearmente indipendenti.
Esercizio 1.10. Si determini unabase di R? costituita da vettori dell’insieme
I= {(17 0, 2)7 (17 1, 1)7 (17 _274)7 (3’ -1, 7)7 (1; 3, 2)7 (3; 4, 2)}

Si determinino le componenti dei vettori (1,0,0), (0,1,0), (1,1, 0) rispetto a vettori della
base trovata

Soluzione.

| primi due vettori sono indipendenti. Il terzo, quarto, sesto sono combinazione lineare
dei primi due, (verifica: con Gauss-Jordan o calcolando il determinante della matrice). Il
quinto non dipende dai primi due.
Unabasedi R? ¢ (1,0,2),(1,1,1),(1,3,2). (Altre basi S possono costruire con |o stesso
metodo).
Risolvendo il sistema

X1(1707 2) + X2(17 17 1) + X3(17372) = (17070)

si trovano le componenti richieste. Nello stesso modo per (0,1,0). Per (1,1,0) basta
sommare le due terne di componenti trovate.

Esercizio 1.11. Nello spazio vettoriale M3 3(R) delle matrici reali 3 x 3 si consid-
erino i sottospazi
W, ={A e M(3,3)|A=-tA}

Wy={A e M(3,3)|A=PA},
dove P ¢& lamatrice ottenuta scambiando traloro le prime due colonne della matrice iden-
tica. Si determini ladimensione di Wy, Ws, W1 N Ws. Inoltre, applicando la formula (di
Grassmann)

dim W; + Wy = dim Wy + dim Wy — dim W; N W,

s decidase W, + Wy = M3 3(R). Si scelgano unamatrice M appartenente a¥W; manon
aTV, ed unamatrice N appartenente a W, manon aW;. Per ogni valore del parametro A
si determini I'insieme S, delle soluzioni del sistemadi tre equazioni in tre incognite

X 0
(MHM(Y)Z(O)
Z 0

Infine, si consideri I'insieme

S=UxS\, A€ER
costituito datutte le soluzioni dei precedenti sistemi. Si decida, motivando la risposta, se
S & un sottospazio vettoriale di R? e se esiste unabase di R? formata da vettori di .S.

Soluzione.
Wi ¢ lo spazio delle matrici antismmetriche 3 x 3; A = (as;5);; € Wi seesolo se
Qi = 0, a21 = —ai2, @31 = —ai3, azz = —a23 equindi dimW; = 3; W5 ¢ lo SpaZIO

delle matrici con le prime due righe uguali quindi dim W, = 6. Infatti & facile calcolare
che A = (aij)i,j € Wy %e%'o%all = a21, G292 = Aa12, A3 = G13.

Se A = (aij)i,j € Wiy NWs,adloraa; = 0 per ogni i, as; = —ajp = 0, azg1 =
—ay3, a3z = —as3 = —ay3 €dim(Wy NW,) = 1. Dalaformuladi Grasmann segue che
dim Wy + W, = 8; essendo dim M3 3(R) = 9 segue che W + Wy # M3 3(R).
Scegliamo M, N nel modo indicato; il rango della matrice M + AN & sempre > 2. Se
det(M + AN) # 0il sistemahasolo lasoluzione banale. | valori di A peri quali il sistema
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ha soluzioni non banali sono quelli per i quali det(M + AN) = 0. Tali valori sono due:
A = 0 e un dtro valore che dipende dalla scelta delle matrici M, N. Indicando con Sy
I"'insieme delle soluzioni per A = 0 econ S, I'insieme delle soluzioni per I’ altro valore di
A, abbiamo
So = {t(a,b,c),t e R} , S;={td,b,c),teR}

dove (a,b,¢), (a',b', ") sono due vettori fissati che dipendono dalla scelta delle matrici
M, N. (S puo’ inoltre osservare che Sy, S; sono due sottospazi di dimensione 1 e che
So NSy = (0)). Per I'insieme S abbiamo S = Sy U S;. Per un qualunque ¢ # 0 lasomma

t(a,b,c) +t(a',b',c) =tla+a,b+b,c+c)
non ¢ soluzione di nessuno dei sistemi considerati. Quindi esistono vettori di S la cui
sommanon appartienead S e S non puo’ essere un sottospazio. Unabase di R? & formata
da tre vettori linearmente indipendenti. Scegliendo tre vettori a piacere in .S ameno due
di questi sono necessariamente proporzionali. Quindi non & possibile formare una base di
R2 con vettori di S.

ESERCIZIO 1.12. SiaA € M»(K) esiatr(4) = Y2, a;. Sia
To = {A € M(K) | tr(A4) = 0}.
Provare che Ty & un sottospazio vettoriale di M (KK) e calcolare dimg Tp.

Soluzione.

Per verificare che T, & un sottospazio vettoriale di M»(K) ¢ sufficiente provare che qual-
siasi siano lematrici A, B € M>(K) e qualsiasi sialo scalare k € K valgono le seguenti
(di verificaimmediata)

tr(A + B) = tr(A) + tr(B)

tr(kA) = ktr(A).
Infatti da queste segue chese A, B € T; dloratr(A + B) = 0 equindi A + B € Tg.
Similmentese A € Ty alloratr(kA) = ktr(A) =0 equindi kA € T,. Per calcolareladi-
mensione di T; & sufficiente individuare un sistemadi generatori linearmente indipendenti.
Se A € Ty dloratr(A) = 0 equindi lamatrice sara del tipo

A=( @ b
“\e¢ —-a
ovvero

10 01 00
A—a<0 _1)+b<0 0>+c<1 0>.—aA1+bA2+cA3

e quindi le matrici A, A», A3 generano T,. E immediato verificare che queste tre ma-
trici sono linearmente independenti; costituiscono quindi una base di Ty che ha quindi
dimensione 3.

ESERCIZIO 1.13. Stabilire sei vettori v; = (0,1,—1) evs = (2,0,1) sono linar-
mente indipendenti in R®. Similmente per i vettori v; = (0,1, —1),v2 = (2,1,0),v3 =
(2,2,-1).

ESERcCIZI0 1.14. Dimostrare che i seguenti sottoinsiemi di M>(R) sono sottospazi
vettoriali e calcolarne ladimensione:
(I) V = {A € MQ(]R) | aj; + a2 +as = 0};
(II) V = {A € MQ(R) | ai1 + ais + asy + a2 = 0}.
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Soluzione.
(i) E evidentechese A,B € Vek € RaloraAd + B € V,kA € V; dunque V & un
sottospazio vettoriale di M (R). Osserviamo che unamatrice A € V & del tipo

—ai2 —a a
A= 12 21 12
a21 a22

-1 0 ~1 1 00
= (7 0) (00 o) -0 7)

alloraA = ax1 A1 +a12As + ass Az elematrici A;, As, A3 sono un sistemadi generatori.
E di verificaimmediata che sono linearmente indipendenti. Costituiscono dunque una base
per V, quindi dim V' = 3.

(ii) Procedere come nel precedente.

Siano

Esercizio 1.15. Studiareal variaredi t € R il sistema
—r+y=2
z+y=1
r+oy=t

Detto poi S; I'insieme delle soluzioni del sistema, stabilire per quali valoridit € R S; &
un sottospazio vettoriale di R2.

Soluzione.

Procedendo con il metodo di eliminazione di Gauss-Jordan otteniamo il sistema
—r+y=2 —r+y=2
2y=3 dacui ¢ 2y =3
6y=t+2 9=t+2

che & compatibile solo per t = 7. Per t = 7 la soluzione & unica, esattamente si trova
y =2 edz = —1. Infine S; non & un sottospazio vettoriale di R? dato che non contieneil
vettore nullo.

ESErcIziO 1.16. SiaA = ( iQ 2_1 ) ,esaW = {X € My»(R) | AX = O,}.
Stabilire se W & un sottospazio vettoriale di M 2(R); in caso affermativo calcolarne la

dimensione e scrivere una base.

Soluzione.

Osserviamo che se A, X, Y sono tre matrici in M, 2(R) eda € RaloraA(X +Y) =
AX + AY ed A(aX) = aAX. Daqueste segue che W & un sottospazio vettoriale di
M, »(R). Mostriamo ora che un sistemadi generatori di W ¢ dato dalle matrici

1 0 01
xi= (L, o)exn=(g L,)

4r1y + 2291 =0

4 2 =
X eW o AX = 0, « { “F12 1 202 0 @{

S ha

—2.7311 — X221 = 0
—2.’1711 — T21 = 0 —2.’1712 — T2 = 0

—2.’1712 — T2 = 0
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Z11 T12
—2.’1711 —21‘12
X = x11 X1 + z1». Restaorada mostrare che X7, X5, sono linearmente indipendenti che
¢ evidente; dunque dim W = 2.

equindi X € W seesolosee dellaforma X = ( ) da cui segue che

2. Esercizi proposti

Esercizio 2.1. Stabilirese O(n) e GL(n) sono o no sottospazi vettoriai di M,,(K).
(Suggerimento. Verificare subito se contengono o no il vettore nullo. )

ESERCIZI0 2.2. Ripeterel’esercizio 1.16 con le matrici

( 1 3 ) ( 1 2 )
2 6 )\ 3 4

(Suggerimento. Procedere esattamente come nella soluzione di 1.16)

ESeErcIz10 2.3. Calcolareil determinante della matrice

a; a I
A= aip T
x x T
(Suggerimento. Operare in modo elementare sulle colonne della matrice e concludere
applicando I’ esercizio 1.6. )
ESERCIZI0 2.4. Stabilire per quali valori o, 8 € C i vettori
(15 0) Oé), (Za ﬂ: _27//8)7 (13 7;5 2)
sono una base per C3.
ESERCIZI0 2.5. Stabilire per quali valori di & |a seguente matrice & invertibile

100 O

01 k -1
A= 11 -1 1

02 0 -1

(Suggerimento. Osservare che A ¢ invertibile se e solo se det(A) # 0. Quindi calcolare
tale determinante. )
EsErcizio 2.6. SiaW = {(z,y,2) ER® |z —y =z +y+2 =0}. Stabilirese W
€ 0 no un sottospazio, in caso trovarne una base.
(Suggerimento. Procedere con per I'esercizio 1.16. )
ESERCIZI0 2.7. Si considerino le matrici
(i) Si determini il rango dellamatrice A + AB a variaredi .
(i) Si determinino i valori di u, v per i quali il sistema
(X,Y,Z)AB = (1 — u,v,v)
¢ compatibile. Si determinino le soluzioni per tali valori.
(iii) Si studi il sistema
5X +4Y +7Z2=3
X+2Y+3Z2=1
X-Y-Z=0
3X+3Y +52=2
e s determinino le sue eventuali soluzioni.
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ESERCIZIO 2.8. (i) Si determinino i valori di k per le quali il seguente sistema ammette
soluzioni:
EX+Y +2=0

X+kY +Z2=0
X+Y+Z=0
X-Y-Z=1

(i) Si determinino le soluzioni per i precedenti valori di k.

(iii) Sia A la matrice dei coefficienti del precedente sistema. Si determini il rango della
matrice prodotto A* A al variare di k.

ESERCIZI0 2.9. Risolvere se possibile i seguenti sistemi di equazioni utilizzando il
metodo di eliminazione di Gauss-Jordan,
1 suQ
z—=3y+52=0
20 —4y+22=0
S5z — 11y +92 =0

T—y+2z=2
—r+2y+2=7
2t+y—2=3
3. suRd variaredit € R
20 -2ty +tz=1
z—ty=20
—z4+({t+3)y—z=1
4. suR d variaredit € R
z+ty=0
r+({t+1l)y+z=1
te + 2y + (t+2)z = sint — t2 4+ 2
ESERCIZI0 2.10. Determinarea, b, c € R tai cheil sistema

z—3y=a
2u—2z=0»
z—dy+z=c

ammetta soluzioni.

Eserclizio 2.11. Dimostrare che se

11 X122 T13 .- N AT

0 o2 I23 .. e e e X2

0 0 33 .. e e .o I3p
A=

0 0 o v e 0 Ty

alIoradet(A) = 211212%13.--Tnn



12 1. MATRICI, SISTEMI DI EQUAZIONI E SPAZI VETTORIALI

0 2 -2 0
SaW = {X S MZ,Q(R) | A X = AZ.X}
(i) Dimostrareche W = {X € M22(R) | AX = 0};
(i) dimostrare che W & un sottospazio vettoride di M3 2 (R);

(iii) provare chele matrici X, = ( 10 ) ed X = ( 8 1_1 ) SONO un sistema

ESERCIZIO 2.12. Siano A; = ( 10 ) Ay = ( 0 -~ )esiaA = A;—A,.

-1 0
digeneratori per W. Mostrare similmente che le matrici éXl ed X, costituiscono
un sistemadi generatori per W;
(iv) dimostrare che X5, X, sono linearmente equivalenti;
(v) calcolare dim(W).

EsercizI0 2.13. In R, risolvere utilizzando il metodo di Gauss-Jordan il seguente
sistema

r+72=0
22 +5y =0

ESERcCIZzIO 2.14. SiaW = {(z,y,2) € R® | z — 3y = 0}. W & un sottospazio
vettoriale di R3? In caso affermativo trovare una base e ladimensione di 1.



CAPITOLO 2
Applicazioni Lineari

1. Esercizi svolti

Esercizio 1.1. Al variaredei parametri redli a, b, ¢ S consideri lamatrice

0 1 a b
1 0 -1 1
Mape=1 14 _1 0 0
a 1 0 c

(i) Si determini il rango di M, 3. infunzionedi a, b, c;
(i) s consideri I’ operatore lineare F, 5. : R* — R* che hala matrice M, ;. come
matrice associata rispetto allabase di vettori B = {b;, by, b3, b} dove

bl = (1707070)7 b2 = (1717070)7 b3 = (1717170)7 b4 = (1 1,1 1)

Y

Si determininoi valori a, b, ¢ peri quali si ha: F, . .(v) = w, dovev éil vettore (3,2,2,1)
ew ¢ il vettore (0,1,1,0).

Soluzione.
(i) Trale sottomatrici 2 x 2 di M, ;. c’e lamatrice

(1s)

quindi il rango di M, 5 . & Sempre > 2. Trale sottomatrici 3 x 3 c¢’e lamatrice

0 -1 1
-1 0 0
1 0 c

che ha determinante —c. Inoltre det M, . = (a + b)(a + b — ¢). Se ne deduce che s
hanno i casi seguenti:

(1) (a+b)(a+b—c) #0: rango 4.

(2 (a+b)(a+b—c)=0,c#0: rango 3.

B (a+b)(a+b—c)=c=0(ciota= —b,c=0): s cacolacheil rango ¢ 2.
Scriviamo il vettore v come combinazione lineare dei vettori della base B:

v = by + b3 + by.
Quindi calcoliamo la suaimmagine mediante F 3
Fop,c(v) = (a+b)by + by +bbs + (a + ¢)ba.
Poiché richiediamo F, ;. .(v) = w = (0,1, 1, 0) ne segue
(a+b,1,b,a+¢c) =(0,1,1,0)
Quindia=-1,b=c=1.

13
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ESERCIZIO 1.2. SiaV lospazio vettorialedei polinomi in unaindeterminata aventi
grado minore o uguale a2 e coefficienti reali. In V' si considerino le basi
¢={g, =14+T-T7 g=14+T> g3=1-T}
b= {ﬁ1 =1, P,=T, P; :Tz}-
(i) Si determini lamatrice del cambiamento di base M, ,(idy ).
(i) Si determini la matrice M,(f) dell’operatore lineare f : V. — V definito dalle
condizioni seguenti:

f@) =0, f(@.) =1+2T =37, f(g;) =T - 1.

(iii) Si stabilisca se f & diagonalizzabile g, in caso affermativo, si determini una base di
autovettori per f.

Soluzione.

Essendo

D =50+ +T)
Py =3(@ +7, — 25
Ps = 3(=0 + 20, — Ts)
Sl trova

| wlolm
| el |
W=

W=

Mq,p(idv) = (

W[ Hw -

|

Lamatrice M, 4(f) (vedi [1] pg.150) si calcolaimmediatamente:

01 -1
0 2 1
0 -3 0

Quindi M, (f) = Mp,,(f)M, »(idy) & laseguente matrice:

0 1 1
1 0 1
-1 -1 -2

Il polinomio caratteristico di f ¢ —T'(—1 — T')? egli autovalori sono 0, —1 di molteplicita
algebrica 1 e 2 rispettivamente.

Gli autospazi relativi sono

Vo ={(-1,-1,1)t, te€ R}, unacui basee costituitadal vettore (—1,—1,1) e

Vi ={u(-1,1,0) + v(-1,0,1), wu,v € R}, unacui basee¢ {(-1,1,0),(-1,0,1)}.
Dunque una base di autovettori per V ¢ {(—-1,-1,1),(-1,1,0),(-1,0,1)}.

2
3

Esercizio 1.3. Siconsiderino le applicazioni lineari o : R* — R?, 3, : R2 — R*

definite rispettivamente dalle matrici:

11 -2 -1
A_(l 0 -1 —1>’ Bn =

(dove h & un parametro reale).

Siapoi v, : R* = R* |’ operatore lineare (3, o a.

(i) Si determinino i valori di h per i quali dim N (v,) N Im(~vy) > 1.
(ii) Motivando larisposta si dicase per tali valori v ¢ diagonalizzabile.

o> O
-
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Soluzione.

(i) Poiche’ il rango di A & due « ¢ suriettiva. Poiche’ il rango di By, & due 3, € iniettiva.
Cio’ implicaN () = N(«). Unabasedi N(vp) & dunque {(1,1,1,0),(1,0,0,1)}.
Poiche’ Im(vy,) = Im(8), e quest’ ultimo ha dimensione due, una base di Im(v) &
costituita dalle due colonne (scritte come righe) dellamatrice By,: (1,0, h,0), (h,1,1,1).
Per la formula di Grassmann dim Im(vy,) N N(y,) > 1 se e solo se dim Im(ys) +
N (vp) < 3. Quest’ ultimacondizionesi verificaseesolo sei vettori (1,1, 1,0),(1,0,0,1),
(1,0, h,0), (h,1,1,1) sono linearmente dipendenti cio¢ see solose h(h — 2) = 0.

Le soluzioni s ottengonoper h = 0eh = 2.

(ii) v, non ¢ diagonalizzabile se h = 0,2. Lo s prova con un calcolo diretto oppure
applicando I’ esercizio 2.1.

ESERCIZIO 1.4. SiaV uno spazio vettorialerealeesia B = {v;, U2, U3, 74} UNASUa
base.
Si considerino tutti gli operatori lineari F, : V — V,
¢ € R, che soddisfano alle condizioni seguenti:
(1) 71 + 2, U3 + T4 SONO autovettori di F, di autovalorec,
(2) Fe(v1) = s,
(3) F.(v4) = —c(v2 + T3) + 1.
Si determinino:
(i) unabase b di V' contenentei vettori v; + v, U3 + U4, U1
(i) lamatrice M (F,) associataa F, rispetto ab,
(iii) i vaori di ¢ peri quai F, non ¢ diagonalizzabile,
(iv) per uno dei vaori di ¢ trovati svolgendoiil punto (iii) si calcolino gli eventuali autospazi
di F,.

Soluzione.
(i) b = {v1 + U2,T3 + T4, V1,04 }, & una base come richiesto ma anche {v; + 72,73 +
54,51,53} loe.
(i) Poniamo

b= {El +627E3 +E4;§1)64} = {w17m2;m3;m4}
Per scrivere la matrice che rappresenta F,. rispetto alla base b serve conoscere I'immagine
F.(w;) d variaredi i = 1, ...,4. Dalleipotesi segue che

(’Ul + 7}2) Fc(wl) = C(Ul +52) = C(wl)
F.(u3 + v4) F.(w2) = c(ws)
F.(v1) = F.(W3) = U4 = W4
F.(vs4) = F.(Ws) = —c(W1 + Wy — W3 — W) + W3
da cui, lamatrice cercata
—C
—C
c+1
C

SO0
S 6 O

My(Fe) =

= o O o

0 0
[l polinomio caratteristico di F.. ¢ dato dal polinomio p(T') = det(Mp(F.) — T'I) ovvero
(c=T)*(T? = cT —c—1)
le sueradici (quindi gli autovalori di F.) sono:
AM=¢, A=c+l, I=-1
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di molteplicita 2,1, 1 rispettivamente. Se questi tre valori sono tutti distinti si calcola
che le dimensione dei corrispondenti autospazi sono rispettivamente 2,1, 1. Quindi F, &
diagonalizzabile (dal teorema 13.13 di [1]).

Sono rimasti da considerare i seguenti casi:

A1 = Ag impossibile,

A1 = Ag cioe ¢ = —1. L'autovalore —1 ha molteplicitd algebrica 3 e il corrispondente
autospazio hadimensione 2 quindi . non & diagonalizzabile (sempre per il teoremacitato).
A2 = Az cioé ¢ = —2. L'autovalore —1 si comporta esattamente come sopra. F. non &

diagonalizzabile per ¢ = —2 (per teorema citato).

(iv) Per ¢ = —2 dli autovalori sono —2, —1: |"autospazio V_, ¢ per definizione cogtituito
dai vettori v € V tali che F_»(7) = —2v ed hacome base I'insieme {7, + 7,73 + T4 };
I’ autospazio V_; hacome baseil vettore v; + v9. Per ¢ = —1 gli autovalori sono —1,0 e
V_1 hacome base {71,7,}.

EseErciziO 1.5. Siaf : R* — R* I’ operatore lineare definito dalle condizioni

f@)=0 f(@) = —&1 + &, + 263 + 4e,
f(ég) = —¢; — ey —2e3 —4ey f(é4) =e1 + e + 2e3 + 4e,,

dove {1, e2,23,e4} & labase canonicadi R*.

(i) Si determini la matrice che rappresenta f rispetto alla base canonica;

(ii) si determini il sottospazio N(f) N Im(f) e s dica, motivando la risposta, se f &
diagonalizzabile.

Soluzione.
(i)
Lamatrice che rappresenta f rispetto allabase canonicae ¢ lamatrice
0 -1 -1 1
01 -1 1
Me(f) - 0 2 _2 2
0 4 -4 4

che ha evidentemente rango 2.
(ii) Essendo rg(Me(f)) = 2 s hachedim N(f) = dim Im(f) = 2. Unabasedi N(f) ¢
{e1,e3 + &4}. Infatti ricordiamo che

N(f) ={v e R'|f(v) = 0}
esev € R* hacoordinate (z1, 2, z3,24) alora
veEN(f) e f(v) =0 z1f(e1) + z2f(e2) +z3f(e3) + 74 f(eq) =0
& za(—er + ey + 2e3 + dey) + z3(—e1 — ey — 2e3 — dey)+
z4(e; +ex+2e3+4e4) =0
—X9— 23+ 24 =0
To—x3+ x4 =0
209 —2x3 + 224 =0
4ry —4x3 +4x4 =0
Quest’ ultimo & un sistema di due equazioni indipendenti nelle variabili x1, 2, 23,4, l€
soluzioni sono alloradel tipo (k, 0, s, s) d variaredi k, s € R. Dunquev € N(f) seesolo

sev = kej + se3 + seq = key + s(es + e4) el'insieme {e1, e3 + e4} risulta essere una
base di N(f).
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Due vettori linearmente indipendenti di Im(f) (che quindi sono una base) sono ad

esempio f(e2), f(€3). Seguedlorachev € N(f) N Im(f)seesolose
a1 + B(es +e1) = 7f(€2) +df(e3)
con a, B,v,6 € R Le soluzioni s ottengono per (a, 3,v,d) = (—2t,0,t,t),t € R.
Quindig=0e
N(fynIm(f) = {te:,t € R}.

Infine il polinomio caratteristico di f & dato dal polinomio P(T) = T3(T — 3). Gli zeri
di questo polinomio sono \; = 0 e A\ = 3 che sono gli autovalori di f. Poiché dim N (f)

= 2 la molteplicita geometrica (che ¢ 2) dell’autovalore A = 0 non coincide con quella
algebrica(chee 3) equindi f non & diagonalizzabile.

ESercIzIO 1.6. Al variare del parametro reale ¢ si consideri I’ operatore lineare
fo:R* > R*
definito nel modo seguente:

fC(el) = —éy, fC(e2) = —2e; + €s, fC(e3) = —€4, fc(e4) = (C - 1)61

dove {e1, ez, e3,e4} & labase canonica

(i) Si consideri I’ operatore f; ottenuto ponendo ¢ = 1: si dica, motivando larisposta, quali
tragli operatori f; e f1 o f1 sono diagonalizzabili. Per quelli chelo sono si determini una
base di autovettori.

(ii)* Si determinino i valori di ¢ per i quali f. ¢ diagonalizzabile.

Soluzione.

(i) Gli autovalori di f; sono leradici del polinomi caratteristico T4 — 27°2. L’ autovalore
T = 0 ha molteplicitad algebrica due e geometrica 1 (poiché la dimensione del nucleo
di f; &1, infatti si verifica subito che ker f = {(0,0,0,%)|t € R}). Quindi f; non &
diagonalizzabile.

f1 o f1 einvecediagonalizzabile. f; o f; & definito come segue

(fio fi)(e1) =2e1 —e3, (fiofi)(es) =2ex—eq, (fiofi)(es) = (fiofi)(esd) =0

elamatrice che rappresenta f; o f; rispetto alla base canonica ¢ data dalla matrice

2 0 00
0 2 00
-1 0 0 0
0 -1 0 0

Il suo polinomio caratteristico & (7' — 2)272. Gli autovalori sono 7' = 2, T = 0 ed hanno
entrambi molteplicita algebrica2. | corrispondenti autospazi hanno dimensione due. I nfatti
per definizione I” autospazio relativo al’ autovalore 2 &

Vo = {v € R*|(f1 0 f1)(¥) = 20}

equindi 7 € V> seesolose(f; o f1)(v) = 20 ovweroseesolose (fi o f1)(T) —2v =0
ovveroseesolo se (fi o f1 —2idy)(v) = 0. Sitrovache V, = {(—2s, —2t, 5,t)|s,t € R}.
Dungue un vettorev € V; s sCirvera come

v = —2se; — 2te,; + sez + tey = s(es — 2e1) + t(es — 2es).

Dunque unabasedi V; ¢ costituitadai vettori e; —2e;, e4 —2es edim V5 = 2. Similmente
s prova che dimVy = 2 ed una sua base & codtituita dai vettori e3,e;. Una base di
autovettori per R* & quindi 2e; — e3, 2e; — ey4, €3, €4
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(i) Il polinomio caratteristico di f.& P.(T) = T* — 2T? — (c—1). Ponendo Z = T?% e
risolvendo I’ equazione Z2 — 2Z — (¢ — 1) = 0 s ottengono le radici

G=1+ct , (=1—c?
Leradici complesse del polinomio caratteristico sono quindi

€12 ) _Clz ’ CZZ ’ _CZQ
Al variare di ¢ leradici reali sono:
(1) ¢ < 0: nessunadelleradici ¢ rede. (2) ¢ > 1: due sole delle quattro radici sono redli.
(3) 0 < ¢ < 1: tuttele quattro radici sono redli. (4) ¢ = 1: treradici, tutte reali, unadoppia
(T = 0). (5)c = 0: dueradici, entrambe reali, entrambe doppie (T" = 1, —1).
Dal teorema fondamentale sugli operatori diagonalizzabili e dalla precedente analisi delle
radici segue che f. non & certamente diagonalizzabile nei casi (1), (2). Mentre f. ¢ cer-
tamente diagonalizzabile nel caso (3). Nel caso (4) sappiamo che f; non ¢ diagonaliz-
zabile dalla prima parte dell’esercizio. Nel caso (5) s calcola che gli autovalori 1, —1
hanno molteplicitd algebrica (= 2) diversa da quella geometrica (= 1). Quindi f, non si
diagonalizza.
Conclusione: f. ¢ diagonalizzabile se e solo se ¢ appartiene al’intervallo aperto (0,1).

ESERCIZIO 1.7. Siaa : R® — R* |’ operatore lineare la cui matrice associata rispet-
to ale basi canoniche ¢

A=

N O N
Lo~ Ul W
NN

—2

esiaf : R* — R23 |'operatore lineare la cui matrice associata, sempre rispetto alle basi

canoniche, &
0 10 -3
B = -1 1 1 -2
1 0 -1 -1

(i) Si determini una base dello spazio vettoriale

Im(a) NN(B).
(i) Si determini una base dello spazio vettoriale

Im(B o a).
Soluzione.
(i) La matrice A ha rango due, quindi due sue colonne indipendenti sono una base di
Im(a). Tali sono ad esempio le prime due:(1,2,0,2), (3,5,1,3) (scritte come righe).
Quindi un vettore di I'm(«) & unarigadel tipo
X(1,2,0,2)+Y(3,5,1,3) = (X +3Y,2X +5Y,Y,2X + 3Y)

(con X, Y variabili reali). D'dtra parte, si calcolachei vettori del nucleo N () sono del
tipo

(Z+T,3T,Z,T)
(Z,T variabili reali). | vettori dell’intersezione I'm(a) N N(B) sono quindi tutte e solele
righe che si possono scrivere come sopra e che soddisfano alla condizione

(X +3Y,2X +5Y,Y,2X +3Y) = (Z + T, 3T, Z,T).
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Questa condizione equivale a sistemadi quattro equazioni in quattro incognite

X+3Y=Z+T, 2X+5Y=3T, Y=2 2X+3Y=T,
risolvendo il sistemasi ottengono le oo! soluzioni

X=—-Y=c¢Z=c,T=c VceR.
Sostituendo vediamo chei vettori di Im(«) N N(3) sono lerighe del tipo
(2¢,3¢,c,¢), VeeR

Ponendo ad esempio ¢ = 1 si ottiene unabase per Im(a) NN (5), cioe il vettore (2,3,1,1).
(if) La matrice associata a 3 o « (rispetto alle basi canoniche) ¢ BA. Le colonne di BA
sono un sistema di generatori per Im(8 o ). Ladimensione di Im(8 o «) & il rango di

BA cio¢ 1. Quindi unaqualsiasi colonnanon nulladi BA & unabasedi Im(3 o «). Ogni
vettore del tipo ¢(4, 3,1), (¢ # 0), & unabase di tale spazio.

ESERCIZIO 1.8. Sianoa :V — W,b: W — U dueapplicazioni lineari. Si dimostri
che
dim Im(b o a) = dim I'm(a) — dim(Im(a) N N(b)).

Soluzione.
Im(a) & uno spazio vettoride. Siah : I'm(a) — U lafunzioneb ristrettaa I'm(a), (cioe
h(w) = b(w), Vw € Im(a)). h & una applicazione lineare. Inoltre si pué dimostrare
facilmenteche N (h) = Im(a) N N(b) e Im(h) = Im(bo a).
L’ uguaglianzarichiesta segue alora dall’ uguaglianza:

dim I'm(h) — dim N (h) = dim I'm(h),
(teorema 11.6 del testo).

Esercizio 1.9. Sia F,, : R® — R3 I'operatore lineare la cui matrice associata
rispetto alla base canonica e

u+1 2u wu
Mu,v = 1 3 1
0 v 1

(dove (u, v) sono parametri reali).

(i) Si determinino i valori di w, v per i quali ameno un autospazio di F,, , hadimensione
> 2.

(ii) Si dimostri che, per tali valori, F,, ,, ¢ sempre diagonalizzabilese u # —2.

Soluzione.
(i) Un autospazio hadimensione > 2 se e solo seil rango della matrice

My, —TI;

¢ < 1. Equivaentemente le tre righe della matrice devono essere proporzionali. Le ultime
due righe sono proporzionali se e solo se I'ultima é nulla, ovwero see solosev = 0 e
T = 1. Ponendo T'" = 1 la prima e |a seconda riga sono propozionali. Quindi F, , ha
un autospazio di dimensione > 2 per v = 0, w qualsiasi. (L’ autovalore corrispondente a
guesto autospazio & sempre T = 1).

(ii) Ponendo v = 0 e calcolando il polinomio caratteristico di F, o S ottiene il polinomio

Pu(T) = (u+3-T)(1—T)>

Gli autovalori di F, o sono1 e (u + 3). Seu # —2 questi autovalori sono distinti. Sempre
per u # —2 s verifica (0 s dimostra in vari modi) che gli autospazi corrispondenti V71,
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Vu+s hanno rispettivamente dimensione 2 e 1. Quindi dim Vi + dimV,43 =3 eF,o &
diagonalizzabile.
ESERCIZI0 1.10. (i) Sia
f:R®* = R?
I’ operatore lineare definito, rispetto alla base canonica, dalla matrice

-1 2 2
2 01
2 10

Si determini unabase B = {v1,72,73} di autovettori di f.
(if) Si determinino, scrivendone la matrice rispetto a una base, gli operatori lineari

g:R® 5 R?
soddisfacenti alle condizioni seguenti:
-9(v1) =71,
- g(v2) = v3,

- 9(v3) & combinazione lineare di 71, U2,
- g & diagonalizzabile.

Soluzione.
Base di autovettori per f:

v = (0717_1)752 = (17171)753 = (_27171)

(gli autovaori sono: —1, 3, —3), il polinomio caratteristico (1 + T')((T? — 9).
Rispetto alabase v, 72, U3 una g soddisfacente alle prime tre condizioni ha come matrice
associatalamatrice

0
M= 0
1

- O OM
o o9

Il polinomio caratteristico & (1 — T')(T? — b). Condizione necessaria per avere g diago-
nalizzabile e dunqueb > 0. Seb > 0, b # 1l polinomio hatreradici distinte dunque g &
diagonalizzabile. Ci rimane daconsiderarei casib=0eb = 1.

b = 0: 0 & autovalore di molteplicitd algebrica 2, il corrispondente autospazio (hucleo di
¢) hadimensione uno qualunque siaa perché il rango della matrice ¢ sempre uguale a due.
Quindi g non & diagonalizzabile.

b = 1: 1 ¢ autovalore di molteplicitd algebrica due, il corrispondente autospazio ha
dimensionedueseesolo sea = 0.

Conclusione: g ¢ diagonalizzabile nei casi seguenti: b > 0eb # 1 oppureb=1ea = 0.

ESERCIZIO 1.11. Si determinino tutte le matrici triangolari superiori

a b ¢
M= 0 d e
00 f

che sono diagonalizzabili ed hanno polinomio caratteristico Py (T) = —T(1 — T)2.
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Soluzione.

Py(T)=(a—T)(d-T)(f—T). PeressereugudeaT (1—T)? s deveavere(a,d, f) =
(07 ]‘7 1)7 (]‘7 07 ]‘)7 (]'7 ]‘7 0)

M ¢ diagonalizzabile se solo se lasommadelle dimensioni dei suoi autospazi V), ¢ tre. Gli
autovalori A di M sono 0, 1. Inoltredim V), = 3 — rango di (M — \I3).

Poiche’ A = 0 ¢& unaradice semplice del polinomio caratteristico avremo sempre dim Vo =
1. Quindi M & diagonalizzabile se e solo se dim V; = 2. Esaminiamo i tre casi separata-
mente:

Primo caso: poniamo (a,d, f) = (0,1,1).

llrangodi M — I3 ¢ duesee # Oede unosee = 0. Quindi dim V; =2 seesolosee = 0.
Sono diagonalizzabili le matrici

0 b
M=100
0 0

Secondo caso: poniamo (a,d, f) = (1,0,1). llrangodi M — I3 ¢ duesebe + c #Oede
uno sebe + ¢ = 0. Quindi dimV; = 2 seesolo sebe + ¢ = 0. Sono diagonalizzabhili le

matrici
1 b —be
M = 0 0 e
0 01
rango

SO0

Terzo caso: poniamo (a,d, f) = (1,1,0). ll rangodi M — I3 ¢ duese b # 0 ed & uno se
b= 0. Quindi dim V; = 2 seesolo seb = 0. Sono diagonalizzabili e matrici
1 0 ¢
M= 01 e
0 00

2. Esercizi proposti

ESERCIZIO 2.1. Per ogni operatorelineare f s ha: f diagonalizzabileimplica N (f)N
Im(f) = (0).
(Suggerimento.  Se N(f) = (0) dlora N(f) N Im(f) = (0) e non c¢’¢ atro da di-
mostrare. Supponiamo invece N (f) # (0): poiche’ f & diagonalizzabile esiste una base
di autovettori {@; . ..a,}. Possiamo supporre che che i primi ¢ siano una base di N(f).
| rimanenti autovettori {G;+1 ... @y} sono allora associati ad autovalori diversi da zero e
costituiscono unabase di Im(f).
Siaz € N(f)nIm(f),dlora

Aar + -+ MG =T = G410 F Pn—tGn

Quindi A@y + -+ + A@t — 1811 — *** — fn—1Gn = 0.
Poiche @y, ...,a, sono linearmente indipendenti nesegue \; = --- = Ay =g = --- =
pn_t =0.Quindiz=0eN(f)NnIm(f) = (0). )

ESERcCIZIO 2.2. Si consideri lamatrice
0 0 — -1
M, =

=0 O
|
[
(en]
O O N
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dovec € R. Sia

F.:R*>5 R*
I’ operatore lineare la cui matrice associata, rispetto alla base canonica, & M..
(i) Determinarei vaori ¢ € R tali chedim N (F,) > 0; per tali valori determinare Im/(F,);
(i) Si discutaladiagonalizzabilita di tali operatori.
(iii) SaG : R* — R* |’ operatore cosi’ definito rispetto alla base canonica: G(e1) = e,
G(e2) = e4, G(e3) = €3, G(€4) = €4. Si determinino i valori di ¢ per i quali G o F, non
¢ diagonalizzabile.
(Suggerimento.
(i) Sev = (z1,22,23,24) € N(F,), alorale coordinate z; sono soluzioni del seguente
sistema

—cx3—x4 =0

3+ 224 =0

cxy —xo =0

—T1 — X2 = 0
al variare di ¢ € R. Verificare allora che esistono oo! soluzioni se e solo se ¢ = i%.
Dunque per questi valori di ¢ s hadim N(F,) =1. )

EsErcizio2.3. Siano f : R* - Rteg : R* — R* le applicazioni lineari

cosidefinite:

f(e1) =€ + e, f(é2) =€ +e3, f(€3) =€1 —ex + €3, f(€4) =0

g(&1) =€ +e;, g(€) =€ +e +e3, g(es) = + e, g(es) = —21 + 8

(i) Si verifichi chel’intersezione del sottospazi I'm(f) eker(g) ¢ costituitadal solo vettore
nullo.

(ii) Si verifichi che gli operatori composti g o f e f o g sono entrambi diagonalizzabili.
(iii) Si determini la matrice del cambiamento di base da una base di autovettori di f o g a
una base di autovettori di g o f.

ESERCIZIO 2.4. Siano V', W due spazi vettoridli reai e siano v = {v;,72,73} una
basedi V e {w;,w,,ws,w,} unabasedi W.
Si considerino le seguenti applicazioni lineari:
a.:V->W
definita dalle condizioni
ac(U1) =wWi, ac(U2) =cwi +3Ws + Wy, c(T3) = 2w + CWa + W3 + Wy
dovece R, e
W=V
definita dalle condizioni
B(w1) =01 +T2, B(W2) =11, P(W3)="101+V2—603, P(Ws)=71+702+303

SiaF,. = o a. I'applicazione lineare composta. Si determinino:

(i) lamatrice M, (F,) di F rispetto allabase v,

(i) i valori di ¢ peri quali N(8) C Im(a.),

(iii) unabase di I'm(F,) per uno dei valori di ¢ determinati a punto (ii).
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EsERCIZIO 2.5. SiaF, : R* =+ R* |’ operatore lineare cosi’ definito:
F.(e1) =&, F.(e2) =€1 + cez, F.(€3) =23 + €y, F (€4) =€3+ €4

(dove {€;,€e2,€3,€4} & labase canonicae ¢ & un parametro reale.
(i) Si determini una base di autovettori di F, per ogni ¢ per il quale F, & diagonalizzabile.
(i) SiaG : R* — R? I'applicazione lineare definita, rispetto alle basi canoniche, dalla
matrice

1 01 0

M = 01 2 1

11 3 1
Si determininoi valori di ¢ per i quali il nucleo di G o F, contiene un autovettoredi F..
(iii) Sa H : R® — R* I'applicazione lineare definita dalla trasposta della matrice M. Si
determinino i valori di ¢ peri quali G o F, o H & diagonalizzabile.

(Suggerimento. Procedere come nell Esercizio 1.4)

ESERCIZIO 2.6. Siano F e G i due operatori lineari suR* cosi’ definiti:
F(e1) = F(e2), F(e1) = —F(e), F(e3s) =3 + 21, F(es) =& + &

G(El) = G(ég), G(él) = —G(Ez), G(€3) =e3 — €4, G(E4) =2e3 t+ey

(i) Si determinino autovalori ed autovettori di F' edi G.
(i) Si determinino i valori di k£ per i quali F' + kG non ¢ diagonalizzabile ed ha polinomio
caratteristico con tutte le radici reali.

ESERCIZIO 2.7. (i) Si determinino, scrivendone lamatrice rispetto alla base canonica
{&1,e,,e3}, tutti gli operatori F: R® — R3 tdi che:
€ + @ & un autovettore di autovalore 1, e3 — €3 & un autovettore di autovalore —1, il
polinomio caratteristico di F' haunaradice multipla
(ii) Tratali operatori si determinino quelli dotati di un autospazio di dimensione due.
(iii) Tragli operatori detereminati a punto (ii) se ne scelgano due F; e F> non proporzion-
ai . Si discutaladiagonalizzabilital di Fy o Fs.

L¢iod non si hal’ uguaglianza Fy; = cF per unacostante ¢
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