Limiti – prima parte

A cosa servono i limiti?

Fino ad oggi gli elementi a noi noti per lo studio di una funzione sono i seguenti:

· dominio

· intersezione con gli assi del piano cartesiano

· segno della funzione

· parità o disparità (simmetria rispetto all’asse y o all’asse x)

· rappresentazione grafica di queste informazioni nel piano cartesiano

Per completare lo studio della funzione dobbiamo calcolare:

· i limiti della funzione (per determinarne l’andamento dove la funzione negli intorni di punti in cui la funzione non è definita o per valutarne l’andamento quando x tende a +∞ o -∞).

· gli asintoti (l’asintoto è una retta che si ‘avvicina’ alla funzione senza mai toccarla, per questo si dice anche che l'asintoto e' la tangente all'infinito della funzione; gli asintoti possono essere verticali, orizzontali e obliqui) 

· la derivata prima per stabilire dove la funzione cresce o decresce e quali sono i suoi punti di massimo e di minimo 

· la derivata seconda per stabilire la concavità della funzione e trovare eventuali punti di flesso.

· Il concetto di limite è fondamentale per la definizione della derivata e per il calcolo degli asintoti.

In quali punti devo studiare il limite di una funzione?

Nei punti di accumulazione del dominio. I punti negli intorni dei quali è interessante studiare il limite, sono i punti di accumulazione del dominio che non appartengono al dominio.

Esempi di funzioni note (vedere scheda con i grafici delle principali funzioni) e valore dei limiti di tali funzioni.

Esempio: la funzione y=1/x : scrivere la tabella con i valori di x e y quando x tende a zero o a +∞ o -∞ per far vedere che il valore che ‘tende’ ad assumere  è il valore del limite e scrivere in simboli
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Definizione (intuitiva)

Consideriamo una funzione y=f(x), definita in un insieme D di numeri reali. 

Il limite l è quel numero, finito o infinito, a cui si ‘avvicina’ il valore della funzione man mano che x assume valori sempre più prossimi a x0; questo si indica in modo sintetico così:
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La definizione rigorosa di limite prevede la distinzione di quattro casi fondamentali (con l e x0 che assumono valori finiti o infiniti). Vediamo i vari casi nel dettaglio.

La definizione di limite

	
	Limite finito l
	Limite infinito

	x→x0
	Sia data la funzione y=f(x) definita in un intervallo [a,b] e sia x0un punto di accumulazione appartenente o no all’intervallo di definizione della funzione.
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Si dice che per x che tende ad x0 la funzione y=f(x) tende al limite finito l se fissato comunque un numero positivo ε piccolo a piacere, è possibile determinare in corrispondenza di ε un intorno di x0 per ogni x del quale è verificata la condizione |f(x)-l| < ε
	Si dice che al tendere di x ad x0 la funzione y=f(x) tende ad infinito(+∞, -∞, ∞) se fissato un numero E positivo grande a piacere, è possibile determinare in corrispondenza di E un intorno di x0 per ogni x del quale (escluso x0) è verificata la condizione: |f(x)|>E
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Asintoto verticale: x= x0

	x→∞
	Sia data la funzione y=f(x), definita in un insieme illimitato. 
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Si dice che per x che tende ad infinito(+∞, -∞, ∞) la funzione y=f(x) tende al limite finito l se fissato comunque un numero positivo ε piccolo a piacere, è possibile determinare in corrispondenza di ε un numero positivo N tale che per ogni x tale che |x|>N, sia  verificata la condizione |f(x)-l| < ε

Asintoto orizzontale: y=l
	Sia data la funzione y=f(x), definita in un insieme illimitato. 
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Si dice che la funzione y=f(x)  tende ad infinito (+∞, -∞, ∞) al tendere di x ad infinito (+∞, -∞, ∞) se fissato un numero E positivo grande a piacere, è possibile determinare in corrispondenza di E un numero positivo N tale che per ogni x tale che |x|>N, sia  verificata la condizione: |f(x)|>E

(quattro casi possibili)


L’ ASINTOTO, nei casi più comuni, è la retta tangente all’infinito (a +∞ o -∞; lungo la direzione dell’asse delle x se asintoto orizzontale, lungo la direzione dell’asse delle y se asintoto verticale; obliquo negli altri casi) alla curva, grafico della funzione. In alcuni casi particolari l’asintoto (solo se orizzontale o obliquo) può intersecare infinite volte il grafico della funzione).

Tutti i casi possibili di limite:

	
	Limite finito l
	Limite+∞
	Limite-∞

	x→x0
	Limite finito quando x tende a un valore finito (un caso)
	Limite infinito (positivo o negativo)(due casi)

	x→+∞
	Limite finito quando x tende a +∞ o -∞

(due casi)
	Limite infinito (positivo o negativo) quando x tende a +∞ o -∞ (quattro casi)

	x→-∞
	
	


Se l=0 la funzione si dice infinitesima.

Se l= ∞ la funzione si dice ‘divergente’.

Limite destro e sinistro:

	x→ x0
	Limite: l’avvicinamento a x0 avviene con valori appartenenti ad un intorno completo di x0 (valori maggiori e minori)

	x→x0+
	Limite destro: x viene considerata nel solo intorno destro di x0: l’avvicinamento a x0 avviene con valori appartenenti al solo intorno destro (valori maggiori)

	x→x0-
	Limite sinistro: x viene considerata nel solo intorno sinistro di x0: l’avvicinamento a x0 avviene con valori appartenenti al solo intorno sinistro (valori minori)
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