Continuità e discontinuità

Introduzione al problema

Ci poniamo la seguente domanda: dato un punto x0 del dominio di una funzione e considerato il corrispondente valore f(x0), i punti "vicini" a x0 hanno immagine "vicina" a f(x0)? 
La risposta è negativa (per esempio la funzione f(x)= segno(x),dove i punti vicini a zero hanno una immagine vicina a 1 o a -1, mentre si ha f(0)=0).
In sostanza l'esistenza del limite garantisce che all'avvicinarsi di x ad una dato valore x0, la y si avvicina ad un certo valore l, che non è in relazione con l'eventuale valore assunto dalla funzione nel punto x0 (dove la funzione potrebbe non essere definita). 
Ora invece vogliamo controllare se, all'avvicinarsi di x a x0, la y si avvicina esattamente ad f(x0).

Funzione continua in un punto
Definizione:

f : X 
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R (la funzione f è definita in x0)

La funzione f(x) si dice ‘continua in x0’ se il suo limite per x tendente a x0 coincide con il suo valore in x0, ovvero con f(x0). In simboli:
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Se il punto x0 è isolato, la funzione è continua in x0.

Intuitivamente una funzione è continua se si riesce a tracciarne il grafico “senza mai staccare la penna dal foglio”. Questa nozione è significativa solo nei casi  elementari.
Dunque se una funzione è continua in x0 :

· esiste il valore della funzione in x0
· esiste il limite della funzione per x che tende ad x0
· il valore del limite è uguale al valore della funzione in x0
(quindi per calcolare il valore del limite della funzione, basta calcolare il valore della funzione nel punto, sostituendo a x il valore di x0)

Esempio: per calcolare il limite delle funzioni polinomiali in un punto x0 è sufficiente calcolare il valore della funzione nel punto x0. Per esempio 
[image: image4.wmf])

2

3

(

lim

5

-

®

x

x

= 3•5-2= 13

Definizione:

una funzione si dice continua da destra in x0 se: 
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una funzione si dice continua da sinistra in x0 se: 
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Funzione continua in un intervallo
Definizione:

La funzione f :[a,b] [image: image7.png]


R si dice ‘continua nell’intervallo [a,b]’ se è continua in ogni punto di (a,b), ed è continua da destra in a e da sinistra in b.
Esempi di funzioni continue

Le seguenti funzioni, all’interno del loro dominio, sono continue.

· Tutte le funzioni polinomiali (funzione costante, rette, parabole, potenze di grado n
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, polinomi,…).
· Funzione esponenziale

· Funzione logaritmica

· ecc

Per tutte queste funzioni il calcolo del limite si effettua sostituendo alla variabile x il valore x0.
Vedere tabella pag 230 dodero vol 4

Esempi vari

La funzione [image: image9.png]F(x) = x



è continua in 0, perché 0 è un punto isolato del dominio, che è costituito da 0 e dai reali maggiori o uguali a 1. 

La funzione 
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 non può essere continua in 0, perché ivi non ha limite. 

La funzione f(x)= segno(x) non è continua in 0, perché il limite dx in 0 vale 1, il limite sx vale -1, mentre la funzione in 0 vale 0.

Algebra delle funzioni continue; 

Usando la definizione di funzione continua e i teoremi delle operazioni sui limiti, si dimostra che 
· somma algebrica di funzioni continue in x0, (f+g , f-g,…)
· prodotto (tra funzioni continue in x0, o di funzioni continue in x0 per una costante) (f•g, kf,…)
· reciproco di una funzione continua in x0 (purché la funzione non si annulli in x0 (1/f)
· |f| con f è continua in x0
sono funzioni continue in x0.
Si tenga però presente che la somma (il prodotto, il quoziente) di due funzioni non continue può benissimo essere continua. Esempio:
Le funzioni
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non sono continue (in zero), mentre la loro somma vale 1, per cui è sicuramente continua. 

Continuità delle funzioni elementari; 

Le seguenti funzioni, all’interno del loro dominio, sono continue:
· Funzioni polinomiali (funzione costante, rette, parabole, potenze di grado n
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, ,…).
· Quozienti di polinomi (funzioni razionali fratte), esclusi i punti in cui si annulla il denominatore
· Funzione radice

· Funzione esponenziale

· Funzione logaritmica

· Funzioni goniometriche (sen e cos continue in R, tg e cotg continue con le opportune restrizioni sul dominio)

Calcolo di limiti

Il concetto di funzione continua è di grande importanza nel calcolo dei limiti. Se infatti si riesce a concludere che una funzione è continua in un punto x0 del suo dominio, allora il calcolo del limite, in x0, è banale: questo è esattamente quello che succede in molte delle situazioni più frequenti nelle applicazioni.

Il calcolo del limite per funzioni continue si effettua sostituendo alla variabile x il valore x0.
esercizi

Punti di discontinuità; 

Se una funzione non è continua in un punto x0 del suo dominio si dice che x0 è un punto di discontinuità o singolarità. Per estensione si usa il termine punto di discontinuità anche per i punti x0 che non appartengono al dominio, ma sono di accumulazione per il dominio. 
In realtà in questo caso non si dovrebbe parlare di punto di discontinuità, in quanto, per definizione, una funzione può essere continua (e quindi anche discontinua) solo nei punti del dominio. 
I punti di discontinuità vengono classificati nel seguente modo (anche se questa classificazione non è universale):

1) x0 è punto di discontinuità eliminabile se
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 R e la funzione non è definita in x0 oppure accade che  l ≠ f(x0) (con x0 
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 dominio di f).
L'aggettivo ‘eliminabile’ deriva dal fatto che, data la funzione f che abbia in x0 una singolarità di questo tipo, la funzione:
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è continua in c. Per eliminare la discontinuità assegno ad f(x0) il valore coincidente con 
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In qualche testo questo tipo di discontinuità viene detta di ‘terza specie’.
2) x0 è punto di discontinuità di ‘prima specie’ se: 
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Si usa anche il termine salto per questo caso (il valore |l-m| si chiama a volte proprio salto o gradino). 

3) x0 è punto di discontinuità di ‘seconda specie’ in tutti gli altri casi, ovvero quando uno dei due limiti (dx o sx) per x→x0, non esiste o è infinito.

Per esempio se accade che la funzione non esiste in x0 e 
[image: image22.wmf])

(

lim

0

x

f

x

x

®
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Esempi

1. La funzione [image: image23.png]sinx

F®=



ha, in zero, una singolarità eliminabile. 

2. La funzione f(x) = signum(x) ha, in zero, un salto, di valore 2. 

3. La funzione [image: image24.png]S =sinl
X



ha, in zero, una discontinuità di seconda specie. 

4. La funzione [image: image25.png]flx)=e



ha, in zero, una discontinuità di seconda specie. 

5. La funzione [image: image26.png]1
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ha, in zero, una discontinuità eliminabile. 

6. La funzione [image: image27.png]sw-1

x



ha, in zero, una discontinuità di seconda specie. 

7. La funzione [image: image28.png]FER=xr X
x



ha, in zero, un salto, di valore 2. 

Proprietà delle funzioni continue. 

1) Se f è una funzione continua in un punto c e g è continua nel punto f(c), allora la funzione composta [image: image29.png]


è continua in c.

Si noti che anche questo teorema esprime solo una condizione sufficiente: la composta di due funzioni non continue può benissimo essere continua. Basta prendere, ad esempio, per f una funzione qualunque e per g una funzione costante: la composta sarà costante e dunque continua
2) Se una funzione è definita su un intervallo ed è ivi continua, allora essa è invertibile se e solo se è crescente [decrescente]. Inoltre la funzione inversa è anch'essa continua e crescente [decrescente].

3) Una funzione, anche non continua, se è definita in un intervallo ed è crescente [decrescente], ha sempre inversa continua. 
Asintoti del diagramma di una funzione

L’asintoto è una retta che si ‘avvicina’ alla funzione senza mai toccarla: l'asintoto e' la tangente all'infinito della funzione. Quindi se non sappiamo come si comporta una funzione all'infinito sappiamo però come all'infinito si comporta una retta e se troviamo l'equazione della retta che accompagna la funzione all'infinito (asintoto) potremo tracciare il grafico della funzione che tende all'infinito con buona approssimazione.
Asintoto orizzontale:
retta y= c con 
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Asintoto verticale
Retta x= x0 con 
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Asintoto obliquo
Se risulta 
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allora esiste un asintoto obliquo di equazione y=mx + q con q= 
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(distinguere i limiti a +∞ e -∞)
La presenza di un asintoto orizzontale (a +∞ o a -∞) esclude la presenza dell’asintoto obliquo (a +∞ o a -∞)
Teoremi sulle funzioni continue
Teorema Fondamentale

Se f è una funzione continua su di un intervallo I, allora anche f(I) è un intervallo.

Quindi se y=f(x) è una funzione continua sull'intervallo chiuso e limitato [a,b], allora il codominio di f è un intervallo chiuso e limitato.
Teorema di Weiertsrass (Bolzano-Weierstrass)
Se la funzione y=f(x) è continua in un intervallo chiuso e limitato [a,b], essa è ivi limitata ed ammette sia il massimo che il minimo assoluto (e dunque, per il teorema di Darboux essa assume almeno una volta tutti i valori compresi tra il massimo e il minimo).
Teorema di Darboux (o Bolzano-Darboux)
Data la funzione y=f(x) continua in un intervallo chiuso e limitato [a,b], e dati due punti del dominio x1 e x2 con f(x1) < f(x2), preso k tale che f(x1)<k<f(x2) 
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 [a,b] tale che f(x3)=k
Dunque la funzione assume, almeno una volta, ogni valore compreso fra il suo minimo e il suo massimo.
Teorema (di esistenza) degli zeri

Se la funzione y=f(x) è continua in un intervallo chiuso e limitato [a,b], e se f(a) e f(b) sono discordi, allora esiste un punto c interno all’intervallo [a,b] in cui la funzione si annulla (quindi f si annulla almeno una volta in (a, b))

Questo teorema è un corollario del teorema di Darboux.

Teorema

Se la funzione f(x) è continua in un punto x0, fissato un numero positivo 
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, piccolo a piacere, sarà sempre possibile determinare un intorno di x0 in cui l’oscillazione della funzione risulta minore di 
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