Definizioni di insiemi e punti particolari.

Intervalli

Gli intervalli sono sottoinsiemi dell'insieme R dei numeri reali, così definiti: 

	Intervallo limitato aperto 
	]a,b[
	{x 

	Intervallo limitato chiuso 
	[a,b]
	{x [image: image1.png]


R | a ≤ x ≤ b}

	Intervallo limitato aperto a destra 
	[a,b[
	{x [image: image2.png]


R | a ≤ x < b}

	Intervallo limitato aperto a sinistra 
	]a,b]
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R | a < x ≤ b}

	Intervallo inferiormente illimitato aperto 
	]-∞,a[
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R | x < a}

	Intervallo inferiormente illimitato chiuso  a destra
	]-∞,a]
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R | x ≤ a}

	Intervallo superiormente illimitato aperto 
	]a,+∞[
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R | a < x}

	Intervallo superiormente illimitato chiuso a sinistra
	[a,+∞[
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R | a ≤ x}


ove a e b sono due numeri reali, con a<b, detti estremi dell’intervallo

Gli intervalli limitati si chiamano anche segmenti, quelli illimitati semirette. L'intera retta si può considerare un intervallo illimitato sia superiormente che inferiormente.
Questa nozione ci serve per definire la nozione di intorno

Intorni

Si dice “intorno completo” di un punto x0, un qualsiasi intervallo aperto contenente x0.

Quindi possiamo dire che un “intorno” di x0 è un intervallo della forma [image: image8.png](x, -8 ,x, + 5,




essendo [image: image9.png]0,0

1,0,



 due numeri strettamente positivi.

La distanza [image: image10.png]o, + 0,



 viene detta “l’ampiezza” dell’intorno dato.

Un intorno di x0 viene di norma indicato con: [image: image11.png]
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, oppure[image: image15.png]
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Intorno circolare: Si tratta di quegli intorni per i quali δ1 = δ2
Si dice “intorno sinistro” di un punto x0, un qualsiasi intervallo (x0- δ, x0)
Si dice “intorno destro” di un punto x0, un qualsiasi intervallo (x0, x0+ δ)
NB: gli intorni di +∞ e -∞ sono rispettivamente le semirette di tipo (a, +∞) e (-∞,b) con a, b 
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La nozione di intorno ci serve per definire il punto di accumulazione e la nozione di limite.

Punto isolato

Un punto x0 di A si dice punto isolato per A se esiste un intorno di x0 che non contiene nessun punto di A, ad eccezione di x0. 

Tutti gli insiemi finiti sono costituiti da punti isolati.

Punto di accumulazione

Un punto x0 si dice punto di accumulazione di A, quando in ogni intorno di x0 cadono infiniti punti di A, o, in modo equivalente, quando in ogni intorno di x0 cade almeno un punto di A diverso da x0 .

Detto in altri termini un punto è di accumulazione per un insieme A se "vicino quanto si vuole" al punto ci sono infiniti punti dell'insieme A.

Esempio: A=  {1/n, n
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}; 0 è l’unico punto di accumulazione di A e non appartiene ad A.

Punti di frontiera

Un punto x0 si dice punto di frontiera per A se un qualsiasi intorno di x0 contiene almeno un punto di A e almeno un punto che non sta in A.

Si chiama frontiera di A l'insieme formato dai punti di frontiera di A.

La nozione di punto di accumulazione e quella di punto di frontiera ci servono per il calcolo dei limiti di una funzione:infatti i limiti di una funzione si calcolano di norma nei punti di accumulazione del dominio che non appartengono al dominio per studiare l’andamento della funzione negli intorni di tali punti.

Insiemi limitati e illimitati

Un insieme 
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si dice superiormente limitato se ammette un maggiorante k, ossia se esiste un numero 
[image: image22.wmf]R

k

Î

 tale che  
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Un insieme 
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 si dice inferiormente limitato se ammette un minorante, ossia se esiste un numero 
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 tale che  
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Un insieme 
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 si dice limitato se è limitato sia inferiormente che superiormente.
Un insieme che non sia limitato è detto illimitato
E’ ovvio che se un insieme E ammette un maggiorante k, allora ne ammette infiniti (tutti i numeri >= k);

e analogamente, se un insieme E ammette un minorante k, allora ne ammette infiniti (tutti i numeri <= k)

Esempi:

L’intervallo ( -1, 7) è limitato sia inferiormente che superiormente.
Invece l’intervallo (a, +∞) è limitato inferiormente ma non superiormente.
L’insieme degli x tali che |x| > 5 è illimitato sia inferiormente che superiormente.
L’insieme dei numeri naturali N = {1,2,3,…} è illimitato superiormente, mentre è limitato inferiormente.
L’insieme degli interi relativi Z = {…,-1, 0, 1,2,3,…} è illimitato sia inferiormente che superiormente
Massimo e minimo di un insieme

Consideriamo un insieme 
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Se esiste un elemento 
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tale che, 
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 risulti x ≤ x0 allora si dice che x0 è il MASSIMO di A.
Se esiste un elemento 
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tale che, 
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 risulti x ≥ x0 allora si dice che x0 è il MINIMO di A.
Estremo superiore e estremo inferiore di un insieme

Un concetto piu’ generale del concetto di massimo (o, rispettivamente, di minimo) è il concetto di “estremo superiore” (risp., “estremo inferiore”).

Esempi:

· L’insieme dei numeri naturali N = {1,2,3,…} ha come estremo inferiore 0 (che ne è anche il minimo), mentre il suo estremo superiore è +∞
· L’intervallo chiuso [3,4] ammette 3 come minimo, 4 come massimo 
(possiamo dire che 3 ne è l’estremo inferiore, che, appartenendo all’insieme, ne fa anche da minimo, mentre 4 ne è l’estremo superiore, che, appartenendo all’insieme, ne fa anche da massimo).
· L’intervallo aperto (4, 7) non ha né massimo né minimo: ammette invece il punto 4 come estremo inferiore, il punto 7 come estremo superiore.
· L’insieme G dei numeri irrazionali appartenenti all’intervallo [0,1] è privo sia di minimo che di massimo; ammette però 0 come estremo inferiore, 1 come estremo superiore.
Definizioni

Sia 
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inferiormente limitato. Si dice estremo inferiore di A quel numero m se esiste, tale che:

· m sia un minorante per E, ossia 
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 risulti x ≥ m
· comunque piccolo si fissi un ε > 0 esiste sempre almeno un elemento x di A tale che m ≤x ≤ m+ε
Nel caso poi che A sia inferiormente illimitato, si dice che l’estremo inferiore di A è -∞
Sia 
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superiormente limitato. Si dice estremo superiore di A quel numero m se esiste, tale che:

· m sia un maggiorante per A, ossia 
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 risulti x ≤ m
· comunque piccolo si fissi un ε > 0 esiste sempre almeno un elemento x di A tale che m-ε ≤x ≤ m
Nel caso poi che A sia superiormente illimitato, si dice che l’estremo inferiore di A è +∞
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