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Part 8: Mecanica analitica

Motobin ampressa i foma un cit arsum dij prinsipi dla Mecanica Newtonian-a. Da cost i partoma pér
rivé a la formulassion éd Lagrange dla Mecanica, e peui a cola éd Hamilton.. Lon che i voroma
mostré a I’é mach la stra vers la Mecanica Analitica e la Fisica Teorica.
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ACHIT

Lon che i I’oma vist fin-a si a I’é na curta esposission dla Mecanica Vetorial. | soma parti da
la déscrission dél moviment d’un pont material, peui i I’oma acena al moviment dij sistema réid, e an
fin a col dij corp solid. Le grandésse che i I’oma déscrivu ant le prime eut part a I’han, pér la pi part, un
carater vetorial, a comensé da le equassion éd Newton pér &l moviment, che a son equassion vetoriaj
(forsa e acelerassion a son staite déscrivue coma vetor), beleché peui as peussa scrivje coma equassion
scalar dle component, arferie a un sistema d’arferiment che “d solit a I’é cartesian an tre dimension.

L’ésvilup che a porta a la Mecanica Analitica, dont i parloma an costa part, a serca d’éscrive
le equassion dél moviment coma relassion fra grandésse che a I’abio un carater scalar, anlia a I’energia
dij corp midem. As oten na manera eleganta e satia ‘d déscrive ‘I moviment.

An prarica, ant él normal anviron macroscopich, sta neuva formulassion a I’ha giusta quaich
vantagi ant la déscrission éd cole “forse finte” che a peulo esse misura ant ij sistema d’arferiment che a
sio nen inersiaj, coma pr’esempi le forse ‘d Coriolis, ant un sistema d’arferiment terestr, e che donca a
vira ansema a la Téra. Ant la formulassion éd Newton coste forse a son mal fé a traté, mentre an
Mecanica Analitica a ven-o bastansa naturalment déscrivue.

Costa formulassion, anvece, a I’é necessaria pér passé a la Mecanica Quantistica e a la
Mecanica Statistica, a soa vira necessarie pér déscrive ij fenomeni fisich dél mond molecolar, atomich
e sub-atomich. An costi anviron a I’é édco sovens necessari arviresse a la Mecanica Relativistica, dont
la Mecanica Classica a I’é n’aprossimassion che a va bin cand le velocita an geugh a son motobin pi
basse éd cola dla lus.

Si i voroma nen andé ant I’ancreus éd coste costion, pérche nostr but a I’é mach col éd fé
védde ij prim pass vers costi svilup, che a parto tuti da la Mecanica Classica. Son a da édco ocasion pér
noté che I’éstudi dla Mecanica Classica a I’é bin compléss e a finiss nen con la Mecanica éd Newton. A
I’é n’éstudi che a ventria nen saoté 0 scursé prima d’afronté la Mecanica Quantistica, Statistica,
Ondulatoria, Relativistica e via fort, pérche désno as risiga éd resté sensa quaich base 0 passagi
amportant.
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|3 PONT ED PARTENSA

Ij pont éd partensa a son, an pratica, tut 1on che i I’oma vist fin-a si, ma ambelessi i voroma
giusta buté an evidensa ij pi amportant, an manera da avej-je sotman.

Prima é&d tut, coma natural, i tnima present ij tre prinsipi éd Newton che a son a la base & tuta
soa formulassion.

1. Un corp a resta ant I'éstat éd chiete 06 moviment drit costant se a interven nen na forsa aplica da fora a

modifichélo

2. Na forsa che a agiss an s'na massa a provoca na variassion ant él temp dla quantita éd moviment, che a I'é

. X : . =
proporsional a la forsa e proporsional inversa a la massa. F = d_t(m -V ) =m-a

3. Seun corp a aplica na forsa a n'autr corp, cost ultim a aplica al prim na forsa éd reassion che a I'é ugual e

contraria.

A proposit dla grandéssa che i I’oma ciama “quantita éd moviment” m -V, notoma che, éd
solit, an mecanica analitica costa a ven ciama “moment linear” e as costuma indichéla con p. Donca
as éscriv:

= d
F=—0p
dt
A costi prinsipi i giontoma €l postula che i I’oma enonsia parland éd travaj virtuaj, a proposit

dle forse vincolar If(v), che a I’han na natura déscontinua, ant un éspostament virtual 6T che a sia
compatibil con ij vincoj, a parte da na situassion d’echilibri:

If(v) xor>0
e i I’oma vist che son a porta a formulé él prinsipi dij travaj virtuaj dle forse aplica If(a) ant un sistema
an echilibri pér éspostament virtuaj anfinitésim, anvertibij e compatibij con ij vincoj 6'F :

F@ x5 =0

I I’oma peui estendu sto prinsipi ai sistema dinamich, con él prinsipi éd d’ Alembert:

{If d (m-v)}x&r:o

dt

A venta ancora che i ten-o present le definission dl’energia cinética coma E_ = > m-v® ela

definission éd potensial e energia potensial. A sto propdsit i pensoma a coma a ven defini un sistema
conservativ, e i consideroma él fait che le component dle forse che a derivo da un potensial che a
provoca un camp éd forse conservativ as oten-o pér derivassion coma:

_ou v U

Fu=2" @ Fy=2o 0 R =2
X ox Y oy Y.
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andova U a I’é la fonsion potensial, e pér costa a val:
Fxds=-dV -m=dU

Motobin ampressa, coste a son le cose pi amportante che a toca avej present ant &l discors che
a vnira dop. Sti argoment as treuvo ant le part 3, 4 e 6. Prima a venta per0 védde n’autr pont
carateristich dla formulassion analitica, subit si sota.

Coordina generalisa

Fin-a adéss i I’oma trata ij problema ant I’éspassi arferendse a coordina cartesian-e an tre
dimension, ogni vira che son a I’era possibil, 6 almanch comod. | I’oma peui vist che an vaire problema
le coordina da consideré a peulo esse mach doe, pérche &l problema as arferiss a un moviment che a
capita an s’un pian. Dle vire i I’oma vist che le coordina polar 0 cilindriche a peulo esse pi comode e
semplifiché la tratassion.

Ij sistema “d coordina che vira pér vira a I’han anteresse an fisica a son, an particolar, le
coordina cartesian-e (ant I’éspassi e an sél pian), le coordina polar (ant I’éspassi e an sél pian), le
coordina cilindriche. A I'é natural che coste a son nen le uniche coordina possibij, dal moment che
qualonque sistema bon a déscrive an manera bi-univoca la posission d’un pont ant 1é spassi a peul esse
dovra coma sistema éd coordina d’arferiment.

Pér la mecanica analitica, an particolar, le coordina a I’han un significa pi general, anlia al
concét dij gré “‘d liberta d’un sistema mecanich. A son tute e mach le variabij necessarie a déscrive ‘I
moviment. Ant I’ampostassion d’un problema a ven nen spessifica un particolar tipo éd coordina da
dovré, cosa che a peul peui esse faita a la fin, second Ion che a sara pi convenient.

Ij vincoj present ant un sistema a peulo arduve ij gré 'd liberta. I I'oma vist che un pendol
compost, pr'esempi, vincola antorna a n'ass fiss, a I'na mach un gré 'd liberta e soa posission a I'é
déscrivia da na coordina sola, che a I'é soa posission angolar antorna a I'ass fiss. Ma i I'oma 'dco vist
che nen tuti ij tipo 'd vincol a peulo esse trata paré.

El sistema éd variabij che as deuvra a ven ciama “coordina generalisa”. An pratica i podoma

buté 'dco la costion an costa manera :
A-i son sistema materiaj andova la posission éd tuti ij pont a peul esse determina conossend un dait
numer n éd parameter andipendent fra 'd lor, che i indicoma con qi, 02, ... , Qn € che i ciamoma
coordina generalisa. Se un dait sistema a peul esse déscrivl an costa manera da n coordina
generalisa, i disoma che 'l sistema a I'na n gre 'd liberta.

Un sistema éd N pont P; che ant ogni istant éd temp t a peul esse déscrivu da n coordina
generalisa ant él sens ch'i I'oma vist (che a ven-o ciama coordina lagrangian-e) andipendente fra 'd lor,
a ven ciama sistema olonom.

Ant un sistema olonom ogni pont P; a sara na fonsion éd qi, gz, ... , qn € Se a I'é 'l cas, édco

dél temp t an manera esplissita. Donca, an general P; =P;i(q1, 02, ..., qn, t ). Seis arferima a na trien-
a 'd coordina cartesian-e son a echival a scrive le tre equassion:

Xi =Xi(dy, A2, -+ Uy, t)
Vi = ¥i(d1, 92, ., Uy t)
zi =zi( 41, q2, -, qp, t)

El temp t a peul &dco nen essie, an manera esplissita, ant j'equassion e antlora 'l sistema a ven
dit a vincoj andipendent dal temp, ma se 'l sistema a I'é an moviment, le coordina generalisa g; a saran
sempe fonsion dél temp.

Se 'l sistema a I'é an moviment, un pont P; genérich, ant l'interval dt a I'avra né spostament
efetiv d P; che a sara dait da :
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dp; P; P; P; P;
dP, =—1dt = i 4y + i 4o +...+a—'qn +6_, dt
dt ony 09, oqp ot
andova le dq, do2,..., G4,, che a son le deriva rispét al temp dle coordina generalisa, a son ciama
velocita lagrangian-e. | podoma 'dco scrive :
dp; OP; OP; OP; OP;
dP; =—tdt=—Ldq +—-dgy +...+——dq, +—dt
dt o0y P oqp ot

e se ij vincoj a dipendo nen dal temp (ant I'espression éd P; &l temp a I'é nen esplissit) i I'oma che :
n apl n

P,

=194 =100

Le equassion dla mecanica, scrite dovrand le coordina generalisa, a son, coma forma, istesse
a cole scrite an coordina cartesian-e, ma se él sistema generalisa a ten cont dla possibilita éd coordina
an moviment, antlora le equassion a conten-o termo che a arpresento an manera direta e natural, le
“forse finte”, coma cole éd Coriolis.

El ntimer &d coordina generalisa necessari a déscrive ‘I moviment dél sistema a I’é donca dait
dai gré éd libertd. Se ant él sistema a-i son vincoj olonom, vis-a-di taj che a peulo esse arpresenta da
equassion algebriche fra le variabij, antlora a I’é possibil arduve le variabij con na conversion éd
coordina, dal moment che nen tute le variabij a son andipendente (un-a 0 pi a peulo esse esprimue
travers j’autre). Se, an efét, a-i son N particole, €l sistema a dovria avej 3-N gré “d liberta, ma se a-i son
édco m equassion vincolar, antlora as peul arduve ‘I numer dle variabij andipendente a 3-N — m. An
costa manera, con na giusta sernia dle variabij, as peul nen dovej ten-e cont dij vincoj, che a resto gia
considera an manera automatica.

Spassi configurativ 0 dle configurassion

I I’oma vist che él moviment d’un sistema a N gré ‘d Iberta a I’é déscrivu da equassion an N
variabij andipendente. As peul antlora fé n’astrassion matematica e supon-e che I’éstat dél sistema
complét, a na daita mira, a sia déscrivu da la posission d’un pont ant un iper-spassi a N dimension. Sto
spassi a ven ciama “spassi configurativ” 0 “spassi dle configurassion”.

Moment pér moment cost pont a pija posission diferente, e donca a déscriv na linea an cost
iper-spassi. Costa linea, che a I’ha gnente da fé con na traietoria fisica, a ven ciama “percors dél
moviment dél sistema”. El pont che a déscriv sta linea a ven ciama “pont arpresentativ dél sistema”.
El temp a peul esse considera coma un parameter dla curva, e a 0gni pont a Ié socia un 0 pi valor dél
temp.

Se ant él sistema a-i son éd vincoj olonom defini, antlora ‘I percors dél moviment dél sistema
a ven limita ant un sub-éspassi. Se N a son le variabij e m a son le equassion vincolar, &l sub-éspassi a
sara a N — m dimension.
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LA FORMULASSION ED LAGRANGE

Adess comensoma a intré ant la question dla formulassion diferenta e pi vantagiosa pér le
equassion dél moviment d’un corp. Cola che i presentoma si a I’é la formulassion daita da Lagrange,
che a deriva pitost ampressa da Ion che i I’oma dit si dzora. | la vardoma mach ant €l cas éd forse che a
derivo da un potensial conservativ, dal moment che nostr but a I’é mach col éd fé védde ij prim pass
vers la Mecanica Analitica.

Relassion simbolica dla dinamica

| arpijoma 'l déscors che a I'na portane a enonsié 'l prinsipi éd d'Alembert e i comensoma a
classifiché le forse an forse ative, che a son le forse aplica an manera direta (e fra coste €l péis) e
forse vincolar, che a ven-o da la reassion dij vincoj, e che an prinsipi a son nen conossue.

I comensoma a consideré un sistema éd N pont liber P; con le forse che a-j agisso ansima F;

(aplica) e @; (vincolar). Pér ogni pont a val I'equassion fondamental : m; &; = Ifi +q5i .

| podoma scrive costa equassion coma : Fj +(—m; & )+ ®; =0. El termo che i l'oma buta
fra paréntesi a I'na le dimension éd na forsa e si i podoma considerélo coma na "forsa finta " che i
ciamoma forsa d'inérsia.

Son a veul di che durant él moviment, e pér ogni pont P;, le forse ative, cole d'inérsia e cole
vincolar a son an echilibri.

| podoma osservé che a val sens'autr l'identitda F; =m; & + F; —m; &@; e donca i podoma
consideré che la forsa F; a peul esse pensa coma scomponua an doe part, dont la prima, che a val
m; d;, a I'é la forsa che a serv a dé 'l moviment che 'l pont a I'na an efét, mentre l'autra, che a val

Fi —m; d; a arpresenta cola part dla forsa che a ven anula da la reassion vincolar e che donca a I'é

coma se a fussa pérdua (a I'é l'adission geométrica dla forsa ativa e dla forsa d'inersia). La prima part a
ven ciama "component eficent " e la sconda a ven ciama “"component pérdua ".

N'autra manera 'd védde 'l prinsipi éd d'Alembert e 'l prinsipi dij travaj virtuaj a I'é che durant
él moviment le forse perdue as fan echilibri mersi ai vincoj. J'equassion dél moviment a derivo parej da
cole dl'echilibri se as buto le "forse perdue " al post dle forse ative.

Pér vincoj sensa atrito, bilateraj e fiss, la condission d'echilibri d'un sistema a I'era, an Statica,
pér él prinsipi dij travaj virtuaj, esprimua da l'equassion:

N
ST =Y F x&P, =0
1

Se adéss i andoma a sostitui le forse ative con cole perdue, i trovoma n'equassion che a peul
caraterisé 'l moviment e che a ven ciama "equassion simbolica dla dinamica ".

N
oT ZZ(IEi —m; ﬁi )X 5Pi =0
1

I notoma che costa a I'é na consegoensa dél prinsipi dij travaj virtuaj, sempe pér vincoj sensa
atrito, bilateraj e fiss, che a dis che 'l travaj fait da le reassion vincolar a I'¢ zero.

| arcordoma mach, pér nen fé confusion, che i I'oma indica con T &l travaj (che an italian a-j
diso L e an ingléis a-j diso W).
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Tant an italian com an ingleis éd solit la litra T a indica ‘energia cinética, che anvéce si i I'oma
ciama Ec. | ciamoma sempe 'l potensial U e I'energia potensial -V.

Se i ciamoma S/ él travaj fait da le reassion vincolar, ant él cas éd vincoj che i tratoma si i

N —
l'avroma che : A=) @; x5P; =0.
i=1

Se i pensoma 'dco a vincoj che a peulo esse nen invertibij, antlora i dovoma consideré d'avej

N N .

che 6A=) @; x5P; >0 e coma consegoensa 6T =Z(Fi —m; dj )x O0P; <0. Costa a I'6 ciama la
i=1 1

"relassion simbolica dla dinamica ".

Le velocita virtuaj

| podoma rivé a j'istesse conclusion éd prima partend da n'autra mira, sempe considerand él
prinsipi dij travaj virtuaj e col éd d'Alembert

| vardoma se i rivoma a trové d'equassion andova a-i sio nen le reassion vincolar che a son
nen conossue. Pér fé son i provoma a moltipliché, an manera scalar, ij doi member éd nostre equassion
pér éd vetor che i preciseroma dop, e peui i adissionoma tute le equassion. | scrivoma:

N N, N N

Zmi Ei X lji = Z(H +(Di )X lji e 'dco Z(H — m; ai )X lji = Z@i X lji

i=1 i=1 i=1 i=1

As peul dimostré che costa equassion a val pér qualonque sernia dij N vetor j'equassion éd
partensa a implico costa equassion e, al contrari, se costa equassion a val, a valo 'dco j'equassion éd
partensa.

An costa equassion i podoma trové na sernia éd vetor v che a anulo 1& scond member, se ij

vincoj a son sensa atrito, bilateraj e fiss. An efét, an cost cas, le reassion @ ; a son normaj a jé
spostament compatibij e donca a son normaj a velocita compatibij con ij vincoj. Se i pijoma coma vetor

v coj ch'a arpresento 'd velocita che a sio compatibij con ij vincoj e che i ciamoma "velocita virtuaj ",
Ié scond member éd nostra equassion a arpresenta la potensa, che i ciamoma 77, svilupa da le reassion
vincolar (travaj ant l'unita éd temp), ma se 'l travaj a I'é zero a I'é 'dco zero la potensa. Donca

N
II = Z@i X Gi =0.
i=1
| foma quaich considerassion su coste velocita che i I'oma ciama virtuaj. Se ste velocita a son

compatibij con ij vincoj sensa atrito e fiss, antlora a corispondo a velocita possibij, e fra 'd lor a-i é 'dco
cola real.

Se ij vincoj a son mobij a venta estende 'l concét com i l'avio fait pér jé spostament virtuaj e
consideré coste velocita a un dait istant coma se ij vincoj a fusso "congela ". A I'é natural che an sta
manera fra le velocita virtuaj a-i saran nen cole reaj.

Se peui ij vincoj a son unilateraj, antlora a venta consideré I'espression :

N
H:Zdji ><6i ZO,
i=1

sempe avend present che as trata éd velocita arferie a un precis istant, cand le forse vincolar a son
efetive.

Tornand a I'equassion ch'i I'avio trova i podoma scrive, ant ij doi cas ch'i I'oma vist:
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N

Z(Fi —mj & )x vj =0 equassion simbolica dla dinamica
i=1

N —

Z(Fi —mj & )x v; <0 relassion simbolica dla dinamica
i=1

As capiss che 'l fait che si a-i sio velocita virtuaj anvece che spostament virtuaj, da na mira
dél concet, a I'na gnun-e amportanse.

Sistema conservativ sensa vincoj

Dit son, adéss i comensoma a vardé 'l cas particolar d'un sistema sensa vincoj, andova le forse
a derivo da un potensial (sistema conservativ). An cost sistema, che a I'é 'l pi sempi, i antroduvoma la
formulassion lagrangian-a.

I I’'oma vist che pér un sistema material d’ N pont materiaj i podoma scrive 3-N equassion dél
moviment ant la forma:

d(mi'Xi)

Fi=—
dt
mentre che I’energia cinética dél sistema a I’é definia da:

1 2
ECZZ:E'miJQ
|

. - . OEC . . .
| podoma noteé che la deriva parsial —— aval m; -X;, e donca i podoma scrive le equassion
Xj

s
dtl 0%,

Ma i I’oma fait I’ipotesi che le forse a sio cole che a rivo da un camp éd forse conservativ, e

dél moviment coma:

. ou . . -
donca i I’avroma che Fj = —— andova, com i I'oma vist, dU =—dV -m , e V=V(x;) a Ié &l
Xj
potensial, fonsion dla posission.
Son a porta a na relassion motobin anteressanta:

d ( OEc ou
dt| Ox; OX
L’ansema éd coste equassion a arpresenta él moviment éd nostr sistema con na relassion fra
doe grandésse scalar Ec e U. | soma an sla stra bon-a pér nostr but. Pér convension, an manera che

coste espression a sio coma cole che as treuvo an tanti test, ciamoma V I’energia potensial vis-a-di él
potensial cambia 'd segn e moltiplica pér la massa, e scrivoma I’espression si dzora coma:

d(0Ec) oV
dt{ox; | ox;

An costa manera le equassion dél moviment a son daite da relassion fra grandésse che a I’han
un carater scalar, e pi nen vetorial. | voroma pero, adess, passé a un sistema éd coordina generalisa g;

che an general a I’¢é arpresentabil, pér ogni variabil, coma:
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qi:qi(xl,xz, ...... ,X3N,t) ql( ’)

La dipendensa, an general, édco dal temp, a pérmétt la considerassion éd sistema “d coordina
an moviment. Pijoma pér bon che a esista la relassion inversa (Ion che a I’é véra ant la pi part dij cas
d’anteresse fisich), che a sara:

xj =xj(g;,t) edonca
d Xj an an

X = -g; +
I dt ;aqi AR

. . OXj OXj
e derivand costa espression rispét a (j as oten giusta che —2+ = —L
04 04
Partoma da la considerassion dla deriva parsial dI’energia cinética rispét a ;. | I’'oma che:
Sy g
a5 0q;

= L OX

OX i OX i
d(aECJ ZmeJ—J+meJi(—JJ
aq i oq; dt{ aq;

OX |
aql

1[”_1}21[”_1)% ﬁ(@_JJ
dt| oq; K ok \ 0q; ot\ 0q;

0
I consideroma che as peul démostré che _[Tjj dal moment che:
Qi

e son pérche, coma i I'oma vist prima
OX OX i
i R
Xi=)» —
J Z oq Mt o

e donca nostra espression a dventa:

OX i
i@ :Z Fj_1+£[£mj j Q| aEC
dt\ og; - og;  0q;\2 B

]

andova le quantita Q, = z F..——1 aven-o ciama coma component generalisa dle forse. Ma vist che i
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: . . N N v 0xj oV N
consideroma un sistema conservativ, le forse a saran daite da Q; =-» ———==——— € son an
i 8Xj oq; 0q;

lassa scrive, pér nostra espression:

d (6Ec J _OEc oV
dt{ oq; ) 2q; 00
| I’oma torna n’equassion che a conten mach deriva éd le doe fonsion scalar Ec e V. Rispét a

s . . . - N ,, OEC s s
cola che i I’avio otnu an coordina cartesian-e, si i I’oma un termo éd pi, chea I’é 6_ .Stotermo a l’é
Qi

col che a arpresenta, an coordina generalisa, cole che a ven-o ciama forse “finte” come cola éd Coriolis
0 le forse sentrifughe. A I’é sempe a zero an coordina cartesian-e.

La fonsion Lagrangian-a

As peul dé na forma pi satia e eleganta a I’espression dle equassion dél moviment definend la
neuva fonsion:

L=Ec-V
Sta fonsion a ven ciama la fonsion Lagrangian-a dél sistema. Dal moment che ant un

. . .oV , . ; .
sistema conservativ a venta che a sia — =0, I’éspression dél moviment a dventa:

i
dfoL) oL
dt\ oq; ) 0q;
| arcordoma che, com a I'é natural, i soma ancora sempe ant I’ipotesi d’un sistema
conservativ.

Sistema nen conservativ

I suponoma che le component dle forsa generalisa a sio daite da:

o-d[M] oM
'dtlog ) o

andova M =M(q;, ¢;,t) al'¢ na quaich fonsion &d q;, g;,t . L'equassion ch'i I'oma vist prima, vis-a-di

0X
i{@}z{ﬁ._J+£(1.mj.szﬂ=Qi+@
dt{ adi ) aqi  09i\2 a0

d( oL oL .
a dventa 'ncora sempe —| — |=——, bastamach chea sia L =Ec —M..
dt\ oq; ) 0q;

La restrission ch'i 'oma buta an sél tipo 'd forse, sicura, a I'é nen un cas general, ma a cheuvr
la pi part dij moviment éd particole caria ant un camp eletro-magnétich. An efét i podoma pensé a la
forsa 'd Loretz che a agiss an sla particola con caria e (i dovroma j'unita 'd Gauss), che a I'é (notassion
vetorial):

- - 1. -
F=elE+-VAB
c
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Paréj com a I'é, st'espression a peul nen esse faita intré ant él formalism ch'i I'oma vist, ma as
peul esprime 'l camp travers él potensial scalar ¢ e 'l potensial vetorial A (vardé la session 5 éd coste
note), second le relassion

. - 10A
B=VAA ; E=—V¢-———
c ot

Se as fan tuti ij cont, le component dla forsa 'd Lorentz a peulo esse esprimue coma

Fi :%{ai{e ((p _l\? X Aﬂ} che a I'na la forma ch'i I'oma suponu si dzora, contut che a sia ‘'ncora
Xj c

- . . 1_
an coordina cartesian-e, se i butoma che M = e(fp ——VxA]|.
c
Se i passoma a coordina generalisa i podoma scrive

29 d oM oM |0x;

Qi:ZF"a_JZZLEa' e aJ:
] 4 5 Xj Xj ) oq;
_z d oM x| aMm 3(6ij_aM oxj |

; _dt oXj 0q; | 0Oxj ot dq; ) 0x; 0q
_| (M %) (oM 0% om OX, 1(@}%

; _dt oX; 0¢; oXj 0q;  OXj 0q; dt\ og; ) 0q;
dal moment che M =M (xj , Xj) e che Xj =X; (qi,t). An costa manera la forsa 'd Lorentz a peul intré
ant él formalism lagrangian, e 'l moviment &d la particola a I'é descrivu da I'equassion :

a ﬁ _ot andova L=Ec—M=Ec—e(¢—l\7xAJ
dt 6q, ﬁq, C

lj vincoj
Consideroma adess che nostr sistema a I’abia éd vincoj che a arduvo i 3-N gré éd liberta

inissiaj a un numer pi cit. Le forse vincolar a peulo nen esse conossue se nen dop avej conossu él
moviment, dal moment che a cambio second cost.

Ij vincoj a peulo esse compreis ant él formalism lagrangian se a son olonom. An sto cas i
podoma parte dal prinsipi éd d’ Alembert, che i podoma scrive ant la forma:

Z{Fi(a) _%(mi X )}X5Xi =0

[
Le forse a son cole aplica e donca cole vincolar a intro nen ant I’espression. Dal moment che
ij vincoj a son olonom, a son daspérlor reversibij e a-i € nen da manca d’indichélo esplissitament.

Dal moment che a-i son vincoj, ij dx; a son nen tuti andipendent, e donca i podoma nen di

che ij coeficent an parentesi quadra a sio uguaj a zero. Sto problema a ven trata ant la manera che i
mostroma:

Suponoma che ij vincoj (olonom) a sio arpresenta da r equassion dla forma:
fi(xj,t)=0 conldalar
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I consideroma che qualonque sistema éd 3-N fonsion dle variabij X; a peul esse un sistema

éd coordina generalisa, bastamach che le equassion a sio andipendente e a peusso esse arzolvlie an
manera unica. | podoma donca serché coste equassion an na manera che a vada bin pér [on che a serv.

Coma prime r equassion i podoma pié le stesse equassion vincolar,
qr (x,t)=f;(xj , 1)=0 conldalar

mentre pér le (3- N — r) equassion che a resto i podoma serne equassion dél tipo
qy (xj,t)=F(x;,t) conldar+1a3-N

L’ansema éd coste equassion a arpresenta na trasformassion éd coordina. Cost sistema a peul
esse arzolvu, an tuti ij cas d’anteresse, an 3-N equassion dél tipo:

xj =Xj(qj.t) conjdala3-N

| podoma dovré sta trasformassion pér j’equassion dj’éspostament virtuaj che i I’oma scrivu

prima, e i othoma:
3N
(a) _d[OEc) OEc| o g
E{Q' g, )" aq |

(@) _y @ 9%
andova Q¥ = Z Fi Fr
j 1

Ma con le posission che i I’oma fait prima, ij prim r termo dla somatoria a son, an manera

idéntica uguaj a zero, dal moment che ij corispondent &q; a venta che a sparisso. A déscrive él sistema

a resto antlora le equassion:
W[ o _8[2Ee) 0Ee] o0 g
el dtlag ) o |

Rispét a prima, coste equassion a I’han variabij tute andipendente, e donca as peul di che le
condission che a esprimo as oten-o ugualiand a zero ij coeficent d’éspostament:

Qi("")—i @ OB 0 conida L+r)a3-N
dt\ odi ) 00

Considerand la fonsion Lagrangian-a, le equassion dél moviment a dvento, coma i I’oma gia
vist:

a ﬂ ~%L 0 conida L+r)a3-N
dt{ 0qg; ) 2q;

Ij vincoj a son considera an manera direta coma na limitassion dél moviment ant un sota-
spassi dI’&spassi dle configurassion che i I’oma vist prima.

Aplicassion dj'equassion éd Lagrange

| vardoma adéss com a peulo esse amposta ij problema an sto formalism, sensa peui andé fin-
a a la solussion dél problema midem. Son giusta pér fé védde com as amposta un probléma dovrand sto
formalism.

El problema prinsipal a I'é, an partensa, che tipo 'd coordina serne. A-i son nen teorie che a
peusso sugeri na sernia, che al basa pi che tut an sij tentativ che a son arfait cand as dimostro shalia
opura nen pratich.
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As peul sovens noté che as treuvo 'd variabij che a peulo esse trascurd, e son a porta
d'amportante semplificassion ant ij problema.

El problema dij doi corp
I consideroma doe particole dont él moviment a dipenda mach da forse conservative. Se i

dovroma le posission vetoriaj r; e r, dle doe particole él moviment dél sistéma a peul esse déscrivu
da la fonsion éd Lagrange :

A-i é 'dco nautra manera d'esprime l'energia cinética, che a I'é giusta n'elaborassion
matematica dl'espression si dzora. As treuva :

Ec=t .72+ 1M R2
2 2

R, " . N = Mg +m,T. . )
andova : F=F, —F2 (vetor &d separassion fra le doe particole). ; R=—-2——2-2 (posission dél
m; +m,

m; m T o
—1 -2 (massa "ridota" dél sistema) ; M =m, +m, (massa total dél sistema).

m; +m,

barissenter) ; =

Sta descrission dél sistema a I'é pitost artifissial, ma a I'na 'l vantagi che an costa manera as
peul consideré, sota le solite condission, 'dco I'energia potensial dividia an doe part coma

V=V, (F)+V, (R)
e son a fa supon-e che la Lagrangian-a dél sistema a peussa dividse an doe part coma :

El vantagi 'd costa espression a I'é che 'l moviment éd doe particole che a interagisso fra 'd
lor, adéss a le separa an doi moviment indipendent. Sta separassion a I'é possibil tant cand a-i son nen
forse estérne che a agisso an sle particole, come 'dco cand na forsa esterna a agiss an sle particole,
bastamach che sta forsa, pér unita 'd massa, a sia l'istessa an sle doe particole. Dal moment che costa
condission a capita sovens, a val la pen-a amposté 'l probléma an costa manera.

Ambelessi i vardoma mach la part dél moviment arpresenta da la prima part éd nostra
espression, e si i giontoma n‘autra condission, vis-a-di che a sia 'dco che la forsa che a agiss a sia na

forsa sentral, con Vi (F)=V,(r) con r=|f|.

Se i dovroma coordina polar sfériche i I'oma che : T
l'avroma che la lagrangian-a a I'é:

21241202 +r%sin®0¢? e donca i

L, =%u(r'2 +r20% +r2 sinzeqiz)—vl(r)

La variabil ¢ a compariss nen, an manera esplicita, an costa equassion, e donca la

corispondenta equassion éd Lagrange : i(ﬁJ = oL a dventa giusta:

dt\o¢ ) o¢

%(yrzsinzeqi)zo e donca pr?sin?6¢=cost.

232



Fisica sperimental — Mecanica —Part 8: Vers la Fisica Teorica

Costa quantita a peul esse identifica con él moment angolar arferi a I'ass polar, e a I'é costant
qualonque a sia la sernia dé st'ass. Se i pijoma st'ass che pér I'istant inissial a I'é arlongh la diressio éd r,

antlora =0 an prinsipi, e sta costant a I'¢ donca ugual a zero.

Dal moment che durant él moviment r e 6 a pijo valor diferent da zero, ma che I'equassion a
venta che a sia sempe verifica, antlora a venta che a sia 'dcd ¢ =0, cosa che a dis che ass polar e
diression €l moviment a resto complanar. | podoma donca arduve 'l probléma su un pian , e le coordina

- . . 1 |, .
a dvento coordina polar pian-e. La lagrangian-a a dventa L, =S H (r2 +r26? )—Vl(r).
A sta mira i podoma noté che la variabil 8 a I'é pi nen present an manera esplicita, donca a I'é

- X . . . . d{oL)| oL
na variabil che a peul esse trascura, e la corispondenta equassion dél moviment —| — |=—
dt{ o6 ) 060
dventa giusta zr? 6 =cost.=k . Son a dis che 'l moment angolar antorna a n'ass pérpendicolar al pian
a I'é costant, e a I'é la sconda 1&j éd Keplero.
Se adéss i consideroma la variabil r, I'equassion relativa a I'é pi complica, e i podoma scrivla:

TR
ub=puro® -—vi(r)

Pér la solussion a venta peui conosse com a I'é fait sto porensial. Is férmoma si, dl moment
che i I'oma buta an evidensa 10n ch'i vorio evidensié, com i véddroma peui.

Teorema 'd Larmor

As arferiss al moviment éd n'eletron ant &l camp éd na nos atdmica, che a peul esse vist coma
un problema dij doi corp. Se i pensoma che le forse esterne a sio zero, i soma ant le condission dél
problema 'd prima, e i podoma separé 'l moviment an doe component andipendente. Se as apila un
camp magnétich le cose a dvento pi complica, dal moment che le forse che as produvo a son nen
jlistésse pér unita 'd massa dle doe particole, e a I'é nen possibil consideré le forse esterne mach fonsion
dla posission R dél senter éd massa dél sistema.

I podoma pero consideré che la massa dla nos a I'é sempe motobin pi grossa 'd cola dl'eletron,
e i foma na bon-a aprossimassion se i pijoma la nos coma férma e i consideroma mach él moviment
dl'eletron. Pargj él problema as arduv al moviment d'un sol corp.
I I'oma vist che I'efét dél camp magnétich a I'é arpresenta, ant I'equassion éd Lagrange, dal
Ze?

e_ = A~ - . X .
termo ——VxA, mentre I'efét dél camp elétrich a I'é arpresenta dal potensial coma V (r): —_—
C r

Donca la lagrangian-a a sara:

L= Ec—v(r)—%vxli

Adéss i suponoma un camp magnétich costant éd grandéssa Ho, paralél a I'ass x. | butoma 'l
problema an coordina cil'ndriche , andova le component él potensial vetor a son

1
A=A, =0 ABZEHOP

e donca la lagrangian-a a dventa

Lzém(p2 +/r)29'2 +Z'2)—V(p, Z)—%pé%Hop
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An costa espression a-i € nen, an manera esplicita, la variabil 6, e donca, la corispondenta

equassion dél moviment, che a saria i % = % e donca i % =0, adis che @ =cost. , valadi
dtlog ) 06 dt\ 00 00

. eH
mp?| 6 ——2 | =cost.
2mc

St'espression a I'é la conservassion dél moment angolar, contut che pér adéss mach &l prim
termo m p2 @ as diria un moment angolar.

4

Adess i foma na trasformassion dle coordinadefinia da p=p" ; z=7" ; O=a+wyt

. R eH . . R
andova i I'oma buta o, =—0 Astamira la lagrangian-a trasforma a dventa :

2mc

L'=%m(/)'2+p'2022+2"2)—V(p',Z')—%mp'z wg

e i notoma che se a-i fussa nen él camp magnétich la lagrangian-a a saria:

Lzém(p2 +p20% + 22)—V(p, 7)

Ste doe equassion a I'han l'istéssa forma, e a cambio mach pér él termo Emp'2 wg Sto

X 1 2 . < e . _
termo, se paragona con Emp2 62 i trovoma che 'dcod pér camp motobin fort, &l prim a I'¢ mach 1072

vire |& scond. Donca as fa na bon-a aprossimassion se as trascura d'autut.

An costa manera le doe equassion a déscrivo doi moviment che a son identich. La prima a I'é
ant un sistema an rotassion (che i I'oma otnu con l'ultima trasformassion éd coordina), mentre l'autr a I'é
ant un sistema ferm.

As peul antlora conclude che se ‘I moviment dl'eletron antorna a la nos a I'é déscrivu ant na
daita manera e ant un sistema d'arferimernt fiss, cand a-i € nen él camp aplica, aplicand él camp él
moviment a I'é déscrivu a l'istéssa manera, ma ant un sistema diarferiment an rotassion rispét al prim,
con na velocita angolar ax. As dis che 'l sistema a I'ha na precession con velocita angolar costant .
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LA FORMULASSION ED HAMILTON

| passoma adéss a n‘autra déscrission dle 1&j dla mecanica, che a cambia decis la mira
d'andova as pija 'l problema. Ed solit, pér ij problema dla fisica classica, sta neuva formulassion a porta
gnun vantagi an pi rispét a coj che a ven-o da la formulassion éd Lagrange. Lon che anvece a I'é
amportant an sta formulassion a I'¢ che forniss na base bin comoda pér I"svilup dla mecanica
quantistica e dla mecanica statistica.

l] moment

I 'oma vist prima che cand na coordina a peul esse trascura pérché a intra nen an manera
esplicita ant la formulassion dI'equassion dél moviment, son a implica la costansa éd na grandéssa che
sovens a I'é arconosstia esse un moment.

Ant la formulassion lagnangian-a ij moment a son variabij dipendente, pérche j'uniche
variabij indipendente a son le coordina generalisa e 'l temp.

Dal moment che i I'oma antrodovu le coordina generalisa, i podoma 'dco pensé d'antroduve
éd moment generalisa. A I'é ciair pero che an costa manera as seurt da la formulassion lagrangian-a e as
va vers la formulassion che a I'é conossua coma la formulassion éd Hamilton.

| podoma defini ij moment generalisa, che i ciamoma p;, coma:
b oL
i = a0

04
e donca i I'oma na component éd moment pér ogni coordina generalisa. La cobia che as oten g; e p; a
ven ciama na cobia 'd variabij coniuga.

Sta definission a porta a grandésse che a son moment efetiv ant un sistema conservativ, ma a
sta mira a-i € nen na rason precisa pér ciamé "moment " ste component. e costa a I'¢ nen l'Unica
definission possibil, dal moment che 'dco d'autre a porto a I'istéss arzulta. La giustificassion a sta pitost
ant él fait che jé svilup sucessiv éd costa posission a porto a arzulta che a peulo vni motobin a taj, e che
tuta la teoria che a na deriva dop a I'é consistenta.

Con sistema che a son nen conservativ as oten-o, macassia, component che a son nen éd
moment com i soma costuma a conossje.

Se i consideroma 'l moviment éd na particola caria ant un camp eletro-magnétich, che a I'é un
sistema nen conservativ, i podoma scrive l'equassion lagnrangian-a L coma

L=Ec—e(¢—1\7xAJ
C

e pér le component dij moment as oten:

oL . eA
=< =MX+—
5Qi C

. s . eA ..
andova 'l termo mx; a I'é sicura un moment, mentre 'l termo —1  sensa esse un moment mecanich
c

com i conossoma, a ven giusta ciama “moment eletromagnétich”.
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Coordina trascurabij

Se adéss i scrivoma I'equassion éd Lagrange dél moviment e i aplicoma nostra definission éd
moment generalisa, st'equassion a dventa:

dfoL)_oL_d
dt\ g, ) og, dt '

ma da nostra definission a ven che, an general, se a capita che §—L =0 antlora %(S—LJ =0= % p; e
i g;

- oL
donca a ven subit che — = p; = cost.
04
Donca a suced sempe che, se na variabil a peul esse trascura, antlora s moment corispondent
a I'é costant. La costansa dij moment angolar e linear ant ij sistema conservativ a I'é un cas particolar
dla régola general.

Lé spassi dle fase

L'introdussion dij moment a pérmétt éd cambié d'autut la mira d'andova védde le cose. Ant la
formulassion éd Lagrange le coordina d'un sistema a son le quantita andipendente che a spessifico 1€
stat dél sistema, e ognidun-a 'd coste variabij a ven ornta coma na fonsion &l temp coma solussion
dl'ansema dle equassion diferensiaj dlé scond 6rdin che a sol j'equassion éd Lagrange dél sistema.

N'autra possibilita a I'é cola 'd consideré tant le coordina coma ij moment, coma variabij
andipendente, sempe con él but d'oten-e coste quantita coma fonsion esplissite dél temp.

Pér la formulassion éd Lagrange a I'é stait antrodovu 1€ spassi dle configurassion, andova un
pont, andividoa da le coordina generalisa a dasia la "posission” dél sistema an fonsion dél temp. Se
adéss as antroduvo coma variabij andipendente, oltra a le coordina, édco ij moment, sto spassi a I'é pi
nen util a la déscrission dél sistema. La storia dél sistema éd N particole a peul esse déscrivua da un
camin ant né spassi a 6N dimension, un-a pér ogni coordina e un-a pér ogni moment. A I'é ciair che
parlé dé spassi an sto cas a I'na gnun significa geométrich, meno 'ncora che ant I& spassi dle
configurassion.

El pont éd partensa a I'é sempe col &d trové j'equassion éd Lagrange dél moviment, e peui a
venta stabili le condission inissiaj. Stabili un pont ant 1€ spassi dle configurassion a veul di stabili 'l
valor inissial (0 al contorn) dél sistema, ma son a basta nen a andividoé 'l moviment. Un pont ant 1é
spassi dle fase a stabiliss &l dobi dle condission al contorn e a definiss al complét €l moviment (ansema
a la solussion dj'equassion, natural).

La fonsion Hamiltonian-a

An general la fonsion lagnangian-a a I'¢, an general, fonsion dle q;, dle ¢; e dél temp t, e
donca soa deriva total rispét al temp a I'é daita da:
dL oL . oL oL
G G
dt 4 0q; 04; ot

ma i I'oma 'dco j'equassion éd Lagrange che a diso che di[a@—l'} ;L e se i foma la sostitussion i
q Qi

I'oma che :

d oL, oL «d(oL . ) oL
ZE@‘J Zaﬂ+a“2m@mﬂ+a
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dL d( oL oL d oL oL L .
edonca ——- » —| —¢g: |=— opura — ——¢(; — L |=——e a sta mira i podoma di che
dt Zdt(aqi q'J a * o|t{zi:ac|i o J ot P

se % =0, antlora { E %‘qi - LJ =cost. , e, con la definission éd moment: { E P Gi — LJ = COst.
. qi .
1 |

A sta mira i foma la posission:
H=> pigi-L
i

e costa H a I'é na neuva fonsion, ciama Hamiltonian-a, che, coma 'dco la lagrangian-a L, a I'ha le
dimension éd n'energia.

I I'oma pen-a vist na carateristica amportanta 'd costa fonsion, valadi che H a I'é na costant dél
moviment se la lagrangian-a L a dipend nen an manera esplicita dal temp t. Ant la pi part dij cas
d'anterésse fisich, as peul védde che costa fonsion a finiss pér esse l'espression dl'energia total dél
sistema.

As supon che H a sia esprimua coma fonsion dle coordina q;, dij moment p; e dél temp t, e
donca H =H(q;, pi, t). Se I'espression éd H a I'é arcava a parte da la lagrangian-a L, a smijra na fonsion
éd g;,q;,t , maas supon che, da la definission dij moment, le variabij q; a sio arzolvue an fonsion éd

a;, p;,t e sostituie ant I'namiltonian-a.

Da coste definission a peul esse deriva na forma alternativa pér scrive j'equassion dél
moviment, dovrand I'hamiltonian-a. An efét i I'oma che:

ma 'dcO, da I'istéssa definission éd H :
dH =>"g;dp; + ) p;dg; —dL
i i
andova, macassia, i consideroma L =L (q;,¢;,t). Donca
oL oL oL
dL=)» —dg; + Y —dg, +—dt=
> 5 dg; Zaq, Gi +—

. oL
_Z—dqI +>" p; dg; +6_dt
i t
adess i sostituima costa espression éd dL ant la sconda espression ch'i I'oma trova si dzora pér dH e i
otnoma:
dH = Zq|dp|+zp| dq| Z Zp| dql__dt_
—Zq, dp; - Z dq —%dt mail'oma vist che ﬁ= p; e donca
— 00 ot 0q;
. . oL
dH =>"d;dp; - > p; dg; -t
i i

A sta mira i podoma confronté la prima espression ch'i I'oma scrivu pér dH, con cost'ultima
espression ch'i I'oma trova. Dal moment che tute doe a esprimo l'istéss diferensial, a venta che ij
coeficent dij doi a sio j'istéss. | I'oma donca che:
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_OH oM oL oM
op; 0q; ot ot

ql 1 i = ]

Le prime doe equassion si dzora a son ciama "forma canonica éd Hamilton dj‘equassion dél
moviment ". As diria che coste equassion a son na semplificassion dij problema, dal moment che a son
equassion diferensiaj dél prim ordin, mentre j'equassion éd Lagrange a son dlé scond ordin. Ed solit
son a I'é nen véra, pérché sovens as trata d'equassion nen facij da arzolve.

Le condission che a pérmétto d'arzolve an manera pi sempia coste equassion a son cand un-a
0 'd pi dle variabij p; opura g; a comparisso nen an manera esplicita ant la fonsion Hamiltonian-a,
pérché son a indica che la corispondenta quantita coniuga a I'é na costant dél moviment.

A I'é ciair che su sti argoment cose da di a-i na son ancora vaire (si i 'oma giusta comensa). |
arpetoma, macassia, che jarzulta pi anteressant éd costi svilup a son aplica nentant ant la fisica
classica, che 'd solit a arzolv ij problema sensa dovré costi svilup, ma pitost a la mecanica quantistica e
a la mecanica statistica. Se a capitra 'd fé na session édco su costi argoment i completroma 'l discors
ambelela.

Sensa andé trop ant I'ancreus dla Mecanica Analitica svipupa da Hamilton, ambelessi i
vardoma 'ncora un prinsipi, sempe 'd Hamilton, che a-j diso "Prinsipi variassional .
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PRINSIPI VARIASSIONAJ

A-i son vaire prinsipi variassionaj che a son stait proponu. Si i vardoma giusta 'l prinsipi
enunsia da Hamilton e i doma n'uciada al prinsipi dla minor assion. | comensoma a parlé dél calcol dle
variassion.

Calcol dle variassion

Coma pont éd partensa i consideroma 'l probléma matematich dé stabili sota che condission
certi tipo d'integraj a I'han un valor stassionari. | consideroma donca l'integral :

I =J'X2F(y,y', X)d x
X1

andova y' =d—y e as supon che x a sia na variabil indipendenta e y na variabil dipendenta. | suponoma
X

che ij valor éd x e y a sio dait ai limit d'integrassion, e che 'l valor dl'integral | a dipenda dal camin che
a ven pércoru fra ij doi limit. As trata 'd védde sota che condission l'integral | a peul avéj un valor
stassionari. Is arferima a figura 1.

Vo[~ e

Yi[ =" AT

Figura 1 - La variassion o

I suponoma che 'l camin APB a sia col andova l'integral a I'na un valor stassionari, e i
consideroma un camin davzin AP'B con jé stessi pont A e B estrem. Fra doi pont genérich dij doi camin
P eP' istabilima la corispondensa P—P" tala che P =(x, y) e P' =(x, y + dY), vis-a-di che la coordina x
a resta costant passand da P a P'. Son a definiss cola ch'a-j diso "variassion & * dél camin. Ij limit éd
costa variassion a son che dy; =8y, =0 (donca ant j'estrm a-i é nen variassion).

As supon che la variassion a sia un-a qualonque, bastamach ch'a sia cita, e son a peul édco
esse esprimu da l'espression dy =n(x)5a , andova « a I'é un parameter comun a tuti ij pont, e n(x) a
I'6 na qualonque fonsion éd x, con le condission che n(x;) =n(x;) = 0. As peul peui defini un
sy =n'(x)sa.

Dal moment che la variassion a I'é pensa esse cita, l'integral fait an sél camin varia a peul esse

déscrivu daj termo 'd prim 6rdin dlé svilup an série 'd Tayor dla fonsion F. I I'oma che l'integral I' an sél
camin varia a val:
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' j F(y,y', x)+—Fn5a+a—F,n'5a dx
oy oy

e dasiavenche 51 =saf ﬁn+£n' dx
x| 0y oy’

I disoma che , integrand pér part e considerand n' coma fator diferensial, as peul scrive
X2 X2
oF 'dx—aF n'dx—jd(aF

-n'dx=— ndx , ma'l prim termo a va a zero pérché n a val zero ant
Xlay oy " dx{ oy’

X2
j'estrém, e donca ja—F,n'dx=— ji a—F, ndx. Antlora i podoma scrive:
M oy dx{ oy

La condission pér che | a I'abia un valor stassionari a I'é che 61 a sia zero. Dal moment che 7,
a I'é na fonsion arbitraria, antlora a venta che 'l fator an paréntesi a sia zero, vis-a-di:

oF _dfoF
oy dx{oy’

Cost arzulta a peul esse generalisa al cas andova a-i son n variabij dipendente y;. A-i saran n

condission con la forma OF _dfoF =0. Se peui le n variabij y; a son fonsion éd m variabij
oy; dx{dy;
andipendente x;, antlora ste condission a dvento: — z ( =0 andova y; j =%
Yi 10X Lay, j odx;

Sta condission dé stassionarieta a ven indica con l'espression 5JJ Fdxy dx,---dx; =0.

Prinsipi 'd Hamilton

| vardoma sto prinsipi da doe mire diferente. | comensoma a consideré che j'equassion éd

Lagrange dél moviment a son daite da j'espression di[aa_l_} =§—L che donca i podoma scrive 'dco ant
q di
la forma ot_d ﬂ =0. | 'oma giusta vist che son a implica che a sia:
0q; dt{ oq;

t
5 { L@ a0t =0

f

se i consideroma L coma nostra fonsion F, peuj i consideroma ¢; coma nostre y; éd prima, donca le g;
t
a saran le nostre y'; éd prima, e a la fin t coma nostr x éd prima. L'integral S = j Ldt a I'é ciama

i}
"fonsion prinsipal éd Hamilton" e a I'ha né stat stassionari an corispondensa dél moviment real dél
sistema. Costa a I'é na formulassion él prinsipi 'd Hamilton.
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Adéss i vardoma la cosa da n'autra mira.

Da lon ch'i I'oma vist ant un sistema conservativ con vincoj bilateraj e sensa atrito, la
condission d'echilibri a corispond a un pont andova la fonsion potensial, dont a derivo le forse, a I'ha la
deriva ch'as anula (pont stassionari).

Edco pér la dinamica as peul trové quaicos che a smija a son. An pratica i sercoma na fonsion
che a sia minima 0 massima an corispondensa d'un moviment possibil pér él sistema (0 an
corispondensa dél moviment real dél sistema). Son a veul di trové na fonsion | tala ch'a sia 61 =0 pér
qualonque variassion dél moviment dél sistema rispét al moviment real che 'l sistema midem a fa.

Pér podéj fé un disegn sempi pér ilustré la cosa i suponoma, giusta ant él disegn, d'avej na
sola variabil generalisa. A l'istant t; la variabil a val i, a l'istant t, la variabil a val qz. Ant Ié spassi
dle configurassion él moviment éd nostr sistema a sara arpresenta da na linia coma cola éd figura 2.

t

moviment efetiv

— — — - moviment varia
sincron

Figura 2 - Moviment varia sincron

N
| arpijoma I'equassion simbolica dla Dinamica pér un sistema 'd pont Z(Ifi -m; g )-5>?i =0
i=1
e i la consideroma ant un dait interval éd temp da t; a to. Le variassion &%; a son intéise coma le
variassion virtuaj ch'i I'oma vist prima, vis-a-di coma se, istant pér istant, él pont a fussa ferm. A son
peui considera fonsion continue dél temp. Na vira che sti spostament, che a son diferent I'un da l'autr, a
sio fissa, dal moviment efetiv as peul trové n‘autr moviment, che a I'é indica an figura e che as és-ciama

"moviment varia sincron ".
An costa situassion jé spostament virtuaj e la derivassion rispét al temp a son doe operassion
. T . d .. dx; "
andipendente, e donca pér ogni pont a val la relassion : HSXi = d_tl = OV

Dit son integroma rispét al temp da t; a t; nostra equassion simbolica e i I'avroma:

RN N 47
[I| 2 Fi 6% =X mj—L5%; |dt =0
yligt i dt

El prim termo dl'integrand a arpresenta 'l travaj virtual dle forse ative, che i podrio ciamé
6°T, (i arcordoma che an ste note €l travaj a I'¢ T e I'energia cinética a I'¢ Ec).

Svilupand l'integral (si i lo foma nen) ant I'espression as buta an evidensa I'energia cinética Ec
dij pont e as oten:
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t t2
2 N
j(a"Ta +5Ec)dt — > m;v; 6%;| =0

Se le forse ative a derivo da un potensial U, antlora i I'avroma che 6°T, = U . Se peui i

consideroma, coma an figura, che ant j'estrem éd I'interval considera jé spostament virtuaj a son zero,
anlora 1é scond termo dl'espression ch'i I'oma scrit a spariss e a resta, a la fin:

to to
s [(Ec-U)dt=0 ; & [Ldt=0
il il

andova L a I'é la fonsion lagrangian-a.

Son a esprim él prinsipi ‘*d Hamilton che a dis che:
fra tuti ij moviment varia sincron ant n'interval t; <t <t, che a I'abio spostament nuj ant j'estrem

dl'interval midem, ij moviment efetiv a son coi andova l'intergral dla fonsion lagrangian-a L a I'é
stassionari. Son a val pér un sistema a vincoj bilateraj e sensa atrito.

Prinsipi 'd Hamilton modifica
I I'oma vist che j'equassion dél moviment éd Lagrange a peulo esse sostituie da n'ansema
d'equassion diferensiaj dél prim érdin ciama equassion canoniche 'd Hamilton. | I'oma defini la fonsion
o . . . oL
Hamiltonian-a coma H = Z.: p; §; — L, edonca a val la relassion L= Z.: p; 4; —H , andova p; :6_q.

Antlora i podoma scrive 'l prinsipi ‘d Hamilton coma:
t
5][2 D; G —HJdt:O
G\

A venta noté che, ant él prinsipi 'd Hamilton enunsia prima, jé spostament ant 1€ spassi dle
configurassion pér le variabij ¢; , con t costant, a son indipendent, mentre a-i son corispondente
variassion éd ¢; che a dipendo da le prime. An sto cas i soma ant & spassi dle fase, e le variassion a t
costant tant dle p; coma dle g; a son andipendente.

Coma gia i l'avio fait prima, i podoma 'dco ambelessi esprime le variassion dle g; e dle p;
travers un parameter o istéss pér tuti ij pont dél camin d'integrassion ant Ié spassi dle fase.

5qi=aﬂ5a=m oa 5Pi=%5"‘=§i dot
da Jda

andova 7; e ¢; a son fonsion arbitrarie dél temp con la condission che :
mi(t)=ni(t,)=&(t)=&(t,)=0

| podoma apliché ambelessi 'l procediment ch'i I'oma dovra prima, e scrive che la variassion
dl'integral a I'é daita da:

op; . 04; oH dp;  OH dg;
§S=8a —1 - - dt
IZ( P e T ap da o, an
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ty a4, ty d (oq; ty
I notoma che jpi a—'dt =j P; a(@—'}dt =j p; ni dt e integrand pér part con n' coma
a a
t t t
t t
fator difernsial i trovoma che jpi ni dt=|pi 77i|:12 - .[ p;n; dt e dal moment che #; a val zero ant
i} i}
to aa ty ty
j'estrem, i l'avroma jpi a—q'dt = .[ p;ni dt=— .[ p;n; dt. | andoma antlora a sostitui costa espression
a
i} i} i}

an nostr integral, tnisend édco cont éd coma i I'oma defini le fonsion n; e ¢; . | trovoma che:
t
oH OoH
6S=6a i ——— & —| Py +— | |dt
{[ZHQ. 5PiJ§I (pl aqun|:|

Dal moment che le fonsion n; e £; .a son indipendente e arbitrarie, pér che la variassion a sia
zero a venta che a sio a zero in coeficent ed coste fonsion, e donca

Mo p+Po edason g=20 ; p=-H

Gi — _
'oop 0q; op; 0q;

che a so j'equassion canoniche dél moviment, com i l'avio gia trovaje.

Prinsipi dla minima assion

| vardoma adéss un tipo 'd variassion pi general éd col ch'i I'oma vist prima. A-i diso
"variassion A", andova a I'é possibil varié nen mach le coordina, ma 'dco 'l temp. As supon sempe che
a j'estrem dél camin le coordina dél camin anvaria e cole dél camin varia a coincido, ma sa supon che a
peussa nen coincide 'l temp. An costa manera un pont P qualonque dél camin nen varia a l'avra un
corispondent P* ant él camin varia dont le coordina a son anlia da le relassion:

;i >0 =0; + AG; =0; +50; +G; At
An costa espression ¢ al'ha I'istéss significa 'd prima e ant j'estrem dél camin Aq; = 0. Is

arferima a figura 3, andova i déscrivoma sta variassion pér un sistema con na coordina sola (opura na
coordina d'un sistema).

q
B
02 B
P
/P'
A /
d1 A
t
t t 1,
L+A4t t+At L+AL

Figura 3 - Variassion A
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I suponoma na qualonque fonsion f = f (qi Nop ,t) e soa variassion A a sara daita da:

of of of
Af =) | —Aq; +—'Aq-J+—At=
Zi:(aqi 'ogp ) ot

of of of
=3 (50 +4; At ——(5q; +d; At)+— At
§i 6qi( gi + G At)+ §i aqi( G; +bj At)+ =

=of +ﬂAt
ot

Se i consideroma la variassion A dla fonsion prinsipal éd Hamilton i I'oma:

2 2
AS=AfLdt=5[Ldt+[LAt;
1 1

2
An sto cas I'integral 5.[Ldt a spariss nen, pérche ant ij pont estrem i I'oma che 6q; #0. Da
1

j'equassion dél moviment éd Lagrange, dal fait che 6q; = d (5qi) eche AQ; =90Q; +¢; At, i otnoma:

dt
oL oL d (oL oL d d( oL
Esq+ 60 = = sq + =L (5q)= Z5q | =
5q 0%+ 5 00 dt(ﬁqu htery 0|t(cl.) dt(@qi q.J

d d d .
Za(pi 5Qi)=a(pi AQi)_a(pi GiAt)

2
2
e dovrand sti arzulta ant I'espression éd AS a ven che: AJ. Ldt=

1

-

(L—Zi: p; quAt

1

. . . oH | ..
Se i consideroma mach sistema andova K:O e'd variassion andova H a resta costanta,

2
antlora i I'oma che |H At|12 = AJ H dt . Da l'espression éd prima, antlora:
1

2
A.[zpi q; dt=0
1 i

Costa espression a corispond al prinsipi dla minima assion. La fonsion W ='[z p; g; dt a
i

I'é dita la fonsion carateristica éd Hamilton.
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TEORIA DLE TRASFORMASSION

Ant le formulassion éd Lagrange e Hamilton
i I'oma fait atension che la forma dle relassion a fussa I'istéssa pér tuti ij sistema 'd coordina generalisa.
Qualonque trasformassion dle coordina arpresenta da le relassion qf =q'(qy,d,, -0y, t) a produv
equassion identiche a cole 'd partensa. | notoma che an coste considerassion i consideroma mach
trasformassion che a comprendo tut I'ansema dle variabij, e nen traformassion parsiaj.

X L . PN oL .
| 'oma antrodovu, ant la formulassion éd Hamilton, le coordina definie coma p; =——. Son
i
a porta a pensé a un concét diferent complét da col éd coordina che a andividuo un pont. Macassia,
pero, a-i € na similitudin fra ij doi sistema 'd coordina. | podoma scrive j'equassion canoniche :

. OH oH
i TS A
op; 00

e i provoma a cambié giusta 'l nom dle variabij. Se i doma a ¢; €l simbol —p'; e a p; él simbol ¢ , i
ﬁ ;PP =—ﬁ, che as déstinguo nen da cole scrite dzora, e donca i
api odi
podrio di che ij q'; a arpresento le coordina 'd posission e p'; a arpresento ij moment. Da le definission
ch'i 'oma dait, pero, a arzulta che le cose a son nen parej. Sto paradoss as arzolv disend che le coordina
g'ie p'i ason giusta da traté a I'istéssa manera. As peul gionté donca che ij doi ansema 'd coordina q'; e
p'i ason a l'istéss livél, sensa che a-i na sia un pi fondamental che I'autr. Coma consegoensa i I'oma che
na trasformassion generalisa a l'avra la forma :

0 =0 (A3, Gz, Gn P P2y pn’t)}
pi = P} (A1, 02, Gn, Py, P2+ Ppst)

podoma scrive che ¢ =

Pér manten-e l'invariansa dont i I'oma dit, a venta che ij doi ansema 'd variabij a sio an

. . . ., OH’ . oH’ . .

relassion travers j'espression: ¢ ZF N o Z_T andova i 'oma H '=z pi g; —L", mentre
Pi o i

la fonsion L' a I'é cola che cand a sia sostituia ant &l prinsipi éd Hamilton : 5J L'dt=0, a da le giuste

equassion dél moviment, ant the neuve coordina.

Le trasformassion che a sodisfo a coste régole a son ciama "Trasformassion Canoniche". Sto
tipo 'd trasformassion a I'é pi general éd col ch'i I'oma vist prima, andova la neuva fonsion lagrangian-a
as otnia giusta sostituend le relassion dla trasformassion (trasformassion a pont).

Da lon ch'i I'oma vist a ven che 'l prinsipi éd Hamilton modifica a val tant ant él sistema
original che an col trasforma. Donca:

tp
5J[Zpi’qi’—H'Jdt=O
g\

5E[Zpiqi—HJdt=O
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I notoma 'ncora, ambelessi, che la condission 5J f dt =0 a I'¢, an general, sodisfaita da la
.. dF y . o
posission f :E , con F che a I'é na fonsion arbitraria.

Ant 1on ch'i l'avio vist prima, son a l'era nen amportant, dal moment che la fonsion sota
integral a I'era conossua. Ambelessi le cose a son diferente, dal moment che le doe equassion a peulo
esse combina ant I'espression:

Yoo} e

andova l'integral a I'é nen, an general, conossu.

Da Ion ch'i I'oma vist a ven che as peul scrive che (Z pi Gi — HJ (Z Pl gl - 'J _0F

da si i disoma che che la fonson F a sara dipendenta da (4n + 1) variabij che a son le p;, gi, p'i, ', t. A
venta pero consideré che a-i son édco la 2n equassion dla trasformassion, e donca la dipendensa as
arduv a (2n + 1) variavij, dont un-a a I'é 'l temp t e j'autre 2n variabij a peulo esse serntie com a conven
frale pi, i, p'i, d'.
| podoma consideré 'l cas particolar andova F a I'é na fonsion qualonque éd le 2n + 1 variabij
i, 94, t,vis-a-di F=F/(q, 0,0, q,,t). | lavroma:
dF oF . oF oF
R BN R
dt — 00 oq; ot

che i podoma andé a sostitui ant la relassion ch'i I'oma scrivu prima:

_H L S a ey R O 4 OF
(Zi‘,piqi HJ (Zp.q. HJ Zaqlq. Zaqlq. "

Z(pl—a—ﬂdql Z(p. a,qleq. [ H - aaFtlet_

e dal moment che tute le g;, i, t, a son andipendente, ij termo a van a zero an manera separa, e donca
i podoma scrive :
0

’ ! a !
Pi =a—ti1(Qi 0t 5P 25{5(% Gi 1)

’ a ’
H'—H =EF1(Qi 1 Qi ’t)

Le prime doe espression scrite a fan un sistema d'equassion che a peulo serve (almanch coma
prinsipi) pér arcave le relassion:
Af =0 (a1, Gz, -+ Gn. Py P2y pn,t)}
p{ = P{ (41, G2,-,dn, Prs P2y Post)

che a son, natural, le trasformassion ch'i I'oma dit prima.

An costa manera as peul védde che la trasformassion a peul derivé da la conossensa éd na
fonsion F, che a ven dita "fonsion generatriss” dla trasformassion midema. Da lon ch'i I'oma trova a
arzulta 'dco che se la fonsion generatriss a conten nen él temp an manera esplissita, la neuva fonsion
Hamiltonian-a a I'é istéssa a la fonsion Hamiltonian-a 'd partensa.
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I I'oma dit che la fonsion generatriss a peul esse esprimua coma fonsion ed 2n qualonque dle
4n variabij pi, qi, p'i, 4. (e, natural, dél temp t). J'autri cas éd fonsion generatriss a peulo esse trata
con na trasformassion éd Legendre dla fonsion. | suponoma na fonsion F, daita da:

Fo =Fy(dy, -0, - An ) + D pi G
i

e i vardoma d'esprime F, an fonsion dle variabij q;, p'i, t. Vis-a-di :
Fo =Fo(a0, -, Gn P Pst)

Se i consideroma l'istéssa trasformassion éd prima, i podoma scrivla coma:

[N S

che i podoma svilupé, un pas dop l'aut, e trové:

4 F, —z Pi g |= oF, da + oF, dp; + oF e donca, fasend coma prima:
dt og; dt  op; dt ot

i
oF, |dg; , OFy dpI , oF, . .

2 . + ! +|H —H -——=1=0 e, moltiplicand pér dt
(p, aq; J dt Z(q, op] ) dt ot P P

i
oF, oF, oF,
i ——= |dg; + i——=|dpj +|H'=H ——=|dt=0
zj[p. aqu q zj[q. 6p{J P ( atJ
e da si i podoma arcavé:
oF , OF , oF
m=gi , g=—% ; H-H=—2%
q; opi ot
| podoma peui consideré la fonsion generatriss F; = F3(p1,~-, Pn.01,:-0n ,t), che i podoma
buté coma F; = Fl(ql,m,qn ,01,+0p ,t)— z p; g;, che con él procediment éd prima an porta a scrive
i
che qiz_ﬁ : p{z_ﬁ : H'_Hzﬁ
op; oq{ ot
A la fin i consideroma la fonsion generatriss F, = F4(p1,~-, Prs Ppoeee p;],t), che i podoma
buté coma F, = Fl(ql,m,qn,qi,mq;],t)+z p{a; —z p; 0; . che con él procediment éd prima an
i i
o0F, , OF;

portaascriveche o =—— ; Qi =— ; H’—Hzﬁ
ap; opi ot

Esempi 'd trasformassion canoniche

A I'é ciair che 'l sens éd fé na trasformassion a I'é col éd trové na forma dj'equassion dél
moviment che a sia pi manegiabil. Macassia si i vardoma pi che tut com a fonsion-a 'l mecanism.

Fonsion generatris F = Zqi Pi
i

Cost a I'é un cas particolar dla fonsion generatriss F, ch'i I'oma vist (cand F; = 1). Donca an

. F F =
sto cas i l'avroma piza—zzp{ , q,_a 2=q; ; H'=H +6_2=|—|
op;

0q;
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As trata donca giustd dla trasformassion idéntica. Se i cambioma segn a la fonsion

generatriss, e donca F =—Zqi p;, iothomache p,=—p/ ; g =-q; ; H'=H, esonadis
i
che l'inverson dIé spassi a I'é na trasformassion canonica.

Fonsion generatris F = Zqi qi
i

| consideroma che costa F a I'é dél tipo éd F; ch'i I'oma vist si dzora. Donca i l'avroma:
pi=qi ; pi=0; ; H'=H.Costaal¢latrasformassion ch'i 'oma considera an prinsipi.

Fonsion generatris F =" f;(q; )p{ con f; arbitraria.
i

La fonsion generatriss a I'é dél tipo F, ch'i I'oma vist. Se i aplicoma lon ch'i I'oma trova i

of.
otnoma che p; = Z P a—’ . qi=f(q) ; H'=H, chealé na trasformassion &d coordina che
i i
i I'oma ciama "a pont".

Aplicassion a un problema concrét
| suponoma d'avej trova la fonsion éd Hamilton éd nostr probléma, e che costa a sia daita da :

1 ,  p?
H== L,
Z(uq * mJ

e da costa espression i podoma trové j'equassion diferensiaj dél moviment coma :
goM_p . oH
op m ' aq

— 1

che a I'nan nen na solussion imedia. A bastria eliminé p e as oten-ria lI'equassion diferensial dlé scond
gré mg=—uq, che a I'¢ nen d'autr che la fonsion Lagrangian-a éd nostr problema, che as podia trové

sensa passé da la formulassion éd Hamilton.
Si, pero, i voroma dé n'esempi éd trasformassion canonica, e donca i consideroma la
trasformassion genera da la fonsion F;, =k q2 cotq’ .

I aplicoma j'espression ch'i I'oma trova pér la fonsion F; e i otnoma:

p=£=2chotq’ : p':—ﬁquzcoseczq' © H'=H
aq a9’
| podoma esprime p e q an fonsion éd p' e ', otnend p=./4k p'cosq’ ; gq=,-— sing’.

mentre pér la Hamiltonian-a i I'oma che :

2 ' ' ' 2
H':l ,uq2+p— :1 ’uﬂsinzq'+—4kp coszq' _HP sinzq'+£coszq'
2 m 20 k m 2k m

. 1 . .
e se i suponoma che k =E,/my , costa espression as arduv giusta a

' ,Up' 2 2 :up, .y
H'=——I\sin“ q' + cos 2 =
g B et o)
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!

As ved che ' a I'é na coordina ignorabil, e donca p':é;izo ; p'=cost=a. | l'oma
q

!

\ . H' / / , . . . -
'dco che q’:%: el O ﬁt+ﬂ andova g a I'é la costant d'integrassion. Se i sosrituima
p m m

’

coste espression ant j'equassion p=./4k p'cosq’ ; Q= % sing’ ch'i I'abio trova, i I'oma arzolvu

nostr problema.

Sta manera 'd procede a vniria nen vaire a taj, se pér ogni problema a ventéisa sérché
d'andviné na fonsion generatriss che a podeissa esse Util a la solussion dél problema. Si da dota i
vardoma un métod che a serv a trove la fonsion generatriss.

El métod éd Hamilton-Jacobi

Ambelessi as serca na trasformassion andova le neuve coordina, tant éd posission coma
moment, a sio costante. | suponoma che costa trasformassion a esista, e che a sia genera da na fonsion
generatriss S = S(ql,m,qn,qi,mqg ,t) . Costa a I'¢ un cas particolar dla fonsion F; ch'i I'oma
considera prima.

I I'oma buta coma condission la costansa dle neuve coordina, e donca a venta che a sia:

q, =cost=a; ; p/=cost=p; edonca S=S(q, -, 0y, 0p,t)

e dal moment che la trasformassion a I'é canodnica a sara:

., OH’ ., OH' OH' OoH'
di=— , Ppi=——75 edonca —=0 ; ——=0
op; oq; op; oq;

!

. . oH .
| podoma 'ncora impon-e la condission che W: 0. A sta manera i I'oma che H' =cost , e

costa costant a peul esse considera zero, perché, se a-i é na trasformassion genera da na Sy che a produv
na Hamiltonian-a trasforma che a val H, = cost = A, antlora i podoma consideré la fonsion generatriss
S =S — At, e costa fonsion generatriss a dara H' =0.

| I'oma vist che, an sto cas, pér I'Hamiltonian-a a val la relassion H'—H =§Fl(qi Qi ,t),

che an nostr cas, con le posission ch'i I'oma fait, a porta a : H(qi, pi,t)+€;—f=0. A val édco la

relassion p; =aiF1(qi ,q; ,t) che pér noi si a dventa p; =§—S
Qi [

Da coste ultime relassion i podoma trové I'equassion, ciama "equassion d*Hamilton-Jacobi":

H[qi,ﬁ,qﬁ:o
0q; ot

Contut che soa solussion a peussa presenté quaich dificolta, i pijoma pér bon che as peussa
trové sempe na solussion éd costa equassion. Le variabij andipendente éd costa equassion a son (n + 1),
vis-a-di le ¢; e t. Sei disoma che Sy a I'é na solussion, a I'é ciair che 'dco la fonsion S =S, + cost. a I'é
na solussion, e un-a dle costant arbitrarie a peul esse ignora, vist che a-i son, ant I'equassion, mach le
deriva dla fonsion S.

La solussion general a l'avra donca la forma S = S(ql,m, d,,C1, 5, Cp ,t), andova le
costant arbitrarie a son ciama ¢; .
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An prinsipi i I'oma buta che la fonsion S a l'era S = S(ql,m,qn,qi,mq;,t), andova le ' a

j'ero costant che i lI'avio buta uguaj a «; . A venta donca che a-i sia na relassion fra le c; e le & , e costa
relassion a peul esse n'identita. A venta pero verifiché che se le o; a ven-o sostituie a le ¢; , ij passagi
ch'i I'oma fait a continuo a esse valid. An particolar a venta verifiché che, an costa manera, ij moment
trasforma p'; a sio costant.

| I'oma vist prima che p{ = —% F.(q;, q/,t), e an nostr cas le coordina p'; a son daite da:
Qi
pi =—é;ﬁ e derivand rispét al temp:
Ci

doi_d08 [y 0% 4 0%
dt  dt o —~oq;oc; ' atac

e dal moment che S, a I'é na solussion dl'equassion éd Hamilton-Jacobi, i I'oma 'dco che :

2
0%Sg _ 0 [3o)__ 2 |y %o
otoc; oc; |\ ot oc; 0q;
0S

I tnima present che ambelessi le variabij p; a son arpresenta, com i I'oma vist, da p; =
i

.. OH -
mentre a val sempe la relassion ¢; =——. Antlora i 'oma che :

apj
ﬁz_z OH 0 |95 z_zﬂﬁz_zq.ﬁ
aqj

. . . .o dpi . . dpi
e se i andoma a sostitui costa eapression ant la deriva d—F:' i trovoma giusta che d—F:' =0, e che donca
p; =cost., coma i vorio trové. An conclusion i I'oma prova che a-i € la possibilita d'identifiché le c;

con le ¢ . A sta mira la fonsion generatriss a I'é andividoa cand as conosso le costant «; . Se as
conosso ij valor inissiaj qi e pi , costi a peulo esse sostitui ant I'equassion éd Hamilton-Jacobi, e an
costa manera as peulo arcavé le costant «; . As peulo 'dco arcavé le costant 5, e peui, a la fin,
j'espression g; =qi(aj B ,t) e p;= pi(aj B ,t) , che a arzolvo nostr problema.

N'esempi

I doma n'aplicassion pratica dél metod ch'i I'oma vist, giusta pér védde com a fonsion-a, con
un sempi problema d'ossilator elastich. La fonsion Hamiltonian-a, an sto cas, a I'é giusta I'energia total:

1(1
H=—(—p2+uq2J
2\m

e donca la relativa fonsion éd Hamilton-Jacobi a sara daita da:

1(1(es) ,| o5
—|—=|—1 +uq° |[+—=0
2| m\ oq ot

Se I'Hamiltonian-a a conten nen él temp an manera esplissita, la solussion éd costa equassion
a pija la forma:
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S(q, &, t)=S(q,)—c(e)t e da lon ch'i I'oma vist S(q,a,t)=S'(q,a)-at

e donca 'dco I'equassion éd Hamilton-Jacobi a dventa:
l 1108 +uq?|—a=0 e donca o5 _ mu 2—a—q2
2 aq oq M

e i notoma che p:ﬁ
a9

S=S'—at=1/m,uj 2—a—qqu+C(()z)—
\/ u

andova, com i I'oma vist, la costant C(a) a peul esse trascura sensa problema. An sto cas a-i é nen da
manca éd trové S an manera esplissita dal moment che i podoma trové la costant S =p' chea val:

p et e - e (2]

Ant I'equassion p =2—S=1/mu 2 _ q2 ch'i I'oma vist prima, i sostituima le considdion

e integrand:

inissiaj pér q e p altemp t=0, eibutoma pércoste q=0 ; p=.2mE, , eparejitrovoma la
costant « cheaval o =E, andova E, a I'é¢ I'energia total dél sistema (as ved subit che a I'¢ I'energia

cinética and cola potensial a val zero). Sostituend peui ant I'espression éd g i trovoma g=——_|—.

2\ p
Na vira conossu 'l valor ed S, da l'istéssa equassion as treuva l'espression esplissita dla coordina q:

a- /ﬁco{tﬁ +£J
U m 2

e da soa espression vista prima, as arcava I'espression esplissita dla coordina p:
. M
=./2mE, sin| t,[— +—
Y 0 ( \/ m ZJ

Trasformassion infinitesimaj

I I'oma vist prima che la fonsion generartiss F, =Zqi p{ a produv la trasformassion
i
identita. Se i consideroma & coma un parameter infinitésim andipendent da g; e da p;, i I'avroma che
un cambi infinitesimal dle variabij a sara genera da la fonsion

Fo=> 0 b +Gla pi)
i

andova G a I'é na fonsion arbitraria. Se i aplicoma le régole dle trasformassion ch'i I'oma vist, i
l'avroma:
,_OF 0G oF 0G

! e—— . =pl +e—
o= 6p, ~ 8api' b= 5Qi P 85%
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e donca i I'avroma un &q; =ga—G, 7 OD; =—g£.
op; 0q;

I consideroma peui che ( p'i—pi ) a I'é n'infinitésim e che donca as peul sostitui p'i con p;,
ant la fonsion G. As oten: §q; =gaiG(qi pi) ; 6pi =—géiG(qi . pi)-
Pi Qi

Ant €l contest &d coste trasformassion infinitésime, i ciamoma "fonsion generatriss" nostra G.
Se i butoma che ¢=dt, eche G =H i otnoma, dovrand le relassion canoniche :

oH oH _.
Su =diz -=aidt 3 Sp =—dtz = pydt

i i

Son a dis che ij cambiament dle variabij coniuga, che as produvo dovrand la fonsion

Hamiltonian-a H coma fonsion generatriss, a corispondo a coj che vreman a capito ant él moviment. |

cambi ant un period fini fraun t; eun t a peulo esse considera coma l'adission sucessiva dij cambi
anfinitésim, sempe genera da la fonsion H.

Pér él moment, pér lon ch'a résguarda la teoria dle trasformassion is fermoma ambelessi.
Coma sempe, se peui a capitra che a venta gionté quaicos, i lo giontroma an sél moment.
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PARENTESI ED POISSON

Costa a I'é n‘arpresentassion che a ven motobin a taj an Mecanica Analitica, e che a giuta ant
él passagi a la Mecanica Quantistica.

Definission

SeF =F(q;, pi, t) aI'¢ na qualonque variabil dinamica d'un sisrema arpresenta da le variabij
coniuga q; e pi, i podoma scrive soa deriva total rispét al temp t coma:

q oF . OF
at Zaq, Z‘@pi P
e se i consideroma j'equassion canoniche éd Hamilton i I'avroma che :
_z(aF oH oF oH J+£
— 0q; op; 0p; 0q; ot
OF 0H OF oH
0q; 0p;  0p; 09;
bin amportanta ant la Mecanica Analitica, e a ven ciama parentesi éd Poisson dle doe fonsion F e H.

Ma la definission éd Parentesi éd Poisson a I'é pi general, e a résguarda qualonque cobia éd variabij
dinamiche X e Y, fonsion éd q; e p;. La parentesi éd Poisson a I'é indica con [X ,Y]q’ pea I'é daita da:

[X’Y]q’pzz[ax oY  ax aYJ

0q; op;  0p; 9q;

La quantita che, an costa espression, a I'¢ indica con 2[ J a arzulta esse

Da costa definission a seguo subit le proprieta indica si sota (anova i arportoma nen sempe
j'indes dle vadiabij):
[X,Y]==[y,x] ; [X,X]=0
[X,Y +z]=[X,Y]+[X,Z]
[X,Y-zZ]=Y[X,Y]+[X,Y]zZ
[c-X,Y]=c[X,Y]

oF 0A 0B OF OA 0B ) OF
F(A), B =—1A,B
[ ( ) ] z(éBAaq, op; aAap, aq,J aA[ ]

[ i+dj ]= [pi P ]= 0 } par.éd Poisson fondamentaj.

[i,pj]=5ij andova &;;=0 se i#] e &;;=1 se i=]

Invariansa rispét a le trasformassion canoniche

Cola d'invariansa rispét a le trasformassion canoniche a I'é na proprieta motobin amportanta
dle parentesi &d Poisson. A val donca la relassion [X,Y], - =[X,Y], , andova as intend che X er Y a

I'nan I'istéss valor, contu che a peusso avej forma diferenta. La dimostrassion éd son a ven da lon ch'i
I'oma vist fin-a si.

An efét i I'oma vist che na trasformassion canonica a peul esse genera a parte da na fonsion
F. =F: (gi, g, t), e an sto cas a son vere le relassion:

253




Fisica sperimental — Mecanica —Part 8: Vers la Fisica Teorica

_OR
p.—aqi v Pi=

ok
oq;

edasiil'omache:
op;  0°F 0P

oq;, oqjop;  oq;

e se as deuvro jautri tipo, ch'i I'oma vist, éd fonsion generatriss (F, , F3 , F;), as treuva, an
og; 0P . 9q; 94 . op;  9d)

oq) op | opj op | op; og

corispondensa

| aplicoma sti arzulta a le parentesi 'd Poisson fondamentaj e i otnoma:

o oq; 9P oq] 9pP] aq; 0 aq; o d o
[qnpj]q,f;[ g OPj  oqf JJ:ZI(:[ ol oac  ou; ka i s <o pi],

00y Opx 0Py Oq 99y 09 apk o9 oq]
0q;

e son pérchée ——
0Py

=0, dal moment che q a I'é nen fonsion éd p. A l'istéssa manera as dimostra che :

lof il =loiaily =0 5 leiieil , =leihRil, =0

e donca le parentesi fondamentaj a son invariant rispét a le trasformassion canoniche. Ant él cas
general, anvece, i I'oma:

oX oY oX oY
X Y]y o =z( , J
k

00y 0Py apk 00
Z oY 0q; L oY opj | ox [ oY 9q; L oY opj || _
6qk 0qj Opx  Opj Opx ) Opi|\od; ody Ip;j Od
oY
-z{ ol 2], }

aq; op;
A sta mira i consideroma che se an costa espression i sostituima X con g; e peui Y con X, i
otnima I'espression dla parentesi [q; , X, . L'espression dla parentesi [X , q; |, , asara:

[X’qi]q’, ==lai X]q’ p =

——Z{ o acl, %[qj,pk]q,p}

oqy
3 oX 3 ax
==Y — 8=
k apk . apj
. . , oX . C . R
A Tlistéssa manera as peul dimostré che [X . Pi ]q,’ p =€ sostituend sti doi arzulta ant

i
l'espression éd [X, Y],  il'oma che:

[X,Y]q,’p,=2{— o¥ ox o ax}:[x’\(]q’p

7 aqj apj apj aqj

254



Fisica sperimental — Mecanica —Part 8: Vers la Fisica Teorica

Son a dimostra l'invariansa rispét a le trasformassion canoniche, e donca a I'é nen necessari
indiché l'ansema dle variabij coniuga dovra pér valuté la parentesi éd Poisson.

Costant dél moviment

Da la definission ch'i I'oma dait éd parentesi 'd Poisson, e partend da I'espression ch'i I'oma

vist F =z OF oH _OF oH +£ che i podoma scrive d—|:=[F,H]+£, i podoma arcavé
— 0q; op; 0p; 0q; ot dt ot

che, se ant la variabil dinamica F a-i € nen él temp an manera esplissita, vis-a-di che se EZO’

g iy . . . . dF .
antlora costa variabil a I'¢ na costant dél moviment (vis-a-di che i I'avroma rT 0 ) se soa parentesi 'd

Poisson con la fonsion Hamiltonian-a H a val zero ([F, H] =0).
A parte da son as ved subit che j'equassion dél moviment a peulo esse scrivue coma:

di =lai . H] 5 pi=[pi . H]

mentre a val édco, coma cas particolar, considerand la H coma variabil dinamica:
dH = [H H ]+ oH = oH
dt ot ot

ldentita éd Jacobi

I consideroma I'espression :

[x,[Y,z]]_[v,[x,z]]{x,iz(ﬁ; i JHYZ(%%%%H

e peui i dovroma le proprieta ch'i I'oma vist an prinsipi, e archeujima ij termo an manera convenienta. |
podoma oten-e l'espression:

e R e o K
Zalal sl Al alala)

A sta mira i tnima cont che a val l'identita : i[X Y= X Y |+] X ﬂ . Antlora &l prim
OX OX OX

termo dl'espression si dzora a dventa :

z{_ﬂi[x ¥]+P2 2 x ,Y]}:—[Z XY

i aq; op; op; 00

mentre as peul vedde facil che 1€ scond termo a val zero. An definitiva a arzulta I'identita éd Jacobi che
a peul esse scrivua:
[X,[IY,z]-[Y.[X,z]]==[z ,[X ,Y]] opura 'dco:
[X,[Y,z]l+[Y.[z, x]]+[z .[X ,Y]]=0
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Aplicassion

I consideroma na particola che as bogia sota I'efét d'un potensial sentral, e vardoma 'd trové le
costant dél moviment che, com i I'oma vist, a I'nan parentesi 'd Poisson nula con I'Hamiltonian-a. |
consideroma 'l moment dla quantita 's moviment dla particola, arferendse a un sistema 'd coordina che i
podoma pensé an tre dimension (as peul supon-e un sistema cartesian), e nostra particola a l'avra
coordina generalisa X; , X», X3. | ciamoma con py, p,, ps i relativ moment coniuga.

I consideroma 'l moment angolar [=FA p=r Amv, vis-a-di 'l moment dla quantita 'd
moviment dla particola. | I'oma:

R PR ly =X; P3 —X3 P2
| =FAP=|X X, Xg| dont le component a son <l, =X3p;—X; P3
P P2 P3 I3 =X P2 =Xz Py

andova i I'oma che p; =mX;.
Se i vardoma 'l valor dle parentesi &d Poisson éd |, e I, itrovoma:

ol; ol ol, ol
I, 1 ]= 2171 1P |2
i) z[axi op;  op; aXiJ

ol al, al, al,

I 1,]=> o202 L2 o, %~ py %y =1

[1 2] ox. op; op; ox; P2 X — P2 X =13
ol aly  aly ol

I, 1. ]= — 2 = S =Dy Xq + P2 X =—|

[1 3] z, ox op; op; ox; P1 X3 + P3 Xg 2
oly o, aly ol

I3, ]=Y | 2L T8 L g xy — py g =1

[3 1] ox op,  op; ox, P1 X3 — P3 X =1y

mentre j'autre combinassion a son coma un-a 'd coste con le component scambia (se j'indes a son
diferent) e donca con segn cambia, opura, se j'indes a son j'istéss, a valo zero. As peul arzume st'arzulta

disend che:
[Ii A ]zzgi,j,k I
k

andova k =1se (i, ], k)al'é na pérmutassion pari éd (1, 2, 3), k =-1se (i, j, k) aI'é¢ na pérmutassion
dispari éd (1, 2, 3), e k =0 ant jautri cas (con i e j istéss).

| podoma 'dco calcolé le parentesi éd Poisson dla component 1; dél moment angolar con le
coordina generalisa X; , Xo , X3. | l'avroma

ol, ox, 0l 0%
L x]=Y 2 L2 g
I %] Z(ax op;  op; Ox;

ol; ox ol; ox
[ll’X2]=Z(_l—2_—l—2J= X3

OXj Op; 0P OX

ol, ox ol, 0x
[|1,X3]=z vl i

OX; Op; Op; OX;

e son pérche le variabij xi a dipendo nen da le variabij pi e donca ij prim termo a son sempe a zero,
mentre da jé scond termo i I'oma : Ant la prima riga mach ox, /dx; =1, mentre i, /op; =0e donca ij

doi termo a son a zero. Ant la sconda riga mach ox,/dx, =1 mentre &l,/0p, =— X5 € donca 'l prim
termo meno & scond a fa x; . Ant la tersa riga dx3/0x3 =1 mentre dl; /0p; =x, e donca 'l prim termo
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meno 1€ scond a fa — x, . Se i sercoma j'istesse parentesi con |, e le component dij moment p; , P2, Pa,
ant l'istéssa manera i trovoma d'espression dl'istéss tipo.

[Illpl]zo
['11X2]= P3
['11X3]=—p2

Pi an general i podoma di che, dait un vetor qualonque u éd component u (u; , Uy , U3 ), i
lavroma: [I;,u;]=0 ; [l;,u,]=uz ; [l;,u3]=—=u,. I notoma che 0, u; , —u, a son le
component dél vetor :

UAIl—Ul U2 U3 eChe IlerE
1 0 0

Antlora i podoma argrupé le tre relassion e scrive: [(T X Tl) UJ: Al e piangeneral, seaa
I'é un versor qualonque i I'avroma che [(T X é), UJ: una.

Adéss i vardoma 'l comportament dla parentesi éd Poisson dél moment angolar | con né
scalar qualonque, che i butoma u =u® | l'oma :

[Il,Uz]z[ll,(ulz +us +u32)]=[ll,uf]+[ll,u22]+[ll,u32]

_0oF

ma a lié ciair che u? = f(u;) e i I'oma vist fra le proprieta che [F(A), B]_J[A, B], pargj coma
[A, f(B)]:Z—E[A, B]. I notoma donca che wz 2u;, e i podoma arscrive:
Uj

[I1,62]=2u1 [, ug]+2u, [1 Uy ]+ 2u, [Il,u3]

Ant 1é scond member éd costa espression, la prima parentesi 'd Poisson a val 0, la sconda a
val us, elatersaaval —u,.As ved subit donca che I1&é scond member midem a val 0.

I I'oma donca che 'l moment angolar | a I'ha parentesi 'd Poisson che con ij vetor a seguo le
régole ch'i I'oma vist, mentre con jé scalar a son uguaj a zero. La fonsion Hamiltonian-a a I'é né scalar
2

cheaval H =§—+V(r). I 'omache[l,H] =0,edonca | aléna costant dél moviment.
m
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|J SISTEMA CONTINUO

Fin-a si i I'oma parla 'd sistema con un numer fini éd gré 'd liberta. Si i vardoma cos a suced
se ij métod Lagrangian e Hamiltonian a son estendu ai sistema conrinuo, con un numer éd gré 'd liberta
gross a l'anfini. El problema a sta giusta ant €l trové na fonsion Lagrangian-a che a vada.

La formulassion éd Lagrange

Is butoma ant un cas motobin sempi, d'un solid continuo unidimensional, com a peul esse
aprossima da n'elastich. | consideroma son coma cas limit éd na sequensa 'd masse a pont anlia da
mole, com arpresenta an figura 4.

Figura 4 - Modél éd sistema continuo

| suponoma tute le masse con valor m, a distansa a , colega da arsort con costant éd forsa k .
Se i ciamoma n ; 1é spostament dla particola ch'a fa i, I'equassion éd sO moviment a sara (i dovroma la
definission éd forsa elastica):
mij; = k|_(77i +1 71 )— (Ui i 71)J

As trata d'un sistema conservativ, e an sto sistema le forse a peulo esse deriva da un potensial
scalar V che a val:

v :Z%kmﬁi =k(77i+1_’7i)2
|

Pér podéj fé coste posission (che tute le masse a seguo l'istéssa lej), a venta fé 'd suposission 0
an sla periodissita n'un reticol anfini 0 an sle forse a j'estrem d'un reticol fini. Si i suponoma giusta che
un-a dle possibilita a sia la nostra, bastamach che a vala l'ipotesi che tute le masse a seguo I'istéssa lej.

L'energia cinética dél sistema a I'é Ec = ZE mni2 . Antlora la fonsion lagrangian-a a sara:
i

L=Ec-V= Z{ mi — (77.+1 m)z}

Adéss i scrivoma la fonsion lagnrangian-a ant la forma:
2
1 m., Mi+1 — i
=—>»al —nf -ka| ——

A sta mira as peul passé al sistema continuo passand al limit pér a — 0. | podoma ansi fé
corisponde al segment a él diferensial dx e a la somatoria Z( , l'integral j dx Peui i I'oma
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che — adventa na densita linear p , mentre (suponend na session unitaria) k a =E (modul éd Young),
a

e 'ncora i 'oma che M al limit a dventa 3_77
a X

Nostra espression Lagnangian-a as trasforma antlora ant I'espression: L= j L dx andova

2
L =% pn? —E (Z—UJ .Costa a I'é 'dco ciama densita Lagrangian-a.
X

L'indes i ant I'espression discréta as trasforma ant la variabil éd posission x, mentre i I'oma gia

Tica 7 _n(x+a)-n(x) al limit a dventa d—n
a a dx

propi coma ant la definission éd deriva, e i podoma 'dco vardé I'espression dj'equassion dél moviment. |

l'avio an partensa m#; =k [(ni w11 )— (ni -1 ,1)J. I moltiplicoma e dividoma |& scond member pér

Mivr =M i —Mia
a

vist che a a corispond adéss a dx. | I'oma vist che

a. lotmima: m7; =ka

J e peui i dividoma tuti doi ij member pér a:

Miv1— N _77i —Ni-1
a a
a

mﬁi =ka
a

Niv1 — M _77i —Ni-1

L'espression a a a echival, con le considerassion &d prima a scrive:
a
nx+a)-n(x) n(x -n(x-a)
a a ma con a = dx che a tend a zero, costa a I'é nen d'autr che la
a
d2n
definission dla deriva sconda — -
dx

I podoma scrive antlora la Lagrangian-a e l'equassion dél moviment, che a dvento:

2 2
1 dn dn
L== —| -E|—| d
ij(dtJ (dx} X

d2n d2n
— —E—2=0
pdt2 d x?

L'equassion dél moviment a I'é cola dla propagassion dj'onde che i I'oma désgia vist. A-i saria
da fé na discussion an slI' usagi dle deriva totaj anvece che le deriva parsiaj, che si i foma nen.

Se i suponoma che 'l prinsipi éd Hamilton a sia aplicabil an nostr cas, antlora i podoma
scrivlo coma : 5J Ldt=0 e donca coma:

5 j j Ldxdt=0
A I'é ciair che a-i é gnente che a disa che as peul apliché 'l prinsipi éd Hamilton ant la manera
che i I'oma scrivulo, e I'tinica a I'é verifiché che la cosa a vada bin, confrontand la con n'autra manera

dé scrive 'l prinsipi midem. La forma ch'i I'oma scrivu a sugeriss che le variabij x e t a sio da traté a
I'istessa manera.
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La variassion dl'integral as oten donca an manera éd ten-e fiss ij pont inissial e final dél
camin d'integrassion (ny , X1, t1), (2, X2, t ), e fasend varié 'l valor n dj'autri pont, sempe anvece
tnisend fissx e t.

La condission necessaria e suficenta pérché costa variassion a daga un valor stassionari a
I'integral, a I'é staita vista a s0 temp. An nostr cas costa a dventa:

——————|=0
on dton dxdl
dx
d? d?
I I'oma vist che l'equassion dél moviment pd—g—Ed—Zzo che i l'oma vist, a I'é
t X

I'equassion éd la propagassion d'onde ant un mojen elastich unidimensional. La suposission che 'l
prinsipi éd Hamilton a sia aplicabil ai sistema continuo, an sto cas, a I'é consistenta. An tuti ij cas
andova as peul fé sta verifica a-i € sempe l'istéss arzulta, e as peul conclude che la mecanica dij sistema
continuo a peul esse arzumua con I'espression matematica:

5j|_dt=5j”j|_dtdxldx2dx3=5 HLdth:O

e son, natural, a supon la possibilita éd trové la fonsion éd densita:

Lot|yo dn
TR TR

I suponoma donca la possibilita ‘d consideré le tre coordina spassiaj (cartesian-€) e n variabij
che si i I'oma indica con n®”. Ste variabij a son ciama "variabij éd camp" e a peulo arpresenté nen mach
dé spostament com i I'oma vist prima.

La condission pér podej dovré I'espression matematica vista si dzora a I'¢ che a-i sio n
equassion dél tipo:

oL _i oL d oL
o™ dt gy Sdx; dp®
dxj
oL d oL

L'espression — o B

dx;
espression a ven ciama "deriva funsional éd L ".

I . oL
as escriv sovens giusta coma p; 25—8 costa

. _dp®") : ) e
I podoma 'ncora dovré la notassion dn—zn,(jr) , giusta pér semplifiché la grafia
X
j
dj'espression.

Sensa andé pi ant I'ancreus, da coste considerassion i arcavoma che ant ij sistema continuo le
variabij éd camp a pijo 'l post dle coordina spassiaj. Ste coordina spassiaj, peui, a continuo a essie coma
parameter indipendent, ansema al temp t . A proposit dle variabij éd camp e ij camp midem, a ventra
traté la costion an manera separa (magara peui).
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Formulassion éd Hamilton

La procedura a I'é l'istéssa 'd cola che as fa ant €l cas discrét, e dovrand le fonsion éd densita
ela deriva fonsional al post dle deriva parsiaj ordinarie, as treuvo d'arzulta che a I'han I'istéssa forma 'd
coj ch'i I'oma trova prima. Se hi a I'é na coordina, ant él cas discret €l moment coniuga a sta variabil a

sara dait da p; =i.

i

An passand an manera diréta al cas continuo i I'avrio che L= Za L - jL dx edonca i
i

I'oma che:
oL oL, oL
—=a -

= v ——dx
ony  on; on;

ma son a porta a avej un moment che a I'é n‘anfinitésim. A conven donca defini na "densita 'd moment

" second l'espression: n:i— An general, a n variabij éd camp 1 ® a corispondo n “variabij
n

C s L
coniuga " daite da (" _or
ﬁﬁ(r)

Continuand a ségoe sto formalism, i podoma defini na "densitda Hamiltonian-a H " travers
I'espression:

H zzﬂ(r)ﬁ(r) L
.

e I'Hamiltonian-a integral H a sara antlora daita da H =jH dV . I notoma che:

H =H ["(r) ,—dn(r) 7 x; ,J
dxj

Equassion hamiltonian-e canoniche

I pijoma an considerassion &l diferensial total dla fonsion H . Prima i diferensioma cost'ultima
espression e peui I'espression éd soa definission.

dH =" oH dn® +zﬂdn,(jr) PRI +zﬂdxj LIy
~\on® = on,{" or(") T O, ot

e da la definission midema éd H :
dH =3 (0 dr® + 20 ¢ )-dL -

r

=Z(ﬁ(”dn(”+a,—'(‘r)dﬁ(”}z a'(‘r)dn(%za—"(r)dn,({u%dﬁ(” +
r on r\on 7 on.j on

—za—dej - 6_Ldt:
— 0X; ot

_N 50 g0 0L g5 0L | 0Ly, 0L,
Zr:{n T Zj:an,(j” G IR
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Dal moment che coste doe espression a son l'istéssa cosa, ij coeficent a venta che a sio
jlistéss, e donca i egualioma ij coeficent.

oH __ oL . oH oL . H g
an® o@D a0 gy®

oH oL oH oL

o ox  ox

. . L . .
| I'oma vist prima che 7" = 9L o donca i avroma che o _d] okt  esei
ﬁﬁ(r) dt aﬁ(r)

consideroma I'espression dla deriva funsonal éd L i podoma scrive:
. d| oL oL d oL
”(”Ea[ -(r)Jz R 0"
on on 7 4Xj on,;
oH d oH oH
- (r)+zd ORrNG)
on 7 0Xj on.; on

ﬁ(r)— oL oH _Z d oH _ oH
e peui édco: or® 877(r) jde an’(jr) Srtr

éd H a-i son nen le teriva éd = . A la fin i I'oma le relassion corispondente a j'equassion canoniche 'd
prima:

) € son pérché ant I'espression

SH . . OH

=n'" = (" e avalo 'dco le relassion:
572.(” 577(r)

oH oL aH oL

6xj axj

ot ot

E pér adéss is féermoma ambelessi.
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