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Part 7: Le vibrassion

Motobin amportant an natura a son ij moviment vibratori e soe composission, che a ven-o analisa.
As védd édco I’arsonansa ant le ossilassion forsa, e quaicos dla propagassion d’energia mecanica
travers le onde ant ij corp.
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MOVIMENT PERIODICH

Un moviment a I’é ciama periodich cand, a intervaj éd temp T costant, I’oget an moviment a
arpija na daita posission e ant ogni interval a arpét sempe él moviment a I’istessa manera. A cost
proposit, i I’'oma désgia vist, an Cinematica, &1 moviment armonich, che a I’é &l pi sempi éd costi
moviment. | I’oma édco studia &l moviment d’un pendol , che a I’é ancora un moviment armonich,
almanch con aprossimassion motobin bon-a.

Ant 1€ spirit dé ste note, i voroma nen di tut 1on che a-i saria da di a proposit dé sti moviment,
che a peulo esse ant un-a, doe 0 tre dimension, ma is limitoma ai cas pi comun (che a son édco coj ch'a
peulo vni pi a taj an pratica).

Moviment armonich

Com i I’'oma dit, i I’'oma gia vist sto moviment an Cinematica, coma proiession su un
diameter d’un moviment sircolar costant. A I’é &l moviment su na diression, d’un pont che a vibra
antorna a na posission d’echilibri, Lé spassi an fonsion dél temp a arsulta na sinusoid e a peul esse scrit
coma:

X=A-sen(w-t+3) andova:

A al'éél massim spostament da la posission d'echilibri

w=2-m-f alélavelocita angolar dél moviment sircolar supost coma origin dla vibras sion
e f al'éantlora &l numer éd gir al second (0 osilassion al second) e a - i diso Frequensa

3 al'é na costant che a dipend dal pont éd partensa dél moviment, amportanta pér paragoné

doi moviment fra 'd lor. Angol dél ragg dél moviment sircolar al temp pija coma zero

An Cinematica i I’oma vist quale che a son velocita e acelerassion. Suponoma che a vibré a
sia ma massa m. Sto moviment a riva da I’integrassion éd I’equassion:
o k
m-x=—k-x butand w?=—
m

Donca él moviment as produv cand an sla massa a agiss na forsa elastica éd cole che i I’oma
vist, che a I’é proporsional a I& spostament da la posission d’echilibri e a tira a arporté la massa an
costa posission. An coste condission la massa a vibreria an manera andefinia antorna a soa posission
d’echilibri.

Ossilassion smorta

An pratica, tute le ossilassion libere coma cole déscrite, a ancontro resistense passive che a
fan perde energia pi 0 manch ampressa. Com a peul sucede, suponoma che la forsa éd resistensa a
dipenda da la velocita dla massa. Antlora I’equassion éd partensa a dventa:

.. ) , k
m-X=—k-x—r-x easpeul buté wl=" & 2.5=—
m m

Oltra che la forsa d’arciam vers la posission d’echilibri, an sla massa adess a agiss édco la
forsa éd resistensa. L’equassion a dventa:
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X428 X+w?-x=0

El risulta dlI’integrassion dé st'equassion diferensial a dipend dal valor dle costant
K,r,®?,8 , che a son sempe positive, (& a ven ciama coeficent dé smortament) e a-i son ij tre cas:

Per 5<w x=e ' A-cos(a-t+9) andova a=w?-52
Pér 6 =w x=e_5't-(A+B-t)
Pér 6 > w x=e‘5't-(A-eﬁ't+B-e"ﬁ't) andova f = 5% -2

Introma nen ant la tecnica éd solussion dl’equassion, ma i arportoma an figura 1 ij tipo éd
grafich che as oten-o ant ij tre cas.
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Figura 1 — Ossilassion smorta

Mach ant él prim cas a-i é ancora n’ossilassion, ma as peul nen disse che a sia periodica. A-i
e un interval éd temp T costant pér él passagi dal pont d’echilibri ant la stessa diression, ma a sto pont
la velocita a diminuiss vira pér vira. L’interval T a I’¢é pi long éd col che a saria stabili mach da massa e
coeficent elastich. EI massim dl’ossilssion a diminuiss an manera esponensial con &l temp.

As védd che I’'ampiéssa a cala coma e—5t e él temp fra un passagi e I’autr da la posission
d’echilibri a I’é:

T:L anvece che T:Z'—”
w? - 52 @

Sto temp a ven ancora ciama “period” e a I’é pi longh éd col che i I’avrio sensa smortament.
Cand 6 = w as védd che T a perd so significa e donca ‘I moviment a I’é pi nen periodich.
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Composission e scomposission dle ossilassion

An Cinematica i I’oma gia vist quaicos dla composission éd doi moviment armonich
particolar, si i vardoma la cosa da na mira pi general.

Scomposission d’'un moviment periodich qualonque

As peul démostré che qualonque moviment periodich a I’é I’adission éd moviment armonich
a frequensa diferenta. Pi percis, ogni moviment periodich, con period T, a peul esse déscrit coma
I’adission d’un moviment arrnonich che a I’abia I’istess period T, pi n’anfinita éd moviment arnonich,
ognidun con un period che a I’é sota-multipl anter éd T. Le ampiésse “d costi moviment, e soe fasi, che
a peulo édco esse zero, a determino la forma dI’ossilassion adission. Son a veul di che qualonque
moviment periodich a peul esse scrit coma:

x(t)= iAn 0s(n-w-t+9y)
n=0

Costa a ven ciama la “série éd Fourier” che a svilupa la fonsion x(t). A parte da la fonsion
X(t) as peulo trové le costante A, e §,. Stoma nen si a védde sto svilup an serie, bele che a sia
n’éstrument motobin amportant ant I’éstudi éd tuti ij sistema periodich, dal moment che i I'oma gia
parlane a proposit éd nostre note 'd matematica.

An pratica, pér le ossilassion che a n’anteresso, &l numer dij termo d’adission a I’¢é cit, e tuti
j’autri a I’lha ampiéssa zero. La figura 2 a mostra n’esempi.
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Figura 2 — Scomposission d’un moviment periodich
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Le ossilassion con frequensa multipla antrega éd na daita ossilassion as és-ciamo soe
armoniche. As nota che n’onda quadra a I’é faita da I’onda fondamental e soe armoniche pari
(2w, 4o, 60, etc.), mentre n’onda tiangolar a I’é faita da I’onda fondamental e soe armoniche dispari
(B, 5, 7o, etc.). A I'é natural che I’ampiéssa dle armoniche a I’¢é essensial.

Composission.

I ’'oma vist n’esempi, an Cinematica d’adission éd doi moviment armonic con I’istessa
ampiéssa, con istessa diression e frequense poch diverse (batiment), peui i I’oma vist quaich particolar
cas d’adission éd doi moviment normaj fra éd lor. Si is limitoma a doi moviment armonich an sl’istessa
diression. Pér ciairéssa arpetroma édco quaicos ch'i I'oma gia dit. An general ij doi moviment a saran:

X = A -cos(w-t+9y) 5 Xo=Ay-cos(wy-t+9y)
Adéss i véddoma vaire cas d’anteresse éd composission dé sti moviment.

Doi moviment con I'istessa frequensa

Ant I’ipotesi che w; = w, I’adission dij doi moviment, arcordand le formule trigonometriche
d’adission e sotrassion, che si i stoma nen a arporté, a arsulta ancora un moviment con I’istessa
frequensa, dont ampéssa massima A e fase 0 a son daite da:

A=yAZ+ A3 +2- A Ay-cos(9y — &)
A -sinGg + Ay -sind,
A -cosP + Ay -cos Py

tan 9 =

Se ij doi moviment a son an fase (% =9, ) le doe ampiésse as adission-o, se ij doi moviment

a son an oposission (% =7 + Io) le doe ampiésse as sotrao. Ant j’autri cas I’ampiéssa a pija un valor
antrames.

Doi moviment con period diferent ma con-misurabij

An cost cas ij doi period a son taj che m-T; =n-T, andova m e n a son doi numer antregh.
Se as pijo ij doi numer pi cit che a sodisfo la condission, i ’'oma: m-T; =n-T, =T . El moviment
che a arzulta a I’é nen armonich, ma a I’¢é periodich, e a I’ha period ugual a T.

Se adess i consideroma un moviment con period Tp e tuti ij moviment con period
To To To Ty e . . )
7,?,7,...7,...&0. e j’adissionoma, otnoma un moviment periodich, e is trovoma ant él cas

opost dla scomposission d’un moviment periodich qualonque.

Doi moviment con period nen con-misurabij

An efét, se le condission viste prima a son nen sodisfaite, la composission a da nen un
moviment periodich. An 0gni meud, a-i son almanch doi cas anteressant da analisé édco cand ij doi
period a son qualonque. |j véddoma si sota..

Doi moviment con frequensa poch diferenta

Sta composission a I’¢é gia staita vista an Cinematica. Li i I’oma fait na tratassion analitica dél
fenomeno, mentre si i doma na giustificassion logica. Suponoma doe frequense quasi uguale, pr’esempi
100 Hz e 101 Hz e suponoma che ij dij moviment a parto an fase. La composission a I’avra n’ampiéssa
che a I’é I’adission dle doe ampiésse e donca a I’é la massima.
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El prim moviment a I’ha un period T; =f—= 0,01[sec], mentre I’éscond moviment a I’avra
1

un period T, =fi=0,099099 ..... [sec]. Se i pijoma To com arferiment, i podoma di che I’éscond
2

moviment a I’ha period T e él prim T + AT . Parej, dop un period T da I’inissi, mentre I’éscond
moviment a I’ha “fait” n’angol éd 2z, &l prim a I’é sfasasse, pérché so angol a I’é 2z - T/(T + AT) con
na diferensa éd :

AT

7z'.—
T + AT

A ogni period I’angol d’ésfasament a chérs dé sta quantitd. A na daita mira 0 a dventa
motobin davsin a 7. Son a capita dop n period, con n tal che:

AT T+ AT
r=27N——v ;| N=——
T+ AT 2-AT

A sta mira ij doi moviment a son an oposission e donca I’ampiéssa dla composission a I’¢é
minima- DOp autri n period T ij doi moviment a torno an fase e la composission a I’ha torna un
massim. Donca la variassion dl’ampiéssa a I’é periodica con un period I" che a val:

T + AT
AT

r=T.

La frequensa dla variassion dl'ampiéssa a I’é antlora:
1 AT

T T2.T.AT

Doi moviment con frequensa motobin diferenta

Se ij doi moviment a son adissiona, as oten mach na ossilassion (cola a frequensa auta) che a cambia
valor sentral con I’andament che a I’ha ampiéssa e frequensa istesse a I’ossilassion a frequensa bassa..
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Figura 3 — Adission &d doe ossilassion a frequensa motobin
diferenta

Se anvece as fa an manera che I’ampiéssa dl’ossilassion a frequensa auta f a I’abia
n’andament che a varia periodicament con la frequensa bassa @, as oten lon che as ciama la
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modulassion d’ossilassion a frequensa pi dauta con cola a ferquensa pi bassa. An particolar sta
modulassion a ven ciama “Modulassion d’ampiéssa . Son as esprim, da na mira matematica, con:

Xx=[A+B-cw0s(2-7-@-t)]-c0s(2-7-f 1)

Andova A al’é I’ampiéssa media dla frequensa auta, e B a I’é ’lampiéssa dla variassion d’A.
Se A e B a son istess, I’ampiéssa d’x ava da 0 a 2- A e la modulassion as dis al 100%. La figura 4 a
mostra sto cas. | I’oma dit che le doe frequense a deuvo esse tant diferente, an realita son a I’é nen
rigoros, ma al’e I’ipotesi che i foma.
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Figura 4 — Modulassion d’ampiéssa
Arcordoma, da la prima part d’éste note (antrodussion matematica), che:
cosa - cos 8 :%[cos(a + )+ cos (o - B)]
e donch nostra espression a dventa:

x=A-cos(w-t)+§-cos[w-t+Q-t]+§-cos[w-t—§2-t]

Son a veul di che I’onda modula da na sinusoid a I’é echivalenta a I’adission éd tre onde, dont
la prima a I’é I’onda midema, mentre le autre doe a son le “onde lateraj”, ognidun-a con n‘ampiéssa
meta dlI’ampiéssa dI’onda che a modula, I’'un-a con na frequensa sposta an bass, rispét a I’onda modula,
dla frequensa dI’onda che a modula e I’autra con na frequensa sposta an aut dla stessa quantita.
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DINAMICA DLE VIBRASSION

L’origin dle vibrassion a I’é la forsa elastica. Se na massa m a I’ha na posission d’echilibri
stabil ant un camp éd forse elastiche, vis-a-di forse proporsionaj a & spostament da la posission
d’echilibri., e a ven lassa libera, &1 moviment che as produv a I’é na vibrassion. Se a-i son nen
resistense, I’equassion dél moviment a sara, second le lej éd Newton:

m-X=k-x

La solussion dé st’equassion diferensial, second 1on che i I’oma vist, a I’é:
X=A-ws(wt+9)

andova A e 0 a son costant d’integrassion, che a dipendo dai valor inissiaj éd posission e velocita,
mentre a)=2-7z:-% con T che a val T=2-7r-\/%.

Na cosa simil a val pér moviment éd rotassion (elasticita éd torsion). L’acelerassion linear X
a ven sostituia da cola angolar & e la massa m dal moment d’inersia J.

I I’oma vist che un pendol che a fasa cite ossilassion as comporta a I’istessa manera. Le cite
ossilassion a pérmétto I’aprossimassion éd consideré la forsa d’arciam coma forsa elastica.

As védd che tant pi la massa a I’é grossa e/0 la reassion elastica a I’¢é cita, tan pi él period a
I’é longh, coma i savoma da I’esperiensa.

Se i vardoma la cosa da la mira dla conservassion dl’energia, i podoma di che a & spostament
massim, andova la velocita a I’é zero, tuta I’energia a I’é potensial (elastica) e la velocita a dventa zero,
mentre cand la massa a passa da la posission d’echilibri I’energia potensial a I’é zero e la velocita a I’é
massima (massim dl’energia cinética).

L’energia potensial socia al camp éd forse elastiche (che a dipendo mach da I’éspostament e

nen da la massa), coma i I’oma vist ant la part ch’a fa sinch, a I’é daita da: E, =E- k - x2, mentre

I’energia cinética a sara sempe E. =5 m- x2 e donca i I’avroma:

l-k-x2 +£-m-x2 = cost
2 2

Se la fonsion x a Ié dla forma x = A-cos(w -t + &), sostitoend as oten:

%-k-AZ-COSZ(a)-t +9)+%-m-A2-a)2-sin2(a)-t +9) = cost

Costa equassion a I’é sodisfaita se k = m-w? edoncase T=2-7-,/— coma i Iavio gia

Vist.

L’istess rasonament a peul esse fait pér ma massa che a vira antorna a n’ass, com i I’oma gia
dit. A basta ten-e cont che la massa a ven sostituia dal moment d’inersia rispét a col ass e la costant
elastica a peul esse, pr'esempi, cola éd torsion.
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Ossilassion forsa

Suponoma adess un sistema elastich real che daspérchiél a saria un sistema ossilant smorta,
coma col che i I’oma gia vist prima. A sto sistema aplicoma na forsa, pér adéss generica, f(t). An costa
manera I’equassion che a déscriv él moviment dél sistema a dventa:

m-X+r-Xx+k-x=f(t)
che a peul esse scrivua, con le posission viste fin-a si, coma:
X+2:5-X+0° x=1f()
La solussion éd costa equassion diferensial, che a I’é nen omogenia, a I’é dél tipo X = xg + X1

andova Xg a I’é I’integral general dI’equassion omogenia (cola che as oten butand f(t) = 0), e x1 al’é

n’integral particolar qualonque dI’equassion completa (vardé le note 'd matematica). El termo xg a
arpresenta I’ossilassion libera smorta dél sistema. | I’oma gia vistla e notoma che sto termo, dop un
period inissial, a va a zero e a anfluiss pi nen.

Pér él termo x1 i notoma che a I’é d’anteresse cand la forsa f(t) aplica a I’é armonica, vis-a-di

dél tipo f(t)=F -cos(Q-t). Se i butoma @ =%, I’equassion a dventa:
X+2-8-X+k-Xx=a-005(2-1)
La solussion general éd costa equassion a I’é dél tipo:
X=Xg+X=Ag-e O -cos(a-t+5)+A-cos(Q-t—9)
i notoma an ciairche x; = A-cs (-t — 9)

Se i consideroma I’equassion a regim, vis-a-di dop un temp a basta long da podej consideré él
prim termo dlé scond member bastansa davzin a zero da pi nen anflui, a basta stabili &l valor d’A e éd
0 pér arzolve nostr problema.

Pér trové sti valor i consideroma che X1 a venta che a sia solussion dI’equassion x = xg + X1
e, dal moment che:

XlZ_Q.A.Sin(Q.t_S) e Xlz—QZ-AoCOS(Qi—S)

i podoma scrive che:
~Q%A-cos(Q t-9)-2-5-Q-A-sin(Q-t-9) + 0% - A-cos(Q-t - 9)=d-cos(Q-t)
e cheuijend a fator comun:
(a)z—QZ)-A-COS(Q-t—S)—Z-S-Q-A-Sin(Q-t—S):CD-COS(Q-t)

Costa espression a venta che a sia sodisfaita pér ogni valor éd t, e an particolar:
pér Q-t—9=0 adventa:

(a)z —_Qz)-A:cD-cosS

pér Q.t—9=% a dventa:
-2-0-Q-A=—-@-sing

Da coste espression as arcava, sensa fé tuti ij passagi:
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2
A2= 4 : tangz%
o -0

(m2—02)2+4-52-!22

A sta mira arcordoma che 6 =— andova r a I’é &l coeficent dél termo éd resistensa passiva.
m

Arcordoma édco che wa I’¢é la pulsassion natural dél sistema e €2 a I’é la pulsassion dla forsa esterna.

Arsonansa

As védd da I’espression dlI’ampiéssa dl’ossilassion a regim, che se (2 a dventa istess a o, &l
denominator a I’ha un valor minim, e donca I’ampiéssa a 1’6 massima. A stabili st’ampiéssa pero, a
concor édco él fator d’ésmortament 6.

Vardoma da na mira analitica cos a suced. Pijand I’espression dlI’ampiéssa, i podoma prima
. . W 4
divide numerator e donominator pér . As oten:

@?
4
A% = 4 2 2w 4 2 2
o 2-0°-Q +£+4~5 -Q
604 604 604 604

2
Se adess i butoma ¢ =Q— e v =é as oten:

w2 2
@7 @7
A2 — (04 — (04
1—2'q+q4+4'l//2‘q2 ﬁ_q2)2+4.u/2.q2

Tnima cont che nostra variabil a I’é €, e pér trové él massim d’A i sercoma él minim dél
denominator. Derivand rispét a g e ugualiand a zero as oten un minim pér:

q=1-2-y?

Son a dis che nen sempe un massim a-i é. An efet, pérche a-i sia un massim ant él camp real,

a venta che I’espression sota radis a sia nen negativa. A venta donca che a sia z//z <0,5. Son a veul di
che le resistense passive a venta nen che a sio trop grosse.

Se z//z >0,5, "ampiéssa a diminuiss an manera costanta con él chérse dla frequensa dla forsa

esterna (dait sperimental) mentre se z//z =0,5 antlora I’ampiéssa as manten motobin costanta fin-a a
0 = w, e peui a comensa a calé.

Pi cit a I’é 1€ smortament, pi auta a I’é I’ampiéssa massima. An teoria, se a-i fussa nen d’autut
dé smortament, pér qualonque intensita éd forsa, I’ampiéssa massima a tireria a andé a I’anfini.

La condission dI’ampiéssa massima a ven dita arsonansa.

Se i vardoma cos a fa la fase dI’ossilassion rispét a cola dla forsa esterna, i véddoma che, an
condission d’arsonansa le doe ossilassion a son sempe an quadratura, vis-a-di che a I’han na diferensa
éd fase ugual a n/2. Pér frequense forsa pi basse éd cola d’arsonansa la fase a tira vers zero, pér
frequense pi aute a tira a vni ugual a 7. Pi la resistensa a I’é cita, pi la fase a varia ampressa ant I’antorn
dl’arsonansa, coma as peul védde an figura 5, andova a ven mostra, an fonsion dla frequensa
“d’ecitassion”, ampiéssa e fase con y pija coma parameter. La figura a I’é mach andicativa.
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arsonansa arsonansa

A A

A 0
<— resistense cite | ——————>

/2

==

Figura 5 — Ampiéssa e fase antorna a I’arsonansa

Ossilator cobia

Acenoma mach ampressa e qualitativament a costa question. Is arferoma a figura 6.

acopiament
elastich

ossilator 1 ossilator 2

O O

Figura 6 — Ossilator cobia

As considero doi ossilator istess, e donca con I’istessa frequensa d’arsonansa, che an nostr cas
a son doi pendoj. Ij doi a son acopia da un fil elastich. Suponoma che an echilibri la tension dél fil a sia
cita e che a ten-a quasi vertiaj ij pendoj. Se un pendol, foma col dé snistra, as bogia, disoma a snistra, la
tension an sél fil elastich a chérs e a fa varié la forsa aplica dal fil al pendol éd drita. Dal moment che él
pendol dé snistra a fa un moviment armonic, él pendol éd drita a arsev na forsa d’ecitassion armonica,
che an sto cas a I’é an arsonansa, e a comensa a bautié con ampiéssa che a chérs. N’éstudi rigoros a I’é
complica dal fait che as peul nen trascuré él transitori inissial.

A I’é ciair che se él sistema, dop &l prim andi, a I’é isola, I’energia total a venta che a resta
costanta. Parej, se él pendol a drita as buta an moviment e a ossila con ampiéssa che a chérs, a aumenta
soa energia, che a venta che a sia gava al pendol dé snistra.

An efét &l pendol dé snistra a riduv man man soa ampiéssa, ma a manten na fase che a-j
pérmétt éd cede soa energia a I’autr, fin-a a férmesse, mentre I’autr a riva a la massima ampiéssa. A sta
mira &l process as anvert.

Pi I’acopiament a I’é stréit e pi lést a I’é &l process éd trasferiment dl’energia (a-i van meno
period). N’acopiament streit a I’é dait da n’elastich pi robust, pi dur. Se a-i fusso nen resistense él
process a continueria a I’anfini. An pratica, un poch a la vira, I’ampiéssa massima as arduv fin-a a zero.

A I’é facil, da na mira intuitiva, rend-se cont éd col che a I’é ‘I mecanism dél trasferiment
dI’energia. Suponoma che ‘I prim ossilator a sia slansa vers snistra mentre 1€ scond a I’é férm. Cand &l
prim a riva al massim dI’elongassion (Ié scond a I’é ancora praticament férm), I’elastich a I’é a la
tension pi auta e donca a aplica la forsa pi auta a I’éscond ossilator. Mentre ‘I prim pendol as férma pér
torné andarera, I’autr a I’ha la pi auta acelerssion (0 quasi, vist che a I’é désgia bogiasse). Mentre la
tension dI’elastich a fren-a ‘I prim, a acelera 1€ scond.
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PROPAGASSION PER ONDE

| parloma d’onde mecaniche che as propago ant na sostansa elastica. Suponoma che la
sostansa a sia solida, mentre véddroma autri tipo d’onde ant autri travaj, che forse i faroma.

Propagassion éd n’impuls longitudinal

| suponoma d’aveéj na sbara elastica coma cola éd figura , omogénia (densita costanta p) e con
session costanta S.

L «— ’

Impuls F-At

—|

Zona anteressa da la Impuls F-At

deformassion dop él 7777774

temp At g

Figura 7 — Propagassion longitudinal éd n’impuls

Se i procuroma n’urt longitudinal a na ponta dla sbara, aplicand na forsa F (valor medi) pér
un temp At (motobin cit),sota I’assion dla forsa na cita porsion dla sbara a ven comprimua. La pression
provoca an sla surfassa da I’urt, a viagia ant la sbara a na daita velocita, e, ant él temp At andova a agiss
la forsa, a riva a anteressé na part Al dla sbara. Ciamoma c la velocita éd propagassion, pér adéss nen
conossua. | voroma mach fé noté che si i stoma ipotisand un comportament bin diferent da col éd na
shara an teoria reida.

Donca i I’oma n’impuls i=F - At che ant él temp At a anteressa la longhéssa Al =c - At. Sta
part dla shara a I’ha na massa Am=c-At-S-p

Sto trait dé sbara, sota I’assion dla forsa F a patiss na deformassion (as éscursa) éd Ax.
Second lon che i I’oma vist a proposit éd deformassion elastiche, Ax a val

AX :é-AI g andova E =modul d'elastissit a

Dop él temp At la porsion comprimua a aplica I’istess impuls a la part dla shara che a ven
dop. Sta part a patiss I’istess process. Donca I’impuls as propaga ant la shara con na velocita c.

Da na mira dinamica a suced che la massa Am=c-At-S-p as ésposta éd Ax sota I’assion

dla forsa F, con na velocita daita da E e donca la variassion éd quantita éd moviment a venta che a
sia ugual a I’impuls arsevu, vis-a-di:
AX

Am-—=F - At
At

. . 1 - . ) Al
e i consideroma édco che la velocita éd propagassiona I’é ¢ =

Se i foma tute le sostitussion i rivoma a la fin a scrive:
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AX  AX At E
c-At-S-p-—=—-E-S-At ; C-p=—- D C-p=—
P T Al PoAl -

e donca c:\/E
P

La velocita éd propagassion a dipend paréj mach da le carateristiche dél material, an
particolar da soa densita e sO modul d’elasticita.

Propagassion trasversal longh na corda

I suponoma adéss che nostr sistema elastich a sia na corda téisa orisontal. | stabilima antlora
un sistema d’ass cartesian, con I’ass x ant la diression dla corda e I’ass y ant la diression (normal) dla
deformassion. | doma peui na cita deformassion a la corda, magara con un curt colp trasversal. Is
arferima a figura 8.

A

y

y =1 v =1()

Figura 8 — Propagassion éd na pérturbassion trasversal

As védd da na mira sperimental che na pérturbassion prodota ant I’origin as propaga an sla
corda con na velocita che i ciamoma ancora c. Son a veul di che dop un temp t, la pérturbassion a I’é
spostasse d’un trait c-t. Se, ant él sistema d’ass che i I’oma suponu, i podoma déscrive la

pérturbassion al temp t=0 coma na fonsion y = f(x). Al temp t =t; tuti ij pont a saran spostasse an
manera orisontal dla quantita c-ty Se antlora i foma na conversion d’ass cartesian e i butoma che
w=y e {=x—-cC-ty, la pérturbassion a resta, an ogni temp y = f(aj), mentre I’equassion dla
propagassion dla pérturbassion as peul scrive:

y=f(x-c-t)

Imaginoma adess éd butesse a meta ‘d na corda téisa e d’arferi nostr sistema éd coordina a sto
pont. La situassion a I’é cola arpresenta an figura 9.

/\

Figura 9 — Longhéssa d’onda
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Se al temp t=0 i pijoma él pont O e i-j provocoma n’éspostament ant la diression dl’ass Y,
sta pérturbassion as propaghera ant ij doi vers dl’ass X, con velocita, ant I'érdin, C e —C.

Se al pont i foma déscrive né spostament sinusoidal che a I’abia un period T, a la fin dé sto
temp T la situassion dla corda a I’é cola dla figura 9 : él prinsipi dla pérturbassion a I’é spostasse éd
A=c-T.

Pargj la pérturbassion genera ant él temp as trasforma an doe pérturbassion ant I’éspassi, che
a viagio, ant I'érdin, a velocita c e —C.

An efét I’equassion dla propagassiony = f(x—c-t) a peul esse trasforma an n’equassion
echivalenta . y = (p(t ——J che a I’é sempe n’equassion éd la propagassion.
c

Se &l moviment y ant I’origin a I’é sinusoidal i I’avroma che

y=A-cos{a)-[t—£j+9}=A-cos{2'—ﬂ-(t—£j+9}=A-cos{2-n-[v-t—Ljﬁts}
¢ T ¢ ¢c-T

Adess i ciamoma la costant A =c-T coma longhéssa d’onda, che a I’¢é la distansa che la
pérturbassion a fa ant un period T. | podoma scrive

y=A~COS(a)~t—ZTﬂ~X +9j

La grandéssa o = a ven ciama numer d’onda e a I’é él numer &d period che a-i stan ant

I’unita éd longhéssa dla corda.

Dinamica dl’'onda trasversal
Is arferima adéss a figura 10, con la solita corda, sede éd na pérturbassion.

y
T1 !
b X
X' 'x+dx

Figura 10 — Dinamica dl’onda trasversal

Coma sempe i consideroma na corda téisa fra doi pont, omogeénia e éd session costanta, con
na densita linear p. | consideroma na deformassion vers la meta dla corda e un trait infinitésim AB, ant
I'ordin, d’assisse x e x + dx. A le doe ponte dé sto trait a son aplica le doe tension 7, e 7, coma
disegna an figura. | suponoma che le doe tension a sio istesse an modul e tangent a la curva. |
suponoma peui che I’anclinassion o dél trait a sia cita, an manera che cos « =1, sin ¢ =tg «. Son a

. 0
veul di che ant él pont x i I’'oma Sln(a)=tan(a)=a—)z e ant él pont x + dx i I'oma

2
0 0 - X )
9y + gy dx con tute le deriva calcola ant él pont x.

sin(a)=tan(a ) =
(@)=tanfa)=" 1+

Antlora i podoma supon-e che le component dle tension second j’ass a sio:
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Anx: Ty =-7-08(a)=-7 ; T1,=7-—

2
Anx +dx: 7oy =7-008(a)=7 ; T1,=T- 9Y 07V 4
0X aXZ

L'arzultant dle doe tension a I’ha donca component longh I’ass x ugual a zero, mentre la
component longh I’ass y al’é:

azy

-dx
ox?

T .

e costa a I’é la forsa che a agiss an sél trait AB infinitésim dla corda. La massa dé sto traita I’é p - dx.

Donca i podoma scrive la relassion dla dinamica che a dis che la forsa a I’é ugual a la massa pér
I’acelerassion. Vis-a-di:

2 2
p'dX'a—zyZT'a—Z'dX
ot 0 X
edonch
°y _»p.
ox> T
: p_1 :
Se adess i butoma che ? =51 trovomal’equassion.
c
0%y 1
_Z__Z.y:o
0X ¢

che a I’¢é I’equassion diferensial dle corde che a vibro, dita édco equassion éd d’Alembert. La costant ¢
as arconoss esse la velocita éd propagassion. L’integral general a I’é, an efét,

y=fi(x —c-t)+ fo(x +c-t) andova c:JZ
P

Le doe fonsion f; e f, a son fonsion qualonque, derivabij almanch doi vire, che a son stabilie
da le condission dél problema.

El cas che i I’oma vist as arferiss a la vibrassion ant &l pian xy. Se as supon che costa a sia
I’unica vibrassion dla corda, as dis che la vibrassion a I’ha sto pian coma pian éd polarisassion.

Trasferiment d’energia pér onde

Arpijoma un moment lon che i I’oma dit a proposit dla dinamica dle ossilassion. An
particolar, él prinsipi dla conservassion dI’energia a dis che un pont material éd massa m, che a ossila
an manera nen smorta, a I’ha an ogni moment n’energia potensial elastica e n’energia cinética, dont
I’adission a I’é costanta.

1 2 1 W)
—-k-y“+=-m-y“ =cost
2 y 2 y

Se i suponoma che € spostament y a sia sinusoidal y = A-cos (a) . t) i I’oma:
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m-a)2

E-Az-cosz(w-t)Jr - AZ sin?(e-t)=cost

Costa equassion a I’é sodisfaita pér tuti ij t mach se k=m- w?. Arcordoma peui che a val

sempe la proprieta che sin 2% +0s% x =1. Antlora i podoma scrive:

2 2

MO A? s (w-t)+ 12

2

- AZ sin?(w-t) =cost

2

che a veul d‘|:%-A2 -m-w- =cost

Costa a I’é I’energia, costanta, d’un pont éd massa m che a ossila con pulsassion @ e ampiéssa
massima A.

Tornand a nostra corda, e suponend che la pérturbassion a sia sinusoidal, soa energia dE a
sara:

dEzé-A2 ‘p‘dx‘a)z

I I’oma vist che él moviment as ésposta sla corda con velocita c. Costa a I’é édco la velocita
che as ésposta I’energia. L’energia che ant I’'unita éd temp (vis-a-di la potensa) a traversa na session dla
corda a sara donch:

Assurbiment

Ant ij cas reaj, part dI’energia a ven perdua durant él trasferiment an sél mojen che a vibra.
A-i é donch un coeficent d’assurbiment o tal che, ant él cas dla corda che i I’'oma vist, a
val I’espression

AW =—a -W - AX
An efét as védd che ant la pi part dij cas reaj, la potensa perdua a I’é proporsional a la potensa

midema. Pér né spostament anfinitésim i I’oma donch: ddﬂ =—a-W
X

La solussion &d costa equassion a 1’é dél tipo esponensial: W, =Wy -e™** . Adess tnima

present che la potensa al’e proporsional a A? e donca, I’'ampiéssa dla vibrassion, a la distansa x a sara:

1
—— X

AX =A0'e 2

Dal moment che i suponoma na pérturbassion sinusoidal, I’equassion dI’onda a dventa

o-X

y=A~Ag e 2 ~co{w(t—iﬂ
¢

Anterferensa d’'onde

Avend sempe com arferiment nostra corda, i suponoma adess che costa a propaga doe
diferente onde. A-i son vaire cas diferent d’onde che a anterferisso, vist che coste a peulo avej
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frequensa ugual 0 diferenta con vaire diferense éd fase e d’ ampiéssa e a peulo propaghesse ant
I’istessa diression 0 an diression contrarie. Le doe onde a peulo peui avej doi diferent pian éd
polarisassion. Si i foma mach un paira d’esempi.

Onde con l'istessa frequensa ant I'istess vers

Vardoma figura 11, andova un sistema che a vibra a produv doe onde istesse ant ij ponr A e
B. Le doe onde as propago vers ésnistra e i suponoma che an sij doi ram dla corda la tension e la
densita a sio I’istesse, an manera che la velocita éd propagassion a sia istessa. Le onde a son polarisa an
sl’istess pian.

A

Figura 11 — Anterferensa d’onde concorde

El trait éd corda p a I’ha na diferenta longhéssa rispét al trait g, an manera che le onde an sij
doi ram a rivo al pont comun C con fase diferente. Suponoma éd buté I’origin dél sistema d'arferiment
giusta ant él pont C e vardoma Ion che a capita an sél trait r dla corda. Ciamoma Ad la diferensa éd
longhéssa dij doi traitp e q, T él period dI’ossilassion e A I’ampiéssa che i consideroma ugual (coma a
I’é organisa &l sistema a garantiss che le doe ampiésse a sio uguaj).

Un pont x qualonque dél trait r a arseiv ij moviment:

t X
=A-cos|2- | =——
" { ”(T ﬂﬂ

e él moviment arsultant a sara dait da I’adission dij doi. | arcordoma le formule d’adission pér él

cossen, che a diso cos p +c0sq =2 -cos%.cos%

Ad t X 7-Ad
=Yy +Yo,=2-A-cos| w-— |-COS|2-7w+| ——— |+
y=Y1+Y¥2 (ﬂ AJ { T (T )J ) }

Costa a I’é ancora sempe I’equassion éd na propagassion con l’istessa velocita c:;.

L ampiéssa a dipend da le fase dle doe onde, massima se la diferensa dle longhésse Ad a I’é multipl
antregh dla longhéssa d’onda A (onde an fase), minima (zero) con Ad multipl dispari éd mesa
longhéssa d’onda (onde an contra-fase).

Onde con l'istessa frequensa an vers contrari
Consideroma adess che dai doi cavion dla corda a ven-o genera ossilassion, che a viagio pér
son a vers contrari an sla corda. Is arferoma a figura 12.

La situassion a sia ancora cola &d prima con onde dla stessa ampiéssa e frequensa. Un pont
qualonque x a sara sogét a doi moviment dait da le doe propagassion ant ij doi sens. Suponoma che la
fase dle doe onde a sia I’istessa an partensa.
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El prim moviment a part da I’origin e a viagia vers drita, I’éscond a part da la distansa | e a
viagia vers snistra. Ant él pont x I’onda dal pont | a I’ha fait na distansa (negativa) x — | . Donca ij doi
moviment a son:

_—

—

el —a—— |

Figura 12 — Anterferensa d’onde déscorde

t X

=A-08|2-7| =———

" { ”(T AH
t x-I

=A-0S|2- 7| —+—
Ny

L adission dij doi moviment a dventa:

X I t I
= =2-A-008|-2-w-| —+——||-C0S| -2 | ————
I { g (i+2-iﬂ { g (T 2-1)}

Costa a I’é pi nen I’equassion éd na propagassion, ma a dis che un pont qualonque dla corda a
ossila. con un period T e con n’ampiéssa, che a dipend da la posission, ugual a

X I .. . R R , . .
2-A-0s {— 2.1 [I + ﬂﬂ . An coste condission as dis che la corda a suporta n’onda stassionaria.
| véddroma che costa situassion a I’é pi che d’autr teorica, pérché ai cavion dla corda le onde as rifleto
e a gionto na neuva anterferensa ogni vira. Son i lo véddoma.

Riflession dj'onde

An fin i suponoma na corda con un cavion fiss e da I’autr a-i sia la sors éd na vibrassion che
as propaga arlongh la corda. | consideroma I’origin al cavion ecita, con él cavion fiss a distansa .

A I’é un fait sperimental che na pérturbassion che a parta dal pont zero, riva al cavion a
distansa |, as arflét andarera. An efét, I’energia propaga da la corda a spariss nen, e a produv n’impuls
ugual a I’andarera. Se, pero, €l cavion a I’é fiss, so spostament a I’é zero, e son a peul mach capité se
I’onda che a riva y; e I'onda che a part y, a son uguaj e an oposission éd fase. Vis-a-di

y=y1+y2=0
A la distansa | da I’origin, I’onda direta a I’avra espression:

)

e I’onda riflessa a dovra avéj na fase, an pi 0 an meno, éd r:
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t I 1
=A-08|2-m-| ———+—=
& { ”(T 7 2)}

An sto pont I’adission dle doe onde a I’é zero. Se i pijoma un pont qualonque x dla corda,

cost a véddra n’onda direta
t X
=A-08|2-m-| =———
& { (T AH

-1
Yo =A-c05|2-7- L_I_+£+X_
T 4 2 A

L’adission éd coste doe onde a I’é:

e n’onda inversa:

y=2-A-c0s Zﬂ(l—|—+£J . €0S 271-(£+|__£J
T 4 4 A A 4

Costa a I’é torna n’onda stassionaria, che pero a ven désturba da la neuva riflession éd I’onda
che a torna ant I’origin e a part torna vers I’autr cavion. As capiss che se la corda a I’ha na longhéssa |
tala che I’onda as rifleta con I’istessa fase dl’onda originaria, antlora as éstabiliss na vera arsonansa.
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