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Part 6: Statica

La composission dle forse e dij moment, soa risultant e le condission d’echilibri a ven-o viste prima an
manera astrata e peui pér ij corp reaj. Vincoj e reassion vincolar e quaicos dij Travaj Virtuaj. El
prinsipi 'd d'Alembert. Arpijoma an part 1on che i I’oma gia vist ant la part antrodutiva.
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EL BUT DLA STATICA

La Statica a studia le condission pér I’echilibri dij corp che a son sogét a forse. | I’oma vist
che un corp a I’é ferm mach cand tute le forse che a agisso a I’han n'arzultant zero e che I’istessa cosa a
capita ai moment dé ste forse.

Antlora a I’é but éd la Statica verifiché se un sistema éd forse a I’é an echilibri e, cand son a
I’é nen verifica, trové forse e moment echilibrant pér él sistema dait.

Dal moment che a ven-o serca le condission che a fan an manera che 'l sistema reid a staga
férm, a I’ha nen amportansa se €l sistema cartesian &d riferiment a produv forse complementar, tipo le
forse éd Coriolis, pérché coste as manifesto mach con na velocita. Un sistema d'arferiment terestr a va
donca bin sensa che a sia aprossima.

Né studi semplifica dla Statica a ten mach cont dle geometrie, dle forse aplica e dle reassion
vincolar. Né studi pi complét e pi pratich a venta édco che a ten-a cont dle deformassion elastiche e dle
reassion corispondente, e dla resistensa dij materiaj.

Le forse d’atrito al prim déstach a son édco na component amportanta dle forse che a
garantisso I’echilibri. Se un sistema a I’ha nen da manca ed coste forse pér esse stabil, antlora
I’echilibri che a I'ha as peul di stabil. Se anvece un sistema a sta ferm mersi a coste forse, antlora
I’echilibri a ven ciama labil. Na qualonque ramassa pogia a ‘n mur a sta su mersi a I’atrito e donca al’é
an echilibri labil.

Pér I’echilibri, I’atrito a I’¢ na forsa bin amportanta. A basta pensé che un ci0 0 na vis a fan so
mesté mersi a I’atrito.

| véddroma peui che 'l concét d'echilibri a peul esse estéis a corp e sistema an moviment, con
n‘estension dél concét éd forsa. Cost a I'é 'l prinsipi éd d'Alembert, che oltra a esse amportant pér la
statica, i véddroma che a buta 'dco le base pér na formulassion analitica dla dinamica che a I'é¢ motobin
pi potenta 'd cola vetorial ch'i I'oma vist fin-a si.

Son pero a vnira dop. Adéss i comensoma a védde la Statica classica.
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ECHILIBRI D'UN PONT MATERIAL

Ancaminoma a védde le condission d’echilibri, an general, pér un pont material. Ste
considerassion a servo coma base pér I’éstudi &d sistema reaj.

Pont material liber

Un pont liber, pér esse an echilibri, a ciama che a sia zero l'arzultant éd tute le forse che a
agisso an sél pont. Se él pont a I’ha na massa e as treuva ant un camp gravitassional che a I’ha un
potensial U, antlora, ant un sistema éd riferiment cartesian, a venta che a sio sodisfaite le condission:

oU oU oU
—=0,; —=0 ,; —=0
OX oy 0z
Son a corispond a ciamé che le component dle forse arlong ij tre ass coordina a sio zero. Ma

le stesse condission a son édco cole che a diso che ant él pont considera la fonsion U(x, y, z) a I’ha un
minim 0 un massim.

Se pijoma com arferiment él camp gravitassional terestr', ant |& spassi &d nostra esperiensa, i
podoma di che se I’unica forsa che a agiss a I’é cola dél camp, I’echilibri a-i é nen. Se anvece an sél
pont a agisso édco d’autre forse a venta che coste a compenso con precision la forsa peéis che a riva dal
camp gravitassional.

Pont material vincola

Se anvece él pont a I’é vincola, antlora i podoma védde se ste condission a peulo esse
verifica. An efét, an tuti ij pont andova as peul trové nostr pont material a-i é na forsa éd reassion
vincolar, che as adission-a a le forse dél camp.

I consideroma un pont vincola a nen traversé na surfassa qualonque e un pont vincola a sté an
s’na linia qualonque®. | tnima present la definission d’atrito e d’atrito al prim déstach che i I’loma dait
ant la part antrodutiva.

Arcordoma che él coeficent d’atrito f a I’é él raport fra &l peis P dél corp e la forsa orisontal
éd trassion T che a-i va pér bogelo su un pian orisontal. Sto coeficent a stabiliss la duvertura o dél
“cono d’atrito” e a dipénd mach dal tipo dle surfasse afacia. An efét la trassion limit Tjm a I'é
proporsional al peis dél corp, e donca 'l raport fra trassion e reassion normal dla surfassa a dipend nen
dla péis.

Pont vincola a nen passé na surfassa (con atrito)

Consideroma un pont P pogia an s’na surfassa. Se an sél pont a agiss na forsa total F, che a
comprend édco so péis, pér nen che &l pont as bogia a venta prima éd tut che la forsa a sia direta vers la
surfassa e nen da I’autra part. A sta mira la forsa a peul esse scomponua ant la component normal a la
surfassa an col pont e la component tangent a la surfassa. A I'é natural che parlé d’atrito pér un pont
tedrich a I’é n’astrassion, che pero a resta bastansa intuitiva.

1 Sensa da manca éd precisélo sempe, i consideroma un camp vertical vers él bass, che i consideroma él vers negativ
dl'ass z &d nostr riferiment cartesian.

2 As dovria édco consideré un pont vincola a sté an s'na surfassa, ma coma cas pratich a I'ha nen vaire amportansa. Ed
solit, peui, a peul esse arporta al cas éd pont vincola a sté an s'na linea.
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An figura 1 i I’oma rapresenta la trassa oo €d na surfassa pian-a anclina, la forsa ativa F
total che a agiss an sél pont e soa scomposission an component. La forsa total, an figura, a I’é nen
vertical pérche i suponoma che a-i sio édco d’autre forse esterne aplica, an manera éd traté sto cas un
poch pi an general.

Figura 1 — Echilibri d’un pont an s’na surfassa con atrito

An figura I’angol « (che a I’ha so simetrich rispét a la normal) a I’ha coma tangent él raport
limit f, mentre I’angol S a I’ha coma tangent él raport tra la component dla forsa normal a la surfassa N
e la component T che a tira a fé sghijé él pont.

Se B < a, lacomponent T a I’é pi cita dla forsa limit éd trassion che a-i va pér fé ancaminé él
moviment e él pont a I’é an echilibri. Ma i I’oma dit che I’adission total dle forse che a agisso an sél
pont a venta che a sia zero pér podej avej I’echilibri. Son a veul di che la reassion dél vincol R a venta
che a sia ugual e contraria a la forsa total ativa F.

An efét la reassion a peul esse modela coma an figura. Na component R, as opon a la
component N dla forsa F e costa a I’¢é la reassion dél vincol sensa atrito. Na component R; a I’é anvece
origina da I’atrito e as opon a la trassion T. Donca le cose a van coma se I’atrito a anclinéissa la
reassion pér compensé la trassion. Son a val fin-a a cand forsa e reassion a stan andrinta al cono

d’atrito, éd duvertura c.

Reassion dél vincol sensa atrito

Se la surfassa a I’ha nen atrito, antlora soa reassion a I’ha nen component tangensiaj e as
ésvilupa mach an diression normal a la surfassa. Pér I’echilibri a venta che a sia F =—R e donca édco
la forsa total a venta che a sia normal a la surfassa.

Suponoma che la surfassa a I’abia equassion f(x, y, z) =0. As dimostra (e si i lo foma nen),
che la normal a la surfassa ant un pont P(x, y, z) a I’ha ij cossen diretor rispetivament proporsionaj a le
deriva parsiaj of/ox; of/oy; of/oz.

Sensa gionté d’autr disoma che él gradient dla fonsion f(x, y, z) a I’é él vetor che a I’ha
I’espression, adission dle deriva parsiaj (védde la part an sij vetor):
of - of - Of

1+ + .

3 K
0 X 0 X 0 X

grad f =

Se antlora i consideroma na costant &d proporsionalita A, i podoma scrive che la reassion, che
sensa atrito i I’oma vist che a I’é sempe normal a la surfassa, a val:
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R=A-grad f e pér l'echilibri F+A-grad f =0

Se Fy, Fy, F; ason le component dla forsa total as peulo scrive le corispondente tre egassion
scalar (equassion relative a le tre component):
of of of

Fx +4-—=0 ; Fy+4.-—=0 ; F, +4-—=0
dx

Se a son conossue la forse an fonsion dla posission, coste equassion e cola éd la surfassa a
pérmetto éd troveé &l 0 ij pont d’echilibri e la reassion R an costi pont.

Pont vincola a sté an sla surfassa (sensa atrito)

Se'l pont P a I'é vincola a sté an sla surfassa (e donca a peul nen lassé la surfassa da gnun-a
dle doe part), i podoma semplifiché le cose. An efét, i podoma pensé a doi parameter g; e gy defini
coma coordina curvilinie an sla surfassa che a pérmétto 'd defini la posission dél pont P an sla surfassa,
e donca a sara P = P(q1, 2). Pér avej I'echilibri a basta che la forsa arzultanta F a sia normal a la

o oP oP
surfassa, e donca normal ai doi vetor — € ——
0qp 047
ciamoma Q1 e Q2 le component dla forsa F second le linie coordina che a passo da P an sla surfassa, a
venta che coste a sio zero. Vis-a-di:

, che a son tangent a la surfassa. Se donca i

Q=Fx 2 op X, D 2
oGy oGy oGy oGy

Q=Fx o X p, D e 2
293 a9y a9 o

Da coste as peulo trové le coordina q; e Qg dle posission d'echilibri. Se peui I'esptression

difernsial  Qq dg; + Q, dq, =F xdP a I'¢ difernsial precis éd na fonsion U(qi, @2), antlora i
ouU ouU

l'avroma che Q; =E e Q) ZW e paréj ij pont d'echilibri a arzulto esse ij pont éd massim 0
1 2

minim dla fonsion potensial U.

Echilibri d’un pont vincola a sté an s’nalinia

Suponoma che él pont P, andova a peulo agi 'd forse, a sia vincola a sté an s’na linia
qualongue. Is arferima a figura 2.

Figura 2 — Pont vincola a na linia
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Se i podoma pensé che la linea e él pont a I’abio un dait coeficent f d’atrito ressiproch, i
podoma fé éd considerassion dél tipo éd prima.

Ant I’éspassi la forsa arzultant aplica al pont (compreis él péis), a peul avéj na diression
qualonque. Noi i la scomponoma ant la component tangent a la linia (diression che &l pont a peul
bogesje), e I’autra component a arzulta ant él pian dla forsa e dla component tangent, normal a la linia
an col pont.

Se tra le anfinie surfasse che a passo pér la linea i sernoma cola che a I’ha ant él pont P la
normal ant la stessa diression dla normal N dla forsa, pér costa surfassa él problema a I’é col che i
I’oma gia vist. Rispét a sta surfassa, la linia a podria gionté ma nen gavé éd vincoj.

Sto déscors a peul esse fait pér ogni diression dla forsa. Se 1on che i podoma consideré él
coeficent d’atrito a I’é I’istess pér tute le diression, tnisend cont che pér ogni diression dla forsa a-i sara
na surfassa ant le condission che i I’oma vist, as peul conclude che a-i é I’echilibri se la forsa total F a
sta fora da un cono con I’ass tangent a la linia an col pont e con na duvertura « tala che soa tangent a
sia 1/f. Atension che cost a I’é nen él cono d’atrito vist prima.

La figura 3 a mostra Ion che i I’oma dit. A venta noté che sto cono a ven defini an manera
contraria al cono d’atrito che i I’avio defini prima.

Se anvece i suponoma che la linea a I’abia nen atrito, pér I’echilibri a I’é necessari che la
component tangensial T dla forsa a sia zero, pérché gnun-a reassion d’atrito a podria compenséla.

La forsa total aplica F a venta donca che a sia normal a la linea, vist che la reassion vincolar
a peul mach esse normal.

Pér F ant &l cono
a-i é nen echilibri

/ Pér F foradél cono

y; a-i € echilibri

Figura 3 — Echilibri d’un pont an s’na linea

Na linia ant I’éspassi a peul esse arpresenta an manera analitica da I’intersession éd doe
surfasse f(x, y,z) =0 e g(x, y, z) =0. An figura 4 arportoma an manera sempia doi pian 7€ o che a
definisso na riga drita r. An sla riga a-i € un pont P vincola a sté an sla midema, con na forsa total F
aplica.

Arpijand Ion che i 'oma vist pér na surfassa, i indicoma con A e u doi coeficent éd
proporsionalita e i suponoma dé scompon-e la reassion R ant le diression normaj ai doi pian. | podoma
scrive:
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'y ’/ normal al pian =

Figura 4 — Echilibri an s’na linea sensa atrito
R=A-grad f + u-grad g
e pér I'echilibri :
F+A-grad f + u-grad g=0

vis-a-di:
Fx+l.£+‘u.a_g:0 : Fy+l-ﬂ+,u-8—20 : Fz+l.£+‘u.a_g:0
0 X OX oy oy 0z 0z

Coste equassion, pi le doe equassion dle surfasse a pérmétto éd trové x, y, z, A, u andova a
esisto le condission d’echilibri.

Echilibri stabil, instabil, indiferent

An general a ven ciama stabil un pont d’echilibri tal che se &l pont 0 él sistema éd pont a ven
sposta a na distansa infinitésima, che a sia compatibil con ij vincoj, la forsa total che a agiss a tira a
arporté él pont 0 él sistema ant la posission éd partensa.

A ven anvece ciama instabil un pont d’echilibri tal che se &l pont 0 él sistema éd pont a ven
sposta a na distansa infinitésima, che a sia compatibil con ij vincoj, la forsa total che a agiss a tira a
slontané éd pi él pont 0 él sistema da la posission éd partensa.

An fin a I’é indiferent un pont d’echilibri tal che n’éspostament infinitésim, che a sia
compatibil con ij vincoj, a porta él pont 0 sistema ant na posission che a I’é ancora d’echilibri. Is
arferima a figura 5, andova i suponoma che la forsa total a sia daita mach dal peis del pont, che a agiss
an diression vertical vers él bass.

El prim cas a mostra I’echilibri stabil dél pont P vincola a sté an sla linea r. Se &l pont a ven
porta an P’, la forsa aplica F a tira a arporté €l pont an posission P fasend un travaj positiv dait dal

prodot scalar T = F x (P - P’). Se él pont a fussa an s’na surfassa, a sario possibij un numer anfini

d’éspostament divers. L’echilibri a saria stabil se pér tuti j’éspostament possibij la condission éd prima
a fussa verifica (situassion éd minim dél potensial). Se édco mach pér n’éspostament la condission a I’¢é
nen verifica, I’echilibri a I’é nen stabil.
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Figura 5 — Echilibri stabil, instabil, indiferent

Ant I’éscond cas la posission P a I’é ancora na posission d’échilibri, ma se él pont a ven
sposta an P’, él travaj dla forsa, portand &l pont an P a dventa negativ, pérche la forsa a tireria a
slontané &l pont éd pi (situassion éd massim dél potensial).

Ant él ters cas I’espostament a I’é normal a la forsa e donca él travaj a I’é zero (€l pont a I’e
an s’na surfassa echipotensial).

An general i podoma di che, ant un sistema 'd pont P solecita da forse F a-i é echilibri stabil
se pér qualonque spostament infinitésim dij pont, che a sia compatibil con ij vincoj, fin-a a posission

P', él travaj total T che a ven fait da le forse: T =) F x(P —P") alépositiv.
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LA COMPOSISSION DLE FORSE E DIJ MOMENT

Prima éd continué con le condission d’echilibri dij sistema éd forse e dij corp materiaj,
véddoma coma as compon-o le forse d’un sistema réid e ij moment dé ste forse rispét a un pont
qualonque. Si pér sistema reid i pensoma a un sistema &d forse dont ij pont d’aplicassion a son an
posission fisse tra 'd lor, modul, diression e vers a cambio nen. | I’oma gia vist che le forse interne che
ij pont as aplico I’un con I’autr a I’han arzultant zero, e donca a son nen considera.

Forse aplica a un pont

El cas &d doe 0 pi forse aplica a I’istess pont a I’¢é arpresenta an figura 6. Ant ésto cas la forsa
arzultant a I’é nen d’autr che I’adission vetorial dle forse, che a I’é aplica sempe a I’istess pont.

Figura 6 — Forse aplica a I’istess pont relatv e moment

An figura a ven édco mostra coma I’adission dle forse a peussa esse faita pér component cand
i soma ant un sistema cartesian d'arferiment (la figura a evidensia mach la component z, pér motiv
grafich).

§=ﬁ1+ﬁ2 Z(le +|:2X)'iﬁ+(|:1y +|:2y)'17+(|:1z +F22)'Iz

An figura 7 a ven mostra che &l moment dl'arzultant R éd doe 0 pi forse rispét a un pont a I’¢é
I’adission dij moment dle forse rispét a I’istess pont. Son i I’oma gia vistlo parland éd vetor (Moment
arzultant d’un sistema éd vetor).

Son a veul édco di che 'l moment éd na forsa a I’é ugual a I’adission dij moment éd soe
component. Beleché a-i na saria nen da manca, si i doma na cita démostrassion éd son. Vardand la
sconda part éd figura 7, i I’'oma na forsa F con soe component Fyx e Fy. La forsa a fa n’angol o con
I’ass x.Vardoma ij moment rispét al pont P.

Rispét a sto pont, an figura a son arporta ij brass dla forsa e éd soe component. Dal pont A,
intersession dél brass dla component Fy con I’ass X, i trassoma la paralela al brass b dla forsa, che a
ancontra la riga d’assion dal forsa ant él pont B. Dal pont A i foma éco passé la paralela t a la forsa F.

Ij pont H e K a son, ant I'6rdin, I’intersession dél brass dla forsa con I’ass x e I’intersession dél brass dla
forsa con la riga t.
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Figura 7 — Composission dij moment

| podoma scrive:
My=Fx-by ; My=F,-by ; Fy=F-cos(a) ; Fy=F-sin(a)
Mgt =My + M = I5~[bX -cos(ar)+ by -sen(a ]

Notoma che ij triangoj OQS, OHC, PHA, PAK a son tuti simij. | I’oma:
b=CP ; BA=CK ; by, =0A ; b=CK+KP
ma CK =BA=b, -sen(az) e KP=b,-cos(a) antlora:

b =by -cos(a)+by -sen(a) e donca My =F-b

Forse complanar con pont d’aplicassion diferent

I comensoma a consideré doe forse complanar aplica a doi pont diferent. A-i son doi cas pér
coste forse: 0 soe righe d’assion a son concorente ant un pont opura a son paralele. Al contrari, se le
righe d’assion éd doe forse a son concorente ant un pont dI’éspassi opura a son paralele, antlora a-i é un
pian che a conten le forse che donca a son complanar.

| pijoma coma un prinsipi che se a un sistema éd forse i giontoma 0 gavoma n’autr sistema éd
forse che a I’abia n'arzultant zero e moment zero rispét a qualonque pont, él sistema final a resta
echivalent a col éd partensa. Sta cosa a I’é bastansa intuitiva.

Disoma peui che I’efét &d na forsa an s’un sistema as manten echuivalent se la forsa a ven
faita score longh soa riga d’assion. Son a I’é sens’autr véra pér él moment éd la forsa rispét a un pont,
pérché 10n che a conta a I’é, oltra che él modul dla forsa, la distansa dél pont da la riga d’assion, e né
I’un né I’autr a cambio. Pér esse pi precis disoma che fé score na forsa longh soa riga d’assion a cambia
nen la riga d’assion dl'arzultant dél sistema, mentre &l pont d’aplicassion dl'arzultant a dipend édco dal
pont d’aplicassion dle forse éd partensa. Sovens ant la statica 1on che a conta a I’é conosse intensita e
riga d’assion dl'arzultant, pi che so pont d’aplicassion.

Forse concorente

Vardoma figura 8, andova doe forse F1 e F2 a son aplica, ant I'6rdin, ai pont P; e P;. Soe
righe d’assion a sio, ant I'érdin, ry e ry, che as ancontro ant él pont O.
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Fasend score le forse an soe righe d’assion e portandje con él pont d’aplicassion ant O, i

tornoma al cas éd prima e i podoma trové l'arzultant R= Ifl + |32 e soa riga d’assion ry. An figura
l'arzultant trova a I’é staita disegna sposta da soa riga d’assion pér butéla an evidensa (donca mach
motiv grafich). Pér trové él pont d’aplicassion dl'arzultant, i podoma pensé che cost a staga an sla riga
drita che a uniss Py e P,. As treuva donca a la crosiera dé sta riga con la riga d’assion ry.

Figura 8 — Composission éd forse concorente

Rispét a un pont qualonque Q €l moment total dél sistema a sara I’adission dij moment dle
doe forse I\7It0t = |\7I1 + |\7I2 = Ifl by + |32 -b, che, coma i I’oma vist, a echival al moment dl'arzultant

R rispét a I'istess pont. My = Mg =R -Dy, .

An efét né él moment dle forse né €l moment dl'arzultant a cambio se forse 0 arzultant a scoro
long la riga d’assion. | arcordoma che &l moment, scrit coma i I’oma scrivulo, a I’é positiv se forsa e
brass a indico na rotassion an sens orari.

A I’¢é evident che &l moment total dél sistema a val zero rispét a tuti ij pont che as treuvo an
sla riga d’assion dl'arzultant.

Pér adess i consideroma ancora duverta la question dél pont d’aplicassion dla risultant, che i
I’oma defini mach second bon sens.

Forse paralele concorde

L’autr cas éd forse complanar a I’é col éd forse paralele. Comensoma a védde €l cas éd forse
che a I’han nen mach I’istessa diression ma édco I’istess vers.

| separoma ij cas pér semplifiché la tratassion, e pérche él cas éd forse déscorde a porta a na
sitoassion anteressanta che a ven evidensia a part. L'arferiment a I’é figura 9.

Daite doe forse paralele concorde F1 e F» aplica ant ij pont Py e Py, pér trové-ne l'arzultant as
peul arporté él problema a col dél cas éd prima, giusta adissionand doe forse éd comod arbitrarie, ma
uguaj e contrarie K e —K e con I’istessa riga d’assion, coma a I’é mostra an figura.

An costa manera né l'arzultant né &l moment arzultant a cambio, e as oten-o doe forse @; e
@, concorente ant un pont O. As védd facil che lI'arzultant a I’é paralela a le doe forse, dal moment che
a I’é I’adission vetorial éd doi vetor paralej.
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Pér védde quale che a son le distanse fra la riga d’assion dl'arzultant e cola dle forse i
preferima vardé la part a drita dla figura. Da tut 1on che i I’oma vist fin-a si i savoma che él moment

total M tot = Ml +M o rispét a un dait pont P a I’é ugual al moment Mg dl'arzultant R rispét a I’istess

pont: M =Mg.

Figura 9 — Composission éd forse paralele concorde

I consideroma antlora él pont P, e rispét a sto pont ij brass by, by, br ant I'érdin dle forse F1 ,
F, e arzultant R. | consideroma peui la distansa d dle doe righe d’assion dle forse e le distanse d; e d3
tra coste righe d’assion e la riga d’assion dl'arzultant.

Mot =F1 by +Fp-b, ; Mg =R-by
Izl'b1+|32'b2=(|zl+|32)'br
ma i I'oma che: b, =b, +d, ; by =b,+d e donca:
(FL+Fy)-(by +dp)=Fy (b, +d)+Fp by che as riduv a:
. - F .
FL+Fy)-dy=F-d dacosta: dyp=d:-7——=—=(d;+d,)-(F+F
(1 2)2 1 2 m)(l 2)(1 2)
che a veul di: Fl:F2=d2:d1

A-i é na proporsionalita inversa fra le forse e soe distanse da l'arzultant. Sta proporsionalita as
manten pér le distanse dij pont d’aplicassion. An figura 10 vardoma d’arzolve la question che i I’oma
lassa duverta an sél pont d’aplicassion dl'arzultant. | I’oma suponu, sensa dimostrelo, che sto pont a sia
an sél segment che a anlia ij pont d’aplicassion dle forse. Is arferima a figura 10.

I scomponoma le doe forse paralele an soe component rispét a un sistema d’ass cartesian ant
él pian che a jé conten tute e doe. | otnoma doi sistema éd forse paralele, dont un orisontal e I’autr

vertical. Suponend che le forse a faso n’angol « con la vertical, i I’avroma che:
Fx; =F1sen(a) , Fx; =F;sen(e) , Fy: =Fi-cos(a) , Fy, =F,-cos(e)

e donca avalo le proporsion: Fx;:Fi=Fx:F, e Fyi:Fi=Fy:F
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Le doe arzultant Rx e Ry a I’avran righe d’assion con distanse da le component che a saran
proporsionaj inverse al valor dle component coma i I’oma vist. EI pont &d crosiera dle righe d’assion
dle doe arzultant a sara él pont d’aplicassion dl'arzultant total dél sistema. Sto pont as treuva an sla riga
drita che a passa pér ij doi pont d’aplicassion dle forse. An efét le distanse dij pont d’aplicassion a
venta che a réspéto le stesse proporsionalita :

al:dlzaz:dz , b1:d1=b2:d2

Figura 10 — Pont d’aplicassion d’R (forse paralele
concorde)

Forse paralele déscorde

Adess consideroma &l cas andova le doe forse paralele a I’han vers contrari, e pér son is
arferima a figura 11. Véddoma d’apliché j’istessi critéri éd prima e vardoma a Ion che a porto.

Prima éd tut i provoma a gionté e gavé I’istessa forsa ( i giontoma, vis-a-di, coma prima un
sistema con arzultant zero e moment zero).

| véddoma subit, an costa manera, che le forse che as oten-o a ven-o concorente mach se a
son diferente fra éd lor le doe forse éd partensa. Se a son uguaj, le forse che as oten-o a resto paralele (e
sto cas i lo véddroma dop). Suponoma antlora che le forse a sio bastansa diferente da podej fé un
disegn nen trop gross.

As védd facil che la riga d’assion dl'arzultant a I’é sempe esterna a le doe forse e a sta da la
part éd la forsa pi grossa. L'arzultant a I’ha modul ugual a la diferensa dij moduj, a I’é paralela a le
forse e a I’ha &l vers éd la pi grossa. Vardand adess figura 12, calcoloma la posission éd so0 pont
d’aplicassion.

Consideroma torna &l fait che &l moment total My = My + M, rispét a un dait pont P a

I’é ugual al moment Mg dl'arzultant R rispét a I’istess pont: I\7It0t = I\7IR , fasend atension al segn dij
moment.
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Figura 12 — Pont d’aplicassion d’R (forse paralele
déscorde)

R=F,+F ; ‘Iﬁ‘ :‘Ifl‘ - ‘Ifz‘ Re Fy a son concord pérché ‘Ifl‘ >‘|32‘

M;=F;-b; e a I'é positiv an nostr esempi (rotassion oraria)

o =F,-b, e a l'é negativ an nostr esempi (rotassion antioraria)

MR=§-bR=ﬁ1-b1+|Ez-b2 mab2:d+b1 ; bRZb]_—X
(F]_ — FZ)'bR = F]_'(bR + X)— F2 (d + X+bR)

. . [Fa|
Svilupand e semplificand as oten |X| :ﬂ—).d
Fi| - [Fy|
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A valo sempe le considerassion an sle component che i I’oma fait prima, e che a porto a
conclude che él pont d’aplicassion dla risultant a I’é alinea ai pont d’aplicassion dle forse.

La cobia éd forse

Se, a parte da la situassion éd prima, i foma chérse la forsa pi cita, man man che costa as
avzin-a a I’autra coma modul, l'arzultant a dventa sempe pi cita e sempe pi lontan da la forsa pi grossa.
Cand le doe forse a son istesse, as podria conclude che la risultant a I’é zero e a I’é aplica a na distansa
anfinia. Son, per0, a I’ha nen vaire sens da la mira fisica. As peul pitost conclude che narzultant vera a
esist pi nen.

Se i vardoma lon ch'a fa él moment rispét a un pont qualonque ant le condission éd prima
(forse diverse che a tiro a vni uguaj) e arferendse 'ncora a la figura 12, i I’oma:

Mtot |\7|1 + |\7|2 Z‘ﬁl‘bl —‘Ifz"(bl +d)=‘|fl"b1 —‘Ifz"bl —‘Ifz‘d ZQﬁl‘ —‘ﬁz‘)'bl —‘I_fz‘d

Se le doe forse a son istesse, él valor dél moment a dipend pi nen da la posission dél pont
d'arferiment, coma i I’oma gia vist ant I’introdussion a la Statica.

Se le forse a son pi che doe

Un procediment che a I’é sempe possibil a I’é col éd procede a pass, componend doe forse e
peui l'arzultant con la tersa, e la neuva arzultant con la quarta, e via fort.

I notoma che él procediment dé scompon-e le forse an soe component e serché la riga
d’assion dl'arzultant dij doi sistema éd component a peul esse aplica an manera direta a pi che doe
forse. An efét, dait €l moment total e la forsa arzultant pér ij doi sistema fait, ant I'6rdin, da le
component x ey, as peul trové subit ij doi brass e donca le doe righe d’assion ortogonaj dle doe
component dl'arzultant total.

A-i é édco un procediment grafich, che i mostroma si sota an figura 13, che as és-ciama
“metod dél poligon funicolar” che a pérmétt éd trové él valor e la riga d’assion dl'arzultant, ma nen so
pont d’aplicassion.

Dait un sistema réid éd forse, disegna an soe posission e ant na daita scala, coste a ven-o
trasla paralele da fianch, coma a ven indica a drita dla figura, a formé na riga rota (adission dle forse
coma i I’oma vist), che a produv la forsa arzultant R (0 méj, un vetor echipolent a la forsa arzultant),
coma él lat che a sara la riga rota, da I’origin dél prim vetor a la ponta éd I’ultim. La forsa otnua a I’ha
donca él valor (ant la scala sernua) e la diression dl'arzultant. Componend le forse a venta ten-e cont éd
I’ordin che a ven-o buta an sucession (&d solit a I’é col da snistra a drita rispét a coma a son disegna).

Pér troveé la riga d’assion, adess, as deuvra él procediment che indicoma si sota:

As pija un pont arbitrari P, davsin a I’adisson che i I’oma costrui, che a sia nen alinea con
l'arzultant. Da sto pont as tiro le righe drite ai pont: origin dél prim vetor, ponta dél prim e origin
dI’éscond, ponta dI’éscond e origin dél ters, e via fort fin-a a la ponta éd I’ultim.

An nostr esempi costi a son ij segment a, b, ¢, d, e. El prim segment a I’¢é relativ mach a la
prima forsa, I’éscond a prima e sconda, él ters a sconda e tersa, e via fort fin-a a I’ultim che a I’é relativ
mach a I’ultima forsa.

Adess, an sél grafich dle forse éd partensa, as arporta na paralela al segment a relativ a la
prima forsa F1 a ancrosié la riga d’assion dla forsa F1 ant un pont qualonque Q. Da sto pont as fa passé
un segment paralél a b, che a I’é relativ a le forse F1 e F2, e as manda a ancrosié la riga d’assion dla
forsa F2, ant €l pont R. As continua paréj fin-a a I’ultim segment, relativ mach a I’'ultima forsa, che ant
él cas dI’esempi a I’é paralél a e e a ‘ncrosia la riga d’assion dla forsa F4 ant él pont T.

Slongand la prima e I’tltima d’éste righe (a e e ant él cas éd nostr esempi) as oten &l pont U,
e da si a passa la riga d’assion dl'arzultant, che a I’¢é paralela, natural, a I'arzultant trova.
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Figura 13 — Poligon funicolar

Forse con righe d’assion nen complanar

El cas pi general a I'é col d’un sistema éd forse ant I’éspassi, con righe d’assion che as
ancrosio nen. Vist che a I’é sempe possibil compon-e le forse a doe a doe e che passé da doe a pi forse
a I’é peui mach na question éd matematica, si is limitoma a consideré &l problema éd doe forse.

I I’oma nota prima che modul, riga d’assion e moment dl'arzultant a cambio nen se le forse a
ven-o faite score longh soa riga d’assion. Adess i véddoma cos a suced se na forsa a ven idealment
ésposta paralela a chila midema.

Traslassion paralela éd na forsa

Se i vardoma figura 14 i véddoma bin facil che sposté na forsa an manera paralela a veul di
gionté 0 gavé un moment, mentre a I'é natural che l'arzultant a cambia nen so valor. La riga d’assion
dl'arzultant as ésposta ma as manten paralela, e son pérche le component dle forse second j’ass
d'arferiment a manten-o so valor e donca édco le component dl'arzultant a manten-o so valor.

Mprima —=F-a (negativ)
c=a-b

Mdbp :ﬁ'(a_b):'\hprima -F-b

Figura 14 — Efet dla traslassion paralela éd na forsa
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Ant él cas éd figura i I’oma un moment negativ éd modul gross, che con I’éspostament a
dventa un moment ancora negativ ma con modul cit. Donca i I’oma giontd un moment positiv, dait da
la distansa b fra la neuva e la veja riga d’assion, moltiplica pér la forsa sposta. EI moment che a ven
gionta al sistema éd partensa a I’é donca col dla forsa sposta e arferi a un pont dla veja riga d’assion. Se
anvece is arferima a un pont an sla neuva riga d’assion, él moment gionta a cambia segn.

Se, pér fé ij calcoj, i I’oma sposta “an manera virual” na forsa, pér manten-e &l sistema
echivalent a col éd partensa dovoma édco peui gionté un moment contrari a col che i I’oma vist.

Composission éd doe forse qualonque

Modul, diression e vers dl'arzultant R éd forse qualonque a I’é ancora sempe I’adission
vetorial dle forse éd partensa, che a peul esse faita pér composission geometrica 0 pér component,
coma i I’oma vist. Is arferima al problema general mostra ant la figura 15, che a ilustra tuti ij passagi
dél procediment.

| suponoma d'avej doe forse F1 e F» ant 1€ spassi, su righe d'assion r e s che as crosio nen,
aplica a doi pont &d coste righe.

| portoma la forsa F, a avej I'istess pont d’aplicassion éd F;. Fasend son i foma
n’éspostament d e donca i giontoma un moment M=dn |52_

Pér manten-e él sistema echivalent a col éd partensa a venta antlora considere un moment
contrari & valor M = |52 A d. I trovoma l'arzultant R = F; + F,. St'arzultant a I’ha na posission
provisoria (a I’é nen cola vera) a rason dlé spostament che i I’oma fait. 1 scomponoma antlora él
moment M ant la diression paralela a R e an cola normal.

La component My, paralela a R, che a cambia nen spostand R, a I’é €l moment arzultant ver
dél sistema, mentre la component normal My, a riva dal fait che la risultant R a I’é nen an soa
posission vera, ma a I’é staita sposta. Se antlora i dividoma sto moment pér R i trovoma I’espostament
s e donca la posission vera éd R, che a ven antlora sposta, elimenand la component My,

La riga d’assion dl'arzultant R a ven ciama ass sentral dél sistema. El moment arzultant a I’é
paralél a st’ass.

I 'oma donca che 'l sistema a echival a na forsa pi un moment che a tira a dé na rotassion an
s'un pian normal a l'arzultant
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Figura 15 — Composission éd doe forse qualonque
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L’ECHILIBRI DIJ SISTEMA REID E DIJ CORP

I I’oma vist che un sistema reid éd forse a peul esse echivalent a mach na forsa arzultanta, a
mach un moment arzultant, che a dipend nen dal pont d'arferiment (com aant él cas éd la cobia), opura
a na forsa pi un moment (cas general). Se as ten cont &d tute le forse che a interven-o, vincoj compreéis,
un sistema a I’é an echilibri se a son zero tant la forsa arzultanta quant él moment arzultant (0 moment
éd la cobia arzultanta).

As podria pensé che se a-i é na forsa arzultanta, rispet a un pont qualonque a-i é édco un
moment. A venta nen confonde ij doi concét. El moment dont as parla si a I’é coma col éd na cobia,
che a peul nen esse compensa giontand na forsa al sistema, e a I’é indipendent da qualonque pont
d'arferiment.

Se un sistema a I’ha mach na forsa arzultanta, as peul sempe trové na forsa echilibranta che a
anula l'arzultant e a garantiss I’echilibri.

Se un sistema a I’ha mach él moment éd na cobia arzultant, a peul esse echilibra mach da
n’autra cobia ugual e contraria.

Se un sistema a I’ha na forsa e na cobia coma arzultant, pér echilibrelo a-i va na forsa e na
cobia.

Ant la pratica, él pi dle vire, I’echilibri a ven garanti da le reassion vincolar, che andrinta a
dait limit, as adato a le forse da echilibré. St’adatament a ven éd solit da forse elastiche che a son
provoca da cite deformassion proporsionaj a la forsa che a-i provoca. As riva al limit cand I’ogét che a
buta él vincol as és-ciapa 0 as ésnerva.

Equassion cardinaj dl’echilibri

Considerand un sistema réid éd pont materiaj, i I’oma gia vist che le forse interne as anulo
I’un-a con l'autra. Donca i pensoma coma amportante pér un sistema paréj mach le forse esterne
(aplica e vincolar, tnisend cont che él péis a I’é na forsa aplica).

Foma subit doe posission bastansa elementar:
e 1) Aplicand a un pont doe forse uguaj e contrarie Ié stat d’echilibri dél sistema a cambia nen.

e 2) Aplicand ai pont d’un sistema n’autr sistema éd forse an echilibri 1& stat d’echilibri dél
sistema a cambia nen.

Pér un sistema reid, la condission necessaria e suficenta pérché él sistema a sia an echilibri a
I’é che I’adission éd tute le forse aplica ai so pont a sia zero e che I’adission éd tuti ij moment rispét a
qualonque senter &d ridussion O a sia zero. Con le solite notassion:

n n
R=>F=0; M=>(P-0)aF=0
1 1

Ant un sistema d'arferiment catresian ste equassion vetoriaj as trasformo ant le ses equassion
scalar:

n n n
Y Fxj=0 ; > Fyj=0 ; > Fz;=0
1 1 1
n n n
My =2 (i Fzi =2 -Fyi) i My =2z -Fx —%-Fzi) 5 Mg =2 0% -Fyi —yi-Fx)
1 1 1
che a son le equassion cardinaj dl’echilibri.
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Echilibri dij corp vincola
El problema a ven amposta an fonsion dél tipo &d vincol. An definitiva a venta che a sio

sodisfaite le equassion dI’echilibri, che an vaire cas a peulo semplifichésse, che a ten-o cont édco dle
reassion vincolar.

Corp vincola a un pont

| suponoma che un corp a sia liber éd viré an tute le manere antorna a un pont fiss. Ed solit
sta possibilita a I’é pi teorica che pratica dal moment che él pont éd vincol a venta che a sia tnu da
quaicos, che a limita pi 6 manch él moviment. Noi is contentoma dla situassion teorica.

A le forse totaj R aplica al corp (a-i podria essje mach so péis) as gionta la reassion vincolar
V e pér I’echilibri a venta che a sia:

R+V =0 ; M =0 rispét a qualonque senter éd ridussion

Pér ch’as verifico coste condission a I’é necessari che le doe forse R e V a sio uguaj e
contrarie e che a I’abio I’istess brass rispét a qualonque pont. Son a veul di che a deuvo esse alinea an
sla stessa riga d’assion.

Se la forsa aplica a I'¢ mach la forsa peis, i lI'avroma I'echilibri, com a I'é antuitiv, se 'l
barissenter dél corp a I'é alinea con él pont fiss an sla vertical. Se 'l barissenter a sta dzora al pont fiss
I'echilibri a sara instabil, se a sta sota I'echilibri a sara stabil.

Corp vincola a viré antorna a n’ass
Podoma serne doi pont éd I’ass coma vincoj dél tipo éd prima. Adess a-i son doe reassion
vincolar Vi e V, che a saran aplica dai vincoj che as treuvo ant ij pont Oz e Oy.

| suponoma na situassion coma cola ilustra an figura 16, d’un corp grev che a peul viré
antorna a n’ass anclina ma che a peul nen score, e i suponoma édco che mach un dij doi pont a buta un
vincol a |é scoriment.

Figura 16 — Echilibri d’un corp vincola a n’ass

I scrivoma le condission pér avej I’echilibri, pijand coma senter éd ridussion, an prinsipi, él
pont fiss O1 (el moment éd V; a I’é donca zero rispét a sto pont) :

|E+\71 +\72 =0 ; (02 —Ol)/\\72 +(G—Ol)/\|E=O

182



Fisica sperimental — Mecanica —Part 6: Statica

I I’oma vist che él moment éd na forsa rispét a n’ass a I’é dait da la proiession an sl’ass dél
moment rispet a un éd so pont. El moment éd V, rispét a I’ass, essend sta reassion aplica a I’ass midem,
a I’é zero. Donca pér I’echilibri a venta che a sia zero la proiession an sl’ass dél moment

(G —01)/\ F dla forsa peis. Son a capita cand él vetor dla forsa e I’ass a stan an sl’istess pian,

pérché ant ésto cas él vetor moment rispét al pont O; a I’é normal a I’ass. El barissenter dél corp as
porta ant €l pian vertical che a passa pér I’ass.

Corp scoreéivol arlongh n'ass

Se 'l corp a peul score sensa atrito arlongh l'ass, antlora a venta ten-e cont che le reassion
vincolar a saran sempe normaj a l'ass e donca a saran zero tant l'arzultant éd coste reassion coma 'l
moment arzultant. Se donca 'l corp a I'é an echilibri, a venta che l'arzultant dle forse ative a l'abia
component second l'ass che a val zero e la component second I'ass dél moment che a val zero.

Pér un solid grév son a capita cand l'ass a I'é orisontal, opura se a-i é n‘autra forsa esterna che
as opon a la component dél péis ant la diression dl'ass.

Corp pogia
Un corp a peul esse pogia su n’autr corp che a fa da vincol travers éd pont opura travers na

surfassa. An pratica almanch un poch d’artito a-i é sempe, ma sovens as éstudia I’echilibri nen tnisend
cont éd I"atrito.

Sensa atrito la reassion dI’apogg a I’é sempe normal a la surfassa ant él pont d’apogg. Con
I’atrito la reassion, coma i I’oma vist, a peul esse direta ant un-a dle diression drinta al cono d’atrito.

As definiss perimeter d’apogg €l perimeter dél pi cit poligon convess ch'a comprenda tuti ij
pont 0 le surfasse d’apogg, coma a mostra figura 17.

Apogg che a
concor nena—-—-—
I’echilibri

Perimeter
d’apogg

Surfassa d’apogg

Figura 17 — Perimeter d’apogg

Pér I’echilibri a son sempe le equassion cardinaj che i I’oma vist a stabili le condission. As
deriva motobin facil che se un corp a I’é pogia an s’un pian e a-i é nen atrito, pér che a peussa essie
echilibri a venta che l'arzultant R dle forse ative aplica a sia normal al pian, dal moment che él pian a
I’é mach bon a reagi con forse normaj.

Ij pont d’apogg a produvo forse paralele e tute direte vers él corp. Son a veul di che l'arzultant
dle reassion vincolar a sara normal al pian e a I’avra coma riga d’assion na riga che as treuva ant la
porsion d’éspassi compreéisa fra le reassion e che a crosia, an sél pian d’apogg, un poligon dont él
perimeter a I’¢é &l perimeter d’apogg.

La condission pér I’echilibri, antlora, a I’é cola che l'arzultant R dle forse aplica a sia nen
mach normal a I’apogg, ma édco che soa riga d’assion a passa andrinta al perimeter d’apogg.
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Se le forse aplica a son mach daite dai péis, soa arzultant a I’é aplica al barissenter. Donch a
venta che la vertical cala dal barisenter a casca ant él perimeter d’apogg.

An figura 17 a son disegna ses apogg e éd costi mach sinch a disegno él perimeter d’apogg.
An pratica, se j’apogg a son pi che tre, coma pr’esempi un taulin con quatr gambe, e bin réid, an su
n’apogg reid, a I’é bin dificil che I’echilibri a sia stabili da tuti e quatr j’apogg. Tre gambe a reso él peis
e la quarta a I’é nen caria. Variand la posission dél barisenter a peulo cambié le tre gambe solecita.

An efét, da na mira analitica, as treuva che se j’ap0gg a son tre as peul calcolé le tre reassion,
mentre se j’ap0gg a son pi che tre a-i son nen basta equassion pér calcolé le variabij an geugh, a meno
éd fé d’ipotesi an sl’elastissita dlI’apogg.

Vardoma adess un corp su n’apdgg con atrito, andova I’atrito a I’é necessari pér I’echilibri.
Consideroma na scala pogia al mur e vardoma 10n che a capita arferendse a figura 18.

cono d’atrito Vv
dlI’apogg inferior 2%y
C
cono d’atrito
- dl*apogg O, Vo
superior
y h
P
Vly

o X
Viy 0,

Figura 18 — Echilibri con atrito

Pér anulé forse e moment totaj a venta che l'arzultant dle reassion a I’abia la stessa riga
d’assion dl'arzultant dle reassion. Le doe reassion a venta che a I’abio righe d’assion che as ancontro
sla riga d’assion dl'arzultant dle forse aplica. A venta peui che le doe reassion a sio ant él rispetiv cono
d’atrito.

La prima part éd figura a mostra ij doi cono d’atrito dij doi apogg e la part ABCD che a I’han
an comun. Le condission si dzora a son verifica se e mach se la riga d’assion dl'arzultant P a I’ha éd
pont an comun con la part an comun dij doi coni d’atrito. As védd édco che se la scala a sta nen chila
midema andrinta a un dij doi cono d’atrito, a-i son éd posission pér él péis an sla scala andova
I’echilibri a-i € nen. An figura, se él peis a I’é an ponta, pi davzin al mur dél pont B, la scala a sghija.

Ant la sconda part éd figura a-i é na scala, longa h e con peis P, che i suponoma a meta dla
scala. Consideroma che ij doi pont d’apogg O; e O a I’abio I’istess coeficent d’atrito f, e che I’angol «
fra scala e paviment a sia col minim prima che la scala a sghia.

Provoma a scrive le equassion dl’echilibri dé sto sistema, tnisend cont che la reassion al pont
O a I’é V1 con component Vi e Viy, e che la reassion al pont Oz a I’é V> con component Voy e Vay .
La condission che I’angol a sia él minim a pérmétt éd savéj coma as éscompon-o le reassion, dal

moment che i podoma scrive: Vqy =— f Viy 5 Vox = f -Vy . Donca:
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i Fx =Vix +Vay =0
D Fy=Vay +Voy —P=0
La component dél moment che a anteressa a I'é cola normal al disegn :
M, =Zi(xi “Diy = Vi 'CDix)Z0
andova con @ i I'oma indica tant le forse aplica coma le reassion
arcordand le relassion tra component dle reassion :

D iFx=—f-Vyy +Vy, =0
D Fy=Vay + -V, —P=0

0

M, =Vyy -h-cos(a)-Voy -h-sen(a)=0- P-g-cos(a)

An costa manera as peulo stabili quale ch'a son le reassion cand « a I’é al limit e I’angol «

midem. As treuva:
f-P P f.P f2.p
1+ f2 y 1+ f2 y 1+f2 y 1+f2

1- f2
2. f

;o tan (a)z

Vix =—

Echilibri ant un sistema nen reid

| foma giusta n’esempi éd problema andova la posission dle masse anteressa a I’echilibria I’¢é
nen ressiprocament costanta.

La figura 19 a mostra un bilansié che a peul bautié an sI’apogg. Un brass a I’ha na massa fissa
an ponta con peis F», I’autr a I’ha na massa éd péis F; che a peul score sensa atrito e a I’é tnua da na
mola con carteristiche conossue.

Figura 19 — Echilibri d’un sistema nen reid

| dait dél problema a son che: Le aste dél bilansié a I’han massa che a peul esse trascura. La
massa a snistra a peul score sensa atrito, la mola, an posission éd partensa, a I’é déscaria (a aplica gnun-
e forse). Pér déscrive Ié slongament éd la mola dovroma la manera Ah = k - F che i suponoma a vada
bin. L’angol fait da le aste a val « e ij doi angoj B/ e f2, an partensa, a son istess (bilansie
“orisontal”). Lassand liber &l bilansié an coste condission, i sercoma él pont d’echilibri. Sempe
arferendse a la figura, i dait numérich a son:

F1=20[N] ; F2=8[N] ; k=0,5[cm/N]
d=30[cm] ; a=b=5[cm] ; h=10+30[cm] (da min a max).
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o= 3n/4 ; B;=P.=n/8 (an partensa).
Lon che an anteressa a I’é se a esist, e an che posission, n‘ugualiansa tra ij moduj dij moment
dij doi brass, che a ven-o calcola rispét al pont d’apogg. Ant ogni posission la mola a ven caria da na
daita forsa, che a provoca né slongament e donca na variassion éd posission dla forsa F; an sl’asta. El

moment dé sta forsa as opon al moment dait da I’autra asta, &l brass dla forsa F, a I’é fonsion dla
posission dél bilansié. | calcoloma ij moment coma (Forsa x brass) e donca positiv an sens orari.

An partensa :
T T
pr = B2 =5 225° ; M,=F,-d -sen(5+ /31]: 221,731 [N -cm]

La forsa che a tira la mola a I'é: Fip =F-sen(B,)=7,653 [N]
X=h+a+b=10+5+5+4h=20 +k-F7 =23.872 [im]

M1:—F1-x-sen(%+/32J:—440,266 [N-om] ; My =My + My =-218,535 [N -ctm]

An coste condission &l bilansié a vira an sens antiorari. Son a fa chérse la forsa che a tira la
mola e a slontan-a él péis, ma la rotassion a fa scursé &l brass dla forsa F .

Pér I'echilibri a venta che a sia:
M1+M2 =0 M]_:—MZ
20-
notoma che /31:%—/32 e che x=20+k-Fy - 20+w
. 20- - S
240-sen[BT”—ﬁzjzzo-[20+%j-sen[%+/32j — condission d'echilibri

L’equassion si dzora a pérmétt éd trové B,. Anvece éd fé calcoj e passagi i I’oma fai arzolve
I’equassion dal calcolator. An fonsion éd 3, i I’oma calcola -M1 e M2 e i I’oma fait ij grafich, sercand
él pont andova a son uguaj. | I’oma trova 2 =68° coma a mostra figura 20.

500

400 H
M

300 H

e e ——————
20 30 40 50 60 70

Figura 20 — Echilibri d’un sistema nen reid

Fil solecita da na forsa continua

Is arferima a figura 21, andova a I'é arpresenta un fil nen estendibil ma d'autut flessibil, che a
sia solecita ai sO estrem da doe forse F; e F», e ant ij pond arlong soa longhéssa da na forsa che a
cambia con continuita con la posission. Cand él fil a I'é an echilibri a déscriv na "curva funicolar".
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Figura 21 - Curva funicolar

El fil a I'é solecita a I'estrem O; da la forsa Fy e a l'estrem O, da la forsa F». | consideroma un
pont P qualonque dél fil e i ciamoma con s la longhéssa dl'arch éd curva da O; che i pijoma com
origin, fin-a a P. | podoma donca consideré P = P(s) . | consideroma peui n'increment infinitésim ds éd
nostr arch s che an porta da P(s) a P'(s +ds).

Se F a I'é la forsa pér unita 'd longhéssa che a agiss an sél fil (a pordia esse so peis) antlora an
sl'element ds a-i sara na forsa F - ds. Sta forsa, rispét a un senter éd ridussion O qualonque a l'avra un

moment (P —O) A F -ds.

Integrand an sla curva da O; fin-a a P, i I'avroma l'arzultant Ap e '| moment arzultant Mp an
sél trait O1P, vis-a-di Ap =}Ifds . Mp =}(R ~0) AFds andova R a I'¢ "I pont variabil (che a
corispond a l'arch s) d'integras(s)ion. An sél pont Ig a agiss édco l'assion dél trait da P a O, e costa assion,
che a I'é nen conossua adéss, i la ciamoma @.
Antlora l'adission vetorial éd tute le forse che a agisso an sél trait O1P a I'é: Fy + } Fds + @
0

S

e 'l moment rispét a O éd coste a I': (O; ~O) AFy +[(R—0)AFds+(P-0)Ad, e a venta noté
0

che la forsa @ a dipend da la posission s.

Se sta part éd fil a I'é an echilibri, antlora a venta ch'a sio verifica le condission si sota :

S S
Fi+[Fds+@=0 ; (O,-0)AF +[(R-0)AFds+(P-0)Ad=0
0 0
Ste relassion a son vere pér qualonque arch s, a parte da zero fin-a a la longhéssa | dél fil. Se i
derivoma rispét a s coste doe condission i otnoma, ant I'érdin:
do do dP .

F+—=0 ; (P-0)AF+(P-0)A—+—Ar®=0
ds ds ds

Ma l'adission dij prim doi termo dla sconda equassion a fa zero, com as deduv da la prima

. .. aP -
equassion, e donca la condission as arduv a d_ AND=0.
S
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dP
Ma i notoma che 'S a I'é 'l versor 7 tangent a curva ant él pont P, e donca l'ultima

relassion an dis che l'assion @ che 'l trait PO, a esercita an sél trait O;P, a I'é tangent a la curva
funicolar, e a I'é na tension.

- 4o I : - - o
L'equassion F +d—=0 a ven ciama "equassion andefinia dl'echilibri ". Le equassion ai
S

limit ant ij pont Oy e O, (vis-a-dicons=0 e s=1) ason: F, +®(0)=0 ; F, —&(l)=0.

Se adéss i consideroma na trien-a d'ass cartesian ortogonaj Oxyz, i notoma che ij cossen
diretor dla tangent a la curva ant un pont P a son, ant I'érdin : dx/ds, dy/ds, dz/ds e che donca le
component dla tension @ a saran daite da :

dx d dz
o— cD—y D O—
ds ds ds

Se i proietoma I'equassion andefinia dl'echilibri an sj'ass i I'avroma (notand con Fy, Fy, F; le
component éd F ) :

L @d—x +F, =0
ds ds
L @d_y +Fy =0
ds ds
Ll @d—z +F, =0
ds ds

2
dx dx 2 dx 2
PR + | — + | — :l
ds ds ds
L'ultima equassion a I'é relativa ai cossen diretor dla tangent. Coste equassion diferensiaj,
ansema a lon ch'i loma vist prima, a pérmétto 'd troveé le incognite éd nostr problema, mentre che le
costant arbitrarie d'integrassion a pérmétto 'd fissé le condission al contorn.

I andoma nen pi ant I'ancreus, ma i vardoma jé svilup ant n‘aplicassion éd costi arzulta ant él
capitol si sota.

Caden-aria omogénia

A I'é la configurassion ch'a pija un fil grév sostnu a-i doi estrem e soget mach a la forsa 'd
gravita. A podria esse, pr'esempi, un fil dl'auta tension fra doi traliss, suponend che I'atach a j'isolator a
sio fiss. La curva, an sto cas, as és-ciama "“caden-aria omogénia " e (i lo dimostroma nen, ma a I'é
pitost antuitiv) a sta an sél pian vertical che a passa pér ij doi pont d'atach ai doi estrem.

La figura 22 a mostra ij dait éd partensa, andova i consideroma 'l problema an sél pian dla
curva, con l'ass x orisontal e I'ass y orienta vers l'aut. | I'oma ij doi pont estrem O; e O, con l'assissa éd
01 pi cita che cola éd Oy . | sernoma nen pér adéss I'origin, ma gia che i-i soma i disegnoma I'ass y ant
la posission che i sernroma peui. El fil a I'é omogéni e donca s peis pér unita 'd longhéssa a I'é¢ costant
e i lo disoma p. An costa manera la forsa pér unita 'd longhéssa a I'avra component Fx =0 e Fy = .

La diferensa, rispét a prima, a I'é che adéss la forsa che a agiss an sél fil a I'¢ mach cola 'd
gravita, dovua al péis dél fil midem. J'equassion pér I'echilibri a dvento :

ds ds ds ds
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dx
Integrand na vira la prima equassion i otnoma che QDE =Cost = @q . | I'oma ciama pargj

dx
la costant pérche CDd—S a I'é nen d'autr che la component dla trassion normal a la diression dla forsa

peis, e sta component @ a I'é costanta arlong él fil (la curva).

Yy
02
01
— v
@) X
Figura 22 - Caden-aria omogénia
d dx d d
Peui i podoma consideré che oL a peul esse scrivli coma @—-—y=@o el e
ds ds dx dx

antlora i podoma scrive la sconda dle equassion dl'echilibri si dzora coma:
dfdyj_p
dsldx Cpo

Pér arzolve st'equassion as part da consideré che i podoma scrive y' =dy / dx e che i I'oma

ds = \/dX2 +dy? = 1+ ( y')? -d x eche doncaaarzulta c:jx = L

Con quaich passagi che si i sautoma, e moltiplicand ij doi member pér dx, nostra equassion
dl'echilibri a dventa :

—d y —idx

che as integra facil rispét a y', considera coma na variabil, e as treuva:
p

In(4/1+( y’)2 + y') =——X + cost
D

Adéss i podoma serne la posission dl'ass y (fin-a adéss i I'oma mach considera soa diression)
an manera d'eliminé la costant d'integrassion. A basta sposté paralél st'ass e félo passé dal pont V éd
minim dla curva andova y' =0, an manera che an sto pont i 'oma x =0. L'equassion a dventa:

n(\1+(y)% +y)=—x
(v1+(y') y)cpo
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A sta mira i passoma da logaritm a numer e i otnoma che :

"2 . P
1+ + Yy =exp| —Xx|.
(y)° +y r{ o }
| podoma ‘ncora noté che se i ciamoma 4/1 + ( y’)2 =a e Yy =b, e is arcordoma che
(a+b)a—b)= a2 —h?, travajand su son i trovoma che a val édco :
P

1 72_l=e __r
+(y") y xp{ @OX}

Combinand le doe e integrand as treuva, coma equassion dla curva :

_ P p p
y=—=|exp| — X |+ exp| ——— X || + cost
2 p (po (po
Ancora na vira i podoma fé la costant ugual a zero sernend na posission adata dl'ass X, an

. s @
manera che 'l pont éd minim V (pér x =0) a I'abia valor Yy =—0
P

Pér la tension @ dél fil as treuva (i foma nen ij calcoj) chea val @ =py, e a I'ha sO minim
ant €l pont pi bass éd la curva, andova a val @y =p yo. A I'é natural che son a I'é véra con le sernie ch'i
I'oma fait pér j'ass (a basta nen aussé la curva pér aumenté la tension!).
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|J TRAVAJ VIRTUAJ E ‘L PRINSIPI ‘D D’ALEMBERT

Costa a I’& na part amportanta che a anteressa nen mach la Statica, coma véddroma con
I’estension che a ven faita dal prinsipi éd d’Alembert. A I’é “‘dco un dij pont éd partensa pér la
formulassion analitica dla mecanica, ma son i lo véddroma dop.

Gré ‘d liberta e vinco,.

| suponoma un sistema qualonque fait da N pont materiaj. El sistema a ven andividoa ant ogni
moment, ant un sistema d’arferiment cartesian ant I’éspassi, da tre coordina pér pont, e donca ‘I sistema
antregh a I’é déscrivu da 3 - N variabij (0 coordind). Coste a peulo esse tute andipendente, e antlora i
disoma che él sistemaa I’ha 3 - N gré “d liberta.

Un sistema qualonque dont soe posission a peulo esse déscrivue da N variabij andipendente a
I’ha N gré “d liberta.

Se ‘I sistema a I’ha “d vincoj, costi a arduvo ij gré “d liberta, ma a I’¢ mal fé a traté con ogni
tipo ed vincoj. | I’oma an ogni meud vist che a-i son vincoj che a peulo esse arpresenta con n’equassion
algébrica fra quaich 0 tute le variabij e che a dipendo nen dal temp, e an sto cas él problema as
semplifica. An efét coste relassion a arduvo ‘I numer dle variabij andipendente, e donca a arduvo ij gré
‘d liberta. El problema a podra peui esse col éd trové quale che a son le variabij andipendente, 0 quale
variabij a venta serne com andipendente.

Pr’esempi, un corp reid che a peussa esse pensa coma n’ansema ‘d pont a I’ha ij vincoj che
ogni cobia ‘d pont a deuv manten-e costanta la distansa fra ij doi pont. An sto cas i I’oma vist che, pér
tanti che a sio ij pont, le variabij andipendente a son mach le tre coordina dI’origin dla terna solidal e
tre cossen diretor dj’ass éd costa terna. El pendol compost che i I’oma vist a I’¢ stait éstudia ant
I’ipotesi che a podeisa mach viré antorna a n’ass che a passava pér él pont éd sospension, e donca con
un sol gré “d liberta, dait da I’angol d’ossilassion.

Un vincol a peul esse arpresentd da n'equassion algébrica, coma pr'esempi un pont vincola a
n‘autr pont fiss da n'asta réida a venta che a manten-a la distansa d dal pont fiss e I'equassion dél vincol
a dventa cola dla sfera con senter ant &l pont fiss e ragg d. Un vincol dé sto tipo a I'é ciama "bilateral ".

Se ant I'esempi si dzora i butoma un fil nen estendibil ma flessibil, antlora nostr pont a peul
nen avéj distansa pi grossa che d, ma a peul avéjla pi cita. El segn d'ugualiansa dla condission éd vincol
a dventa un segn éd désugualiansa, che a peul esse > opura <, e 'l vincol, che a I'é pi nen arpresenta
da n'equassion ma da na désequassion a ven ciama "unilateral ".

An general peui, an cost capitol e almanch pér adéss, i consideroma vincoj che a I'abio nen
d'atrito.

Se 'l vincol a I'é unilateral, as peul nen disse se e coma a arduv ij gré 'd liberta dél sistema,
pérché son a dipend da la spessifica condission dél moment (andova a peul valej él segn d'ugualiansa 0
col éd désugualiansa).

Spostament anfinitésim

Se un sistema éd N pont a I'é an moviment, antlora ant ogni interval éd temp infinitésim dt,
un pont qualonque dél sistema P; a I'avra né spostament dP; =v; dt, con v; che a I'é la velocita (fonsion
dél temp) dél pont midem. Cost a I'é né spostament real, che a ciama un temp dt pér capité.

| suponoma adéss che un sistema éd N particole a sia andividoa, ant un sistema d'arferiment,
dai vetor éd posission r; d’ognidun-a dle particole (che a van da l'origin al pont).

Ant 10on ch'a ven, anvece 'd consideré né spostament real, i an-maginoma éd podej dé a tute le
particole né spostament anfinitésim, imaginari e istantani che i ciamoma & r; e che a ciama nen un temp
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dt, ma a I'é arferi a un spessifich istant. Se ij gré “d liberta a son N, costi spostament a peulo esse tuti
andipendent I’'un con I’autr. Sti spostament a son ciama "spostament virtuaj *.

j travaj vrtuaj

I suponoma d'avej él solit sistema fait da N pont materiaj e i suponoma che, sensa che a-i sio
'd vincoj, a sia ant na posission d'echilibri. Antlora a veul di che tute le arzultant dle forse che a agisso
an sij pont a son a zero, vis-a-di : F; =0.

Donca a sara ‘dco, se coste forse a son na fonsion continua dla posission:

Zlfi XSF] =0
i

| podoma di che ‘I travaj 6 T fait da le forse an cost éspostament virtual a val zero. Costa I’é
‘| prinsipi dij travaj virtuaj che a dis:
El travaj che a ven fait da un sistema an echilibri pér n’éspostament virtual arbitrari e anfinitésim a
val zero.

Spostament “virtual” a veul di che I’éspostament a I’¢ mach imagina e nen dait an manera
fisica. A I’é na spece “‘d “sonda matematica”.

Se adess i suponoma che ant él sistema a-i sio “‘d vincoj, antlora i podoma consideré le forse
coma dividue an forse aplica F; (@) e forse vincolar F; (V)che a son daite da le reassion dij vincoj. E
donca i I’'oma:

F=F® g0

Nostra espression éd prima a dventa antlora:

i SEOxsr + Y EO <58 =0

A proposit éd reassion vincolar, as peul nen parlé ‘d travaj, dal moment che le forse vincolar
a son nen, éd solit, continue, 6 méj, a son nen na fonsion continua dla posission ant I’éspassi.

A sta mira a venta antroduve un neuv postula:

2] S EW o1 20

che a sia vera pér tuti j’éspostament & ri che a sio compatibij con ij vincoj. Son a I’é intuitiv, se
prlesempi as considera un pont grév pogia an s’na surfassa: n’éspostament vers él bass a I’¢ nen
compatibil con ij vincoj mentre ant n’éspostament vers I’aut él travaj a saria positiv, ma la forsa buta
dal vincol, an quaich manera, a spariss. A I'é natural che costa espression a val mach pér le reassion
vincolar.

Se le espression [1] e [2] a son giuste, antlora a venta édco che a vala I’espression, relativa a
le forse aplica:

[3] > E® 51 <0
i
Son a portria a conclude che, pér le forse aplica:

[4] 5T =Y FE® xsr <0
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Adess per0 i consideroma d’éspostament che a sio reversibij, vis-a-di che a peusso esse fait
tant ant un vers coma ant I’autr. Spostament che se a esist (a I'¢ compatibil) §r;, antlora a esist (a I'é
compatibil) édco — & r; . Ciamoma costi spostament &’ ;.

I ’'oma dit che costi spostament a son arbitrari, e donca lon che a val pér & r;, a val édco pér
—Jorj . Donca a venta che a sia véra che:

5] R x(-67)<0

Costa espression a I’é compatibil con la [3] mach se

[6] SE® x5 =0

) Son an lassa buté ‘I prinsipi dij travaj virtuaj ant la forma :
El travaj che a ven fait da le forse ative un sistema, a parte da na posission d’echilibri, pér né
spostament virtual anfinitésim, reversibil e compatibil con ij vincoj, a I’é zero.

Se a-i son éd vincoj, nen tuti jé& spostament a son andipendent, e donca as peul nen conclude
che tute le component F; @) dle forse a sio a zero.

N'autra manera
As peul édco vardé la costion parej:

La formulassion dél prinsipi dij travaj virtuaj, ant él cas éd vincoj sensa atrito, a peul esse, an
forma general, daita paréj :
Le reassion che a ven-o dai vincoj sensa atrito a son tale che 'l travaj 6A che ste reassion a fan a val
zero pér ogni spostament virtual anvertibil, e a I'é positiv opura zero pér ogni spostament virtual nen
anvertibil.

Donca i I'avroma che 54 =" F{") x6P; >0

Se Ifi (a) a I'é la forsa ativa aplica al pont P; , e Ifi v) la rispetiva reassion vincolar, dal
moment che 'l sistema as supon an echilibri, a venta ch'a sia F;®) + F;() =0, e donca ;@) = — ;).
El travaj virtual fait da le forse ative dél sistema pér dé spostament virtuaj SP; a sara dait da
ST = SR xop = - F s = —on

ma dal moment che §A4 >0, antlora a arzulta che a venta ch'a sia ST <0. As dimostra che costa a I'é

condission necessaria e suficenta pér I'echilibri. An conclusion as peul disse:

Pér che un sistema quualonque, con vincoj sensa atrito, a sia an echilibri a I'é necessati e suficent che
I'adission dij travaj virtuaj dle forse aplica al sistema a sia zero pér spostament anvertibij e che a sia
0 negativa 0 zero pér spostament nen anvertibij.

Statica dij sistema grev.

| consideroma sempe un sistema coma coj éd prima, con la diferensa che adéss le forse aplica
a son daite mach dla péis dij pont. Pér sta tratassion i pijoma un sistema d'arferiment con I'ass z orienta
vers angiu (vis-a-di ant &l sens dl'acelerassion éd gravita). | ciamoma peui con m; la massa dél pont
ch'afai, econ g l'acelerassion éd gravita. J'autre notassion a son cole 'd prima.

Se i pijoma un generich pont P; dél sistema la forsa F; aplica a P; a I'avra coma component
Fxij=0, Fyi=0, Fzi=m;-g.
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| suponoma peui un genérich spostament virtual dél sistema e i I'oma che pér 1€ spostament
OP; le component a saran 5%;, dYVi, 0.

El travaj virtual dle forse aplica an sto cas a resta :
oT = Zi |Ei X 6Pi = g-Zmi -5Zi
i

Adéss i consideroma 'l barissénter dél sistema, che i ciamoma G, dont a I'é d'anteresse, an

. . . i MiZj
cost problema, la coordina z. Com i savoma da la geometria dle masse, costa a val: zg =Z'—
m

andova m a I'é la massa total dél sistema.

Lé spostament virtual che a provoca l'increment 6z; dle zi a provoca, an sél barissénter, na
- 2.iMi- 0z
variassion 6z cheaval : oz =———.
m
El travaj virtual dle forse ative a dventa, antlora, 6T = gm &z . Pér che 'l sistema a sia an
echilibri a venta cheasia 6T <0 edoncaaventachasia 6zg <0.

A sta mira a I'é méj ch'i arcordo che i I'oma orienta nostr ass z vers l'angiu. Son a I'é 'l
prinsipi 'd Torricelli che a dis:

La condission necessaria e suficenta pérché un sistema grév a sia an echilibri a I'é che pér
ogni spostament virtual dél sistema so barissénter a I'abia spostament negativ o nuj. (Pér com i I'oma
orienta l'ass z "che 'l barissénter a cala nen ).

El prinsipi ‘d d’Alembert.

Fin-a adess i I’oma trata d’echilibri statich, suponend che un sistema an echilbri a sia ferm,
ant él sistema d’arferiment dovra. Ma 'l concét d’echilibri a peul esse estéis.

| pijoma adess le equassion dél moviment pér nostr sistema éd N pont, paréj com a ven-o da
I scond prinsipi ‘d Newton. Pér ogni particola i i I’oma:

_ 4 B
Fi =mj & :d_t(mi Vi)

Vis-a-di che i I’oma:

. od,
Fi _d_t(mi Vi) =0

. d " . L \ L
El termo d—t(mi 'Vi) a I’ha le dimension éd na forsa, che as peul imaginé coma se a

echilibréisa la forsa Ifi , che a I’é la forsa che a agiss an sél pont i. | suponoma antlora 'l sistema
antrégh éd N pont, e i suponoma éd dé né spostament virtual anfinitésim a tut él sistema:

z{ﬁi —:—t(mi-vi)}x5ri -0

Adess i dividoma torna le forse an aplica e vincolar :
= = d
F-(V)x5r-+ [F-(a)——m--\T- }xSr-:o
iz | | IZ | dt ( [ ) I

Pér né spostament compatibil con ij vncoj i I’avroma ancora che:
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Zlfi(")xéri >0

E donca a venta ancora che a sia:

Z[ﬁi(a) 4 (i v )}XSri <0

dt

Coma i I’oma vist prima, se jé spostament a son édco anvertibij, antlora I’tnica possibilita a
I’ che a sia:

Z[ﬁi(a) S )}xS’ri ~0

i
i podoma sempe parlé ‘d travaj pér 1on che as arferiss a le forse F; (a)’ ma nen, an manera imedia, pér

. d - . \ oo - T
ij termo d—t(mi -V ) | podoma ciame costi termo coma “forse d’inersia” che indicoma con 1, e i

podoma scrive, antlora:
Z[ ﬁi(a) +ri ] ><5Ti =0
i

e i ciamoma “forsa efetiva” &l termo F; @) 4+ T

A I’€ un poch coma se i diséiso che pér un corp che as bogia sota I’assion éd na forsa, la forsa
midema e la soa conseguensa a son an echilibri. Costa a I’e na manera pi general, e manch natural, éd
pensé a I’echilibri, ma an ogni manera a I’é na forma logica e giusta da na mira matematica. As peul
donca enonsié él prinsipi ‘d d’Alembert coma:

Ant I’éspostament virtual anfinitesim anvertibil e compatibil con ij vincoj d’ogni sistema dinamich, él
travaj dle forse efetive a I’ zero.

| parleroma 'ncora éd cost prinsipi, paréj com i arpijroma quaicos dla Statica, parland dél
passagi da la Mecanica vetorial a la Mecanica analitica.
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Pagina lassa bianca éd proposit
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