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Part 4: Dinamica

La Dinamica a studia la rason dél moviment. Sta part a I’é sentra an sle relassion tra Forse, Masse e
Moment. As definiss la Quantita éd moviment e sO moment, &€l Travaj e I’Energia éd moviment
(cinética). As védd coma a fonsion-a €l Moment d’Inersia. As éstabilisso le relassion tra energia
potensial e cinetica e as definiss la Potensa. Son, prima pér un pont material e peui pér un corp real.
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|J PRINSIPI DLA MECANICA NEVTONIAN-A

| arportoma, a sta mira, ij prinsipi dla Mecanica coma a son stabili da la teoria éd Newton,
che a son édco la base pér la Dinamica. | I’oma gia dovra quaicos dé sti prinsipi, ma si i-j butoma tuti e
tre ansema, giusta pér aveéj-je present.

Prim prinsipi (inersia)
Ogni corp a tend a manten-e sO stat d’arpds 0 'd moviment drit costant se a interven nen na forsa
esterna a cambiélo.

Son a veul di che qualonque acelerassion, paréj coma a I’é staita definia an Cinematica, a
venta che a sia provoca da na forsa. A fa part éd I'esperiensa comun-a 'l fait che un corp ch'a sia ferm a
I'na da manca 'd na forsa pér bogésse, e sta forsa a peul esse 'dco so péis. A I'é nen antuitiv a l'istessa
manera che, sensa na forsa, un corp che a bogia as férma nen. A-i va sens'autr na forsa pér férmeé un
corp, e son a I'é esperiensa, ma 'l corp, an general, a tira 'dco a férmésse da sol prima 0 peui. A vardé
bin, com i faroma, a son sempe esterne forse che a lo férmo. I I'oma gia acena a le forse d'atrito e a le
resistense an general.

Scond prinsipi (assion)

Se su un corp material I'arzultant éd tute le forse aplica a I’é nen ugual a zero, antlora an sél corp as
produv n’acelerassion che a I’é proporsional a I’arzultant dle forse e inversament proporsional a la
massa dél corp.

As peul édco di che: Se su un corp material I'arzultant éd tute le forse aplica a I’é nen ugual a
zero, antlora an sél corp as produv na variassion dla quantitd 'd moviment dél corp midem (e i
véddroma cos i voroma di con "quantita 'd moviment").

Son a I’é stait dovra pér defini tant la massa che la forsa. El fait che ste doe definission a sio
nen andipendente a I’é un problema teorich, ma an pratica tut a fonsion-a istéss, coma i podroma
védde.

Ters prinsipi (reassion)
A oOgni assion éd na forsa, a corispond na reassion ugual e contraria. Se &l corp A a produv na forsa
an sél corp B antlora él corp B a produv na forsa ugual e contraria an sél corp A.

Son a veul di che la forsa a I’é sempe n’interassion tra lon che a produv la forsa e 1on che a la
subiss. La forsa a anteressa mai un sol sogét. Se na person-a a possa n’armari, I’armari a aplica na
reassion a la pérson-a, an efét se la pérson-a a I’ha le scarpe che a sghijo, a I’é I'armari a posse 'ndarera
la pérson-a. An efét, e i I'oma dia acena a son, fin-a sta mira i I'oma considera un corp 0 pont material,
e na forsa aplica da fora an manera astrata. Si i suponoma che la forsa a sia aplica a un pont A a rason
dla presensa éd n'autr pont B.

| I'oma vist che se 'l pont A a I'na un peis, son as deuv a la presensa dél pont B, che an sto cas
a I'é 'l pianeta Téra (che as comporta, con n‘aprossimassion che pér adéss an basta, coma un pont con
na massa coma cola dla Tera piassa ant €l barisenter dla Tera). Contut che j'efét a sio nen osservabij,
édco 'l corp a aplica na forsa ugual e contraria a so péis al pianeta Téra.

Sti prinsipi a son intuitiv e verifica da I’esperiensa. L’aplicassion éd costi prinsipi a porta a
déscrive ij fenomeni ant na manera che a I’é verifica da j’esperiment.
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Pagina lassa veuida aposta
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DINAMICA DEL PONT MATERIAL

Si i comensoma a védde coma le 1) dla Dinamica as aplico al pont material e ogni vira che
na massa a peul esse considera coma un pont (i I’oma vist éd cas andova un corp as comporta coma se
tuta soa massa a fussa consentra ant él barisenter). A I'é natural che costa a I’é n’astrassion che a
pérmétt d’arcavé relassion fondamentaj, an manera sempia, che a peulo peui esse generalisa ai corp
materiaj.

J'equassion dél moviment

| suponoma un pont liber e i consideroma, an general, forse che a dipendo da la posission
P dél pont, da soa velocita P e dal temp t. L'acelerassion dél pont P , com i I'oma vist an Cinematica,
a sara la deriva sconda rispét al temp dla posission. | I'avroma donca che nostra relassion fondamental a
dventa F(P,P,t)=mP .

Costa a I'é n'equassion diferensial vetorial dlé scond ordin che, dait n‘arferiment cartesian
Oxyz, a peul esse scomposta an tre equassion diferensiaj scalar, sempe dlé scond 6rdin, dél tipo:

mX=Fy (X, y,Z,X, ¥,2,t)
my=Fy(x,Y,z,X,79,21)
mz=F,(x,y,z,%, ¥,Z,t)

andova Fy, Fy, F; a son le component dla forsa second j'ass.

L'integraj éd coste equassion a I'avran 6 costant arbitrarie, che a corispondo a la possibilita ‘d
dé le condission inissiaj dél moviment, che a saran la posission éd partensa (3 coordina) e la velocita
inissial (3 component). Macassia a I'é nen dit che son a sia sempe possibil.

Nen sempe l'integrassion dj'equassion si dzora a peul esse faita an termo fini, e sovens a venta
passé a svilup an série. Ma dle vire la cosa as semplifica cand as conosso d'integraj prim dél sistema,
pér quaich cas particolar. | stoma nen a andé pi ant I'ancreus, e i véddroma man man sti cas cand a son
d'anteresse particolar.

El prinsipi d’assion e la quantita éd moviment

La relassion fondamental éd partensa a I’é cola che i I’oma désgia vist pér defini forsa e
massa e che a I’é I’éscond prinsipi dla Fisica. F a I’é la forsa, ma I’é la massa e a a I’é I’acelerassion:

F=m-a

I P'oma gia presenta tuti j’element éd costa relassion. Da la Cinematica i savoma che
I’acelerassion a corispond a la variassion éd velocita ant él temp. Antlora i podoma scrive:

If:m-d—vzi(m-\?) ;i definima Q=m-V ; antlora:
dt dt
IE:Z—? . se F=0 antlora Q= cost

La quantita vetorial Q =m - v che i I’oma defini a ven ciama quantita éd moviment. Soa
unita éd misura a I’é [kg - m/s] opura [N - s]. Lon che i I’oma vist a esprim la conservassion éd la
quantita éd moviment an sta manera:
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La quantita éd moviment éd na massa as conserva costanta se a-i € nen na forsa esterna che a agiss an
sla massa. Méj, se I’arzultant dle forse esterne che a agisso an sla massa a I’é zero. An general i
disoma che la deriva dla quantita ‘d moviment rispét al temp a val, an ogni istant, la forsa aplica an
col moment al pont material.

El concét éd quantita &l moviment e soa conservassion a I’é motobin amportant. Suponoma
che na forsa a agissa an s’na massa pér un dait interval éd temp t. Suponoma che la massa a I’abia na

velocita inissial vo qualonque. Pér 1on che i I’oma gia vist, a val son:
dv=a-dt ; m-dv=dQ=m-a-dt=F-dt
e integrand ant I'interval da 0 a t:

t
Fodt=|m-a.dt=m-(a-t-vg)=AQ=F-t=T
0

O —y

As védd che la forsa F che a agiss pér un temp t a provoca na variassion éd quantita éd
moviment AQ = F - t che a ven ciama Impuls e a ven indica con i.

A venta ten-e present che impuls e quantitd éd moviment a son vetor e donca se ha massa a
I’ha na certa Qg inissial e a arsev un impuls i, él valor dla Q final a sara I’adission vetorial éd Qg e i.

El modul dla Q final a I’é I’adission dij moduj Qg e i mach se costi a I’han I’istessa diression e I’istess
vers. Ant la figura 1 a ven mostra Ion che i I’oma dit.

An pratica, coma pér tute le adission éd vetor, I’arzultant a I’avra coma component I’adission
dle component omonime dij doi vetor éd partensa.

La figura a mostra un prim cas andova Qg e i a I’han istessi diression e vers e n’éscond cas
con un Qg éd partensa normal a I’impuls i.

—
F a=F/m vi=vptat ; AQ=F-t
-m-vy=m-(vp + at)
gl m-(at)= AQ=F-t
dop él temp t
m-vo |
4
R
= a=F/m

Figura 1 — Variassion dla quantita éd moviment — Impuls.
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Se i consideroma un moviment an s’na curva, i savoma da la Cinematica che cost a I’é prodot

.2
da n’acelerassion che an general a I’ha doi termo: a=5-7 +—-n antlora la forsa, second él
ol
prinsipi vist, a dventa:
- §2 .
F=m-d=m-§$-7+m-—-fi=F, +F, andova:
P
- - 2
F,.=m-8.-7 ; Fy=m-—-n
P

Son a veul di che él moviment a I’é prodovu da doe forse (opura da na forsa con doe
component, che a fa I’istess), dont un-a tangensial e I’autra normal a la traietoria, e che sta sconda forsa
a I’é sentripeta, vis-a-di direta vers él senter dla curvadura dla traietoria. Pér &l ters prinsipi dla
mecanica (assion e reassion) él pont a reagiss a la forsa sentripeta con na forsa sentrifuga ugual e
contraria.

Son, che a I’é sempe vera, as védd bin an cas éd moviment sircolar costant, andova I’unica
acelerassion a I’é cola sentripeta. La forsa sentripeta a ven aplica da quaicos che a peul esse un fil tra
massa e senter, un binari an curva e via fort, che a obliga la massa a sté an sla traieoria curva. La massa
a aplica a soa vira, éd conseguensa, la forsa sentrifuga al fil, al binari, e via fort.

— S 2 —
Forsa sentripeta F, =m-—-n =—F, forsa sentrifuga
P

| voroma noté, ambelessi, che la variassion dla quantita 'd moviment e acelerassion moltiplica
pér la massa a peulo esse considera I'istéssa cosa mach se la massa a I'é na costant dél corp, vis-a-di
mach se i soma nen ant él camp dla mecanica relativistica. Ambelessi noiautri i introma nen an sto
camp, ma a smija giust sotlinié sto pont.

El moment dla quantita éd moviment

I I’oma vist cos a I’é €l moment éd na forsa rispét a un pont, ant la part inissial dla Statica, e

adess i arpijoma él concét. Partoma torna da I’espression che i I’oma vist prima %(m-v)z F.

Suponoma che la forsa a sia aplica al pont P che as bogia, e pijoma un pont O d’arferiment
fiss. Arciamoma la definission éd Moment M éd na forsa F aplica ant un pont P, rispét a un pont fiss
O, che a I’é &l prodot vetorial M = (P - O)/\ F . Soe dimension a corispondo a [N-m].

Adess, an coste condission, i definima un vetor K che i ciamoma Moment dla quantita éd
moviment coma:

K=(P-0)A(m-V) con dimension [N-m-s]

Se i derivoma I’espression si dzora rispét al temp i trovoma:

dK dP d
—=—AMm-V)+(P-0)A—(m-V
o =g (M-9)+(P-0)a—(m-v)
P _
Ma él prim termo dI’éscond member a val zero, pérché E e V ason paraléj e donca:
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E:(p_o)A%(m.v):(p_o)Aﬁ:m

son a veul édco di chese M =0 antlora K =cost.

Son a esprim la conservassion dél moment dla quantitd éd moviment, ant él sens che se él
moment éd la forsa aplica a un pont a I’é zero, &l moment dla quantita éd moviment dél pont a cambia
nen. An ogni meud i podoma di che:

An ogni istant la deriva rispét al temp dél moment dla quantita 'd moviment rispét a un pont fiss O a
val coma 'l moment dla forsa aplica an col istant al pont material, rispét a I'istess pont O.

A proposit éd moment e prodot vetorial, a venta sempe arcordé la convension dij segn e
I’ordin dij vetor ant él prodot.

Moviment éd rotassion

I P'oma vist ant la Cinematica dij sistema réid che ant un moviment generich un pont
qualonque d’un corp a I’ha, pér ogni interval infinitésim éd temp, un moviment éd traslassion e un éd
rotassion antorna a n’ass che a cambia ant él temp. | I’oma édco vist le doe forse, tangensial e normal,
che a produvo él moviment. A I’é amportant védde un poch méj 1on che as arferiss a la rotassion e che i
I’oma pen-a acena prima.

Pér fisse le ideje consideroma un pont che a vira antorna a n’ass fiss (son a peul esse part dél
moviment elementar d’un moviment generich).

| vardoma la figura 2, che a ilustra la situassion. El pont P a I’ha na massa m e a vira an s’na
sirconferensa éd ragg r antorna a n’ass a con na velocita angolar @. | sernoma un senter d’arferiment O

an sl’ass. La velocita v dél pont P aval: V = c?)/\(P - O)
El modul |v| &d la velocita a val |v| = @ r (i notoma si che @ a I’é un vetor nen aplica). Se
adess i voroma scrive él moment dla quantita éd moviment dél pont i trovoma:

K=(m-V)AF=m-@-r?

Ma i I’oma vist ant la tersa part dé ste note, che la quantita m -r2 a I’é &l Moment d’Inersia

dél pont P rispét a I’ass a. An definitiva a risulta antlora che Kz3 =15, -@ e la notassion dovra a

arciama 'l fait che moment dla quantita éd moviment e moment d’inersia a son ariferi a I’ass a. | I’'oma
vist che:

Figura 2 — Moviment &d rotassion
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— = d - -
M=K donca M :d—t(laa @) =lgg — =l @
se ¢ a I'é I'angol éd rotassion :

& = ¢ = acelerassi on angolar

A-i é donca na stréita corispondensa tra Forsa, Massa, Acelerassion da na part (moviment éd
traslassion) e Moment, Moment d’Inersia e Acelerassion Angolar da I’autra (moviment &d rotassion).

Travaj e Energia cinetica

Arpijoma da n’autra mira 10n che i I’'oma désgia dit a proposit éd travaj. El travaj elementar
dT che i I’'oma gia defini coma prodot scalar éd na forsa F pér n’éspostament ds éd sO pont
d’aplicassion, a peul esse scrit coma:

dT :ﬁxdgz(m-z—\t/}x(v-dt) vis-a-di dT =m-V-dv

ma a I'é: m-v-dvzd(%-m-sz

El travaj elementar dT a I’é antlora él diferensial dla grandéssa che si i ciamoma Energia
Cinética Ec e che a val:

Ec:%-m-v2 con dimension [kg-mzlsz]:[N-m]:[J]

El simbol [ J] a I’é pér Joule, che a I’é I’'unita &d misura dl’energia, sia cinética che potensial,
e dél travaj. Son a veul di che as trata éd grandésse dI’istessa natura, 0 se as I’ha pi car, tre forme
diverse dlI’istessa grandéssa, pi general.

Se integroma &l diferensial dl’energia cinética (0 dél travaj) da un temp t; a un temp t; ,
interval d’assion éd na forsa F an sla massa m, i trovoma:

t2 to 1 2 1 2 t2 ~
fdL=[m-v-dv="-m-vi —=-m-vj =Ecy —E¢y = [F xds
2 2
1 4} f1
Costa a I’é la dimostrassion dél Teoréma dle forse vive che a dis:

La variassion d’energia cinética Ec d’un pont material (sistema) relativa a I’interval éd temp t, —t, a
corispond al travaj total T fait da le forse aplica an col interval.

| vardoma figura 3 pér studié cos a sucéd ant un moviment éd rotassion. | suponoma él pont P
vincola a bogesse an s’na sirconferensa éd ragg r, che a subiss I’assion dla forsa F.
dT =F xds=F -ds -cos(6)=F -cos(6)-F - dg
arcordand |'espression dél moment éd na forsa:
M=F.F-sen(a)=F -F-cos(@) antlora dT=M -do
e da lon che i I'oma vist :

dT=1-0-dp=1-00-w-dt=1-w-do ma cost a I'é él difernsial éd:

N |-

integrand tra o e ®;

1 : 1 . o ,
T =3 I (w% _wlz) ;  L'espression EC=E-| -@? a I'é 'energia cinética dla rotassion
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Figura 3 — Energia cinética éd rotassion.

La Potensa

El concét éd potensa P as arferiss al raport tra un travaj e él temp che a-i va a félo. Ant
j’aplicassion pratiche sovens as arferiss a na machina che a produv travaj 0 a asorb travaj. Da na mira
teorica i podoma defini la potensa ant un istant e la potensa média ant un interval éd temp, coma pér
tute le grandésse che a peulo cambié ant €l temp. Si i ciamoma P; la potensa al temp t e Py la potensa
media ant I’interval At.

Second lon che i I’oma dit i podoma scrive:
dL AL N -m
dt At S

Pt

=H=[W](vvatt)

S

La potensa as misura an Watt che a corispondo a Newton per meter su second, opura a Joule
su second.

Vist che él travaj a I’é na forsa pér n’éspostament, i podoma édco scrive:
dL F xds B
o d
La potensa a arsulta antlora coma &l prodot scalar dla forsa pér la velocita. Son a ven a taj an

particolar cand as parla éd potensa daita 0 asorbia da n’ass che a vira. Se a un dait ragg r la forsa
tangensial prodota o ciama a I’é F, e se an coste condission I’ass a fa n gir a la minuta, i podoma di:

T

xV

M=F AF=F.r moment dla forsa (motor 0 resistent)

w-r :M:\T velocita tangensial
60
Py :d_L:ﬁXVZZ-n-n-r-F :M_Z-n-n
dt 60 60

La potensa calcola parej a I’é la media an sla minuta. Se ij gir a son costant, antlora édco la
potensa al’é costanta.

Energia potensial - Conservassion dl’energia total

| arpijoma antlora 10n che i I’oma gia dit a proposit dI’energia potensial ant un camp éd forse
e i lo completoma. Consideroma un camp éd forse gravitassional, e vist che as comporto tuti a I’istessa
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nmanera, suponoma €&l camp teorich térestr. 1 I’oma dit teorich pérché peui i véddroma j’efét dla
rotassion dla téra che pér adess i consideroma nen.

I I’oma vist ant la tersa part éd coste note che &l camp gravitassional dla tera a I’ha un

Mtgra

potensial defini coma V =—y e che él travaj T pér la massa unitaria che a passa dal

potensial Vi1 al potensial V, a I’ha él valor T =-AV =V; — V, . Pér na massa m qualonque él travaj a
sara dait dal valor T =-AV - m. = W; — W, . Pér semplifiché, da si anans i ciamoma Ep I’energia
potensial che prima indicavo con W.

Se i suponoma che la forsa che a agiss an s’na massa a I’é cola dél camp gravitassional,
antlora i savoma che él travaj fait da sta forsa a corispond a na variassion dI’energia cinética dla massa,
che a I’é dait dal valor T =Ec, — Ecj e che cost a I’é I’istess travaj dait da la variassion dél potensial.

Antlora pér na massa qualonque, che ant un camp gravitassional a passa da un pont P; a un
pont P, ,aval:

Ep; —Ep, =T =Ec, —Ec; e son a veul di che:
Ep; + Ecy = Epy + Ecy =cost.
Pér na massa nen sogeta a autre forse aplica da fora, ma mach al camp gravitassional,

I’adission éd soe energia cinética e energia potensial as manten costanta. Cost a I’é &l prinsipi dla
conservassion dlI’energia total ant un camp conservativ, coma col che i consideroma.

Integral dle forse vive
I Poma vist che un camp H a I’6 un camp conservativ cand a esist él diferensial
—dV =H, -dx+Hy-dy +H;, -dz ea Ié difernsial precis. Son a veul di che pér la forsa F che él

camp a aplica a na massa ma val:
Fxds=—dV -m=dU

U
Fx -dx +Fy-dy+F -dz:a -dx+aU -dy+aU -dz
0X oy 0z
e édco: Fy _Y  Fy _Y . F, _oY
o0X oy 0z
I'espression ZU + ZU + ZU aven ciama"gradient"dla fonsion U eas éscriv: grad (U)
X y X

A ven pi comod ciamé U (sensa segn — ) I’energia potensial — dV - m e a venta arcordésse sta
posission. Pér un camp conservativ, antlora, I’equassion dél moviment a peul esse scrita:
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m-§=grad(U) che a echival a le tre equassion:

m-X=— -
OX oy 0z

se i moltiplicoma pér s ij doi member dla prima equassion il'oma:

m-§xs=sxgradU) ; %-m i(:;2)—du : d [l.m.vzj_du

e we™ )T
¢ _dU
dt dt

arcordand le convension dij segn faite, e pér Ion che i savoma gia:
Ec—U =C andova C a I'é na costant.

Ma cost a I'é propi I'integral éd I'espression dd—tC:dd—LtJ che i I'oma trova.

Cost a ven ciama I’integral dle forse vive. Na conclusion amportanta éd 1on che i I’oma vist a
I’é che la deriva dI’energia potensial rispét a n’éspostament ant na diression qualonque a da la forsa dél
camp an cola diression.

El camp gravitassional térestr an pratica

Se i consideroma che, ant I’éspassi éd nostra esperiensa, €l camp H a I’é costant e vertical
(che a I’é n’aprossimassion motobin bon-a), a I’é dirét vers él bass e a val g = 9,81 m/is® | e is
preocupoma mach éd diferense éd potensial e variassion d’energia, considerand un sistema
d’arferiment con I’ass z vertical e orienta vers I’aut, i podoma scrive:

‘H de‘:—g-dz
la fonsion Potensial a venta che a sia tala che:
dV =—g-dz sta fonsion a I'é: V =g-z+C andova C a I'é la costant d'integrassion

| podoma fissé la costant d’integrassion an manera arbitraria, vist che 10n che a n’anteressa a
son le diferense éd potensial, e i podoma di che a V val 0 pér z =0. Antlora i podoma di che pér aussé
na massa m da un za fin-a a un zg a-i va un travaj

Tag=m-g-(zp - 2p)

Vardoma él segn dé sto travaj. Se I’éspostament a ven fait vers I’aut, la diferensa dlé scond
member a I’é negativa e él travaj fait da le forse dél camp a I’é 'dco chiél negativ. Pér aussé un grev a-i
va na forsa da fora. Son a fa chérse él potensial. Se & spostament a ven fait vers él bass, antlora él
camp a fa un travaj positiv a spéise dl’energia potensial, che as trasforma an energia cinética.

N’esempi éd moviment ant él camp gravitassional.

Is arferima a figura 4 pér dé n’esempi &d 10n che i I’oma dit. Na massa m, as treuva a na daita
autéssa hg inissial, con na velocita inissial v, inclina éd n’angol « rispét a la vertical. Dop I’istant
inissial a I’é mach sogeta a le forse dél camp gravitassional che a I’é vertical, vers él bass e a I’ha un
valor g.

Con la Cinematica as peul trové la traietoria e la velocita an sla traietoria, dal moment che
I’acelerassion a I’é conossta. Con la Dinamica as peul trové I’energia total, la part cinética e la part
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potensial an ogni pont dla traietoria. |1 voroma verifiché che lon che as treuva ant ij doi cas a sia
compatibil.

Doma éd valor numérich inissiaj:

hgp =56m

Xp =2m

m =0,5kg

vo =10 m/s

o =n/6=30°
g =9,8Lm/s’

Component vertical dla velocita inssial vjg =V -00s (o) = 8,66025 [m/s]

Component orisontal dla velocita inissial vy =Vq -sin(a)=50 [m/s] costanta

Da la Cinematica: vy =vpg —g-t e h:5+8,66025-t—%-9,81-t2 , X =Xg +Vxq -t

la velocita vertical as anula pér t :m:0,88280 [s]
g

La velocita orisontal a I’é costanta mentre la velocita vertical a ven ralenta fin-a a zero e peui
a dventa negativa e a aumenta an modul. Con le equassion parametriche si dzora as peul disegné la
traietoria. L’autéssa massima as treuva cand la velocita vertical as anula a hyy = 8,8226 [ m] mentre él
valor dél corispondent x = 6,414 [ m]. Da si, pér rivé a h = 0 él pont, partend da velocita vertical ugual

a zero, él pont a-i buta: t=,/2h/g =134115 [s] mentre x a chérs fin-a a x = 13,1195 [ m]. A sta
mira la velocita vertical a dventa ve =13,15668 [ m/s].
h A

ho -

Figura 4 — Esempi éd conservassion dl’energia total.

Se adess i vardoma cos a fa I’energia total Et i trovoma:
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An partensa:

Eto =Epg + Ecg=m-g-hg +%-m-v§ =245525+25=49525 [N-m]

Al massim:

Ety =Epy +Ety =m-g-hy +%-m-v§,, =43,274853+6,25 =49,52485 [N -m]

Alafin: vg :w/v)z( +v,2: =14,0747 [m/s]
Etr = Epg + Ecp :O+%-m-v,2: —49,52455 [N -m]

Daita I’aprossimassion dij calcoj, i podoma 'd sicur di che I’energia total a I’é sempe I’istessa.
A I'ié natural che si i I’oma nen tnu cont dij fator éd dispersion coma la resistensa dl’aria, ma son i lo
véddroma peui ant la Dinamica dij fluid.

Moviment drit determina da na forsa fonsion dlé spostament

I consideroma un moviment drit e na forsa che a dipend da 1é spostament an sla traietoria, che
a I'é na riga drita.

I vardoma mach él cas sempi, che a I'ha coma equassion dél moviment mX = f(x). Fraij

moviment che a I'nan costa equassion a-i é col d'un pont arciama vers na posission d‘echilibri da na
forsa elastica.

Pér forse dé sto tipo a esist €l potensial U che a val U(x .[ f(x)dx . Donca i I'oma l'integral

dle forse vive chea I'é : E¢ — U:—mx jf x)dx =k

Son as peul oten-e moltiplicand ij d0| member dl'equassion dél moviment pér x e vardand

) d(1 o , dx d dx d i
"MXX=—|Zmx s f(x)x=f Jdx|-— =—[f(x)dx]. :
che: m dt[zm Jeche (x) U ] m dt[ (x) ] Sostituend

d(1 o) d
—[—mx J_dt[f(x)dx]

dt\ 2

e costa espression, integra, a da giusta l'integral dle forse vive. Stabilend le condission inissiaj, daite da
na posission éd partensa x, andova a-i é na velocita inissial X , as peul stabili 'l valor dla costant k

1 N R .
chealé k :E m xé . A sta mira l'integral dle forse vive a dventa:

—mx jf dx+—mx0

Se adéss i butoma che @(x)=— jf x)dx + &, antlora nostr integral dle forse vive as

2

arduv a X“ =@(x) edonca'dco X ==+ cD(x).
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Studiand costa fonsion as deduvo ij diferent tipo 'd moviment e cand costi a son possibij. Si i
consideroma giusta 'l cas pi comun, che a I'é 'dco 'l pi sempi, vis-a-di cand él pont material P a I'é atira
da un senter fiss O con na forsa proporsional a la distansa.

I ciamoma Pyg la posission inissial dél pont P e i pijoma coma ass x la riga drita che a passa da
O eda Po. | ciamoma peui X la velocita inissial an Po e i suponoma 'dco che soa diression a sia cola

dl'ass x. An costa manera la forsa a dventa giusta f(x) = —h x, e I'equassion diferensial dél moviment as

arduva: mX =-h X, andova h a I'é na costant positiva. Se i butoma che k =— i otnoma I'equassion :
m

X +k“x =0, che a I'¢ I'equassion difernsial d'un moviment armonich.

Arferendse a le "note 'd matematica
equassion a I'é dait da

i podoma védde che l'integral general éd costa

X = A-cos kt + B-sen kt

A parte da le condission inissiaj e con le giuste posission, sensa fé tuti ij passagi, as arcava
2

X
che x =a - cos ( kt + o) andova a= x& +TO' As trata donca d'un moviment armonich con

ampiéssa a e frequensa v =0 mentre o a I'é la fase inissial dél moviment. El period T a sara, natural,
T

1 2=x o . R R < L.
T=== o Cost a I'¢ 'l moviment provoca da na forsa elastica.

v

El pendol ideal 6 sempi

Is arferima a la figura 5 pér studié 'l moviment d’un pendol con la massa m consentra ant un
pont, na longhéssa I, e che a I’ha nen atrito né resistense.

El pont material a I’é vincola dal fil a sté an s’na sirconferensa éd ragg I.

La forsa péis dél pont a val G = m - g adnova, coma sempe, g a I'é I’acelerassion éd gravita
(camp) e a val g =9,81 [m/s7].

Coma a I’é intuitiv, i I’oma gia acena e coma i véddroma peui méj parland éd composission e
scomposission dle forse (sconda part dla Statica), la forsa che a agiss an sla massa m a I’é la component
dél péis tangensial a la sirconferensa e diréta an sens contrari al segn dél sen éd I’angol o. L'autra

component, cola radial, a I'é compensa da la reassion vincolar dél fil, e donca la forsa total che a agiss
an sla massa a I'é mach la componernt tangensial. | podoma scrive:

G=m-§ ; m-§=-m-q-n
maal'é: s=l-a ; s=la ; §¥=1-d
I'equassion dél moviment a dventa: m-l-¢d=—-m-g-sen

e donca a =—Ig-sen a

L’ultima a I’é I’equassion dél moviment, diferensial dlI’éscond ordin. A I'é un dij tipo
d'equassion diferensial ch'i I'oma vist ant la part matematica 'd coste note.

Pér integréla i podoma comensé a moltipliché ij doi member pér 2 -a e i otnoma:
. < ) 2-
d-Z-d:—Z-g-d-sena vis—a—di i(oez):—g-i(cosw)
I dt [ dt
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__________/ ..................... >
73 X
/
/
L
/" -
|// !
I ) ) -
// i component éd reassion dél fil
/ i Rn =-Gn = G cos (o)
N //V\ | s -
\( —0l . : Fie
e M|
s
T . :
i . component che a tira él fil
Y Gn = -G cos ()
; v
component ativa an sla massa N
Gt = -G sen (o) peis G
Figura 5 — Pendol ideal 0 sempi
Integroma antlora ij doi member e i otnoma :
2_2-9

a =|—COSO£+C andova ¢ =cost

St'iintegral a I'¢ nen dautr che l'integral dle forse vive Ec — U = Eit . An efét, se i

1
moltiplicoma ij doi member pér 5 m12 i otnoma I'espression :

%-m-l2d2+ E=m-g-l-c0sa vis-a-di %-m-lzdz—m-g-l s =E

An efét, se i vardoma c0s a son ij termo dI’espression, i véddoma subit che®:
1 .2

1 ) e
> = E-m-v2 = Ec  Energia cinética dla massa m

El potensial U dla massamalé: U=m-g-|-cos (a) e soa deriva rispét ads a I'é:
du 1 du

d—_l—-d—z—m-g-sin(a)z F. a I'é la forsa che a agiss an sla massa.
s a

) o ) C
La costant E ch'i I'oma scrivu a corispond a E = Em |2 :

Ic 2.
Se adéss i foma 'ncora la posission e:2_g’ I'equassion a? =|—g005a +¢ a dventa
a2 =|—g(003a +¢), andova la costant e a I'é stabilia da le condission inissiaj ay e ¢aq second la

..o 2
relassion ag :I—g(cos agp +¢e).

1 Arcordoma che i 'oma buta V- m=U
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Pér che 'l moviment a sia real, a venta che & scond member a sia nen negativ, e donca che a
sia €=—1.Se ¢ =—1 a-i é mach la possibilita che a sia cos a =1 e donca che a sia a =0. Costa a I'é
la posission d'echilibri con &l pendol ferm al pont pi bass.

2 , 2-
See>1 il'omache l—g(e +1)< a? < l—g(e +1) e donca la velocita angolar dél pendol a

dventa mai zero, e a manten sempe l'istessa diression. El pendo a déscriv tuta la sirconferensa e a
continua a viré.

Se e =1 (cas limit) a-i son le doe possibilita che 'l pendol a staga an echilibri instabil ant la
posission pi auta dla sirconferensa, opura che a tira a rivé a costa posission an manera asintotica. |
stoma nen a svilupé sto cas.

A I'é pi anteressant él cas andova -1 <e < 1, che a corispond al moviment pendolar ch'i
conossoma. A I'é 'l cas andova 'l pendol a ven porta a n'angol ap coma col éd figura, e lassa sensa
velocita inissial, I’equassion a dventa:

2.
2 =I—g-(005a—cosao).

= 1/ Jcosa — S Qg |

A I’é ciair che él segn — a corispond a cand él pendol a va (védde figura) da ap a —ap € €l
segn+ a corispond al percors invers. Pér védde la dura dél periodo d’osilassion i podoma fé coma
déscrivu si sota:

Dividoma [I'equassion éd prima pér |'escond member e moltiplicoma pér dt :

Pér la velocita i I’oma :

da it

2 _ ; dt:i/2| . da
i,/l'gw/com—como ) Jisa s ag

Se i voroma calcolé él temp t che a-i va da ap a rive al pont pi bass M, i podoma integré
tenend cont che ant ésto trait a val €l segn meno.

\/ I1/c0305—cos Qg \/ I,/com—cos ag

As treuva édco che j’autri tre quart dél period complét T (anans e andarera) a I’han I’istessa
dura (i stoma nen a démostrélo) an manera che T a val:

T=2.

I 1/com — 08 &g

L’integrassion a peul mach esse faita con vaire passagi 0 con né svilup an serie, cosa che i
I’oma vist ant la prima part un poch ampressa. L'arzulta a I’é:

T=2n |—~1+(£jzsen2(aoj+(£jzsen4(aoj+ + 13- .(2n-1) Zsenzn(a—oJJr
g 2 2 2-4 2 ) 7 2-4....(2n) 2
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Se ap a I’é bastansa cit da podej trascureé ij termo che a conten-o sen (o ), che gia mach ant
I’éscond termo a I’¢é gia al quadra, e donca motobin cit, antlora I’espression dél period as arduv a:

T=2-7- |—
g

Costa espression a podia esse trova da prima, con la suposission (angoj cit) che as podeisa di

che ap = sen(ap), Vis-a-di che ap a fussa tant cit da fé an manera che angol (an radiant) e so sen a
coincido.

Dinamica dél moviment keplerian

Adéss i vardoma, da la mira dla dinamica, €l moviment d'un pianeta antorna a soa steila, e si
an anteréssa 'l moviment relativ. 1 suponoma che stéila e pianeta a peusso esse considera coma doi
pont, ant I'érdin Py e P (che a corispondo s sO barisenter) con masse mp e m.

Ij doi pont a son a distansa r e donca as atiro con na forsa che, an valor assolut, a val :

= Mg M
‘F‘ - 02
r
'z " . . . L N L= Mo m P — PO
andova y a I'é la costant éd gravitassion universal. An sél pont Py la forsa a sara Fy =y 5 —
r r
" . . ... = mgmPy-P _
mentre che an sél pont P la forsa a sara ugual e contraria F =y 02 O —_F.
r r

| podoma trové j'equassion dél moviment dij doi pont, rispét a un sistema d'arferiment
assolut, che a son:

0’ _ mgmP-R . _d’P_ mmP-PR

0 14 — v Mg 14 =
dt? r2 r dt? r2 r

m

Da ste doe equassion, divident la prima pér mg e la sconda pér m e peui sotraend member a
member la sconda da la prima as oten:

d%(P-Py) Mg +m P —Py

dt? 4 r2 r

che a I'é I'equassion dél moviment relativ &d P rispét a Po che a soa vira a peul esse considera fiss e
origin dél sistema d'arferiment relativ.
Vardand I'equassion i véddoma che 'l moviment a echival a col d'un pont P éd massa unitaria

. R ., Mg +M
sogét a na forsa sentral diréta vers Po =0, cheaval —y 0

r

. R . . M
I butoma che mg + m = M, e i notoma che la forsa a deriva da un potensial U=y —. Is
r

arferima a figura 6.

I I'oma gia vist, parland dij moviment keplerian an Cinematica, che pér sto moviment a val
"I'integral dle surfasse ", che an coordina polar a I'é : r26=¢ con c costant. Ma a val &dco
"I'integral dle forse vive " che an coordina polar a I'é :

%(r2 +r20%2)-U=E vis-a-di %(r2 +r20'2)_7/M:E
r

| stoma nen a fé tuti ij passagi e le posission e vardoma mach le conclusion.
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ass polar x
Figura 6 - Arferiment pér un moviment keplerian

Da lon ch'i I'oma vist as riva a scrive I'equassion dla traietoria dél pont P antorna a Py, che a
arzulta esse:

r= P
1+ecos(60—-6p)

% Ec? - - . . X
andova p=—— e ¢= 1+ﬁ costa a I'¢ I'equassion éd na conica, e 6y a I'¢ I'angol forma da
yM y°M
I'ass focal éd costa conica con I'ass polar dél sistema d'arferiment. er che son a I'abia sens a venta che a
}/2 2
sia €2>0 edonca E>— > As peul dimostré che se se e =0 antlora I'equassion a I'é cola d'un
2¢

sercc, se 0 <e <1 antlora I'equassion a I'é cola 'd n'elisse, se e =1 antlora I'equassion a I'é cola 'd na
parabola, se e > 1 antlora I'equassion a I'é cola 'd n'iperbol (cas che as verifica nen ant la realita).

Moviment an s'na daita traietoria

Se un pont P a I'é obliga a segoe na daita linia da vincoj estern éd diferenta natura, i I'oma vist
che sti vincoj a svilupo na forsa R ciama "reassion vincolar”, an manera che I'equassion fondamental

dél movimentadventa: m-a=F +R.

I suponoma che ij vincoj a sio sensa atrito e, com i véddroma peui, a reagisso an sens normal

a la traietoria. | I'oma vist an Cinematica che l'acelerassion a anr ogni pont as treuva ant él pian

andividoa da la tangent a la traietoria e da la normal prinsipal. Com i I'oma gia fait an Cinematica, i

esprimoma sto fait dovrand coma variabil I'arch s dla traietoria, misura a parte da un pont O pija coma
Y

origin. | l'oma vist che l'acelerassion a l'avra le doe component a, =§ | a, =? andova

s2=v2 arel quadra dla velocita v dél pont e p a I'é 'l ragg éd curvadura dla traietoria.

| consideroma adéss éd proieté l'equassion dél moviment an sla tangent, la normal e la
binormal a la traietoria ant €l pont P. | I'avroma che :

2
m§=F ; m—=F, +R, : Fy+Rp=0
o)

andova i I'oma ciama Ft, Fn, Fp, Ry, Rp le component éd forsa e reassion second le tre diression ch'i
I'oma dit.

Ant un solit problema la traietoria a I'é conossua (a I'é assegna) e donca as conoss la
curvadura ant ogni pont, a I'é conossua la massa e le tre component dle forse ative. Le incognite a son :
la fonsion s(t) vis-a-di la 1&j temporal segoia dal moviment, e le reassion vincolar.
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La prima dle equassion ch'i I'oma scrivu, dal moment che an general F; =F(s,s,t),alé

n‘equassion diferensial dlé scond érdin da 'ndova as arcava la fonsion s(t, c1, ¢2) e as peulo spessifiché
le costant arbitrarie a parte da le condission inissiaj.

Na vira trova s(t) as peul trové la velocita v coma soa deriva rispét al temp, e donca as treuva
2
dco R, =m——F, da la sconda equassion. La tersa a dis giusta che se a-i € na component dla forsa

an sla binormal, costa a I'é anula da la reassion vincolar che a I'é ugual e contraria.

Forsa sentrifuga e reassion sentripeta

I ciamoma "reassion sentripeta dla traietoria” la component normal dle reassion vincolar,
2
daita da R,, =m— e orienta vers la conca dla traietoria.
P
Pér &l ters prinsipi general dla mecanica a costa forsa as opon na forsa ugual e contraria —Ry,
che a I'na diression oposta e che a ven ciama "forsa sentrifuga” .
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SISTEMA INERSIAJ E NEN INERSIAJ

A I’é ciair che pér esprime qualonque lej dla mecanica a venta arferisse a un sistema
d’arferiment. Sto sistema a fa part éd la déscrission dél fenomeno e a venta che a sia conossu. El
sistema a peul esse arbitrari, e pér I’osservator vincola a col sistema, €l sistema midem as presenta
sempe ferm.

Un sistema d’arferiment a ven ciama inersial se an cost sistema a valo le lej fondamentaj dla
dinamica che i I’oma vist, an manera direta e subit. As peul démostré facil che se un sistema a I*ha un
moviment drit costant rispét a un sistema inersial, a I’é ancora inersial édco chiél, e tute le lej dla
dinamica a valo a I’istessa manera.

Se anvece un sistema a I’ha na qualonque acelerassion rispét a un sistema inersial, antlora a
I’é un sistema nen inersial e le 1¢j dla dinamica a valo pi nen an manera ditera. Son pérche n’osservator
vincola a un sistema parej a misura éd forse che a son nen reaj e a son nen viste da n’osservator che a
védda I’istess fenomeno da un sistema inersial.

Sistema con moviment relativ drit costant

Suponoma, an manera ideal, un laboratori monta su un carél che a viagia su un percors drit
con velocita costanta. Un sistema d’arferiment a I’é solidal con &l percors (sistema ferm, osservator Os)
e n’autr sistema a I’é solidal con él carél (sistema an moviment, osservator Op, ).

An sél carél a-i € na massa m che O, a lassa tombé da na daita autéssa. Pér I’osservator On
la massa a I’ha velocita inissial zero, mentre che pér I’osservator Os la massa a I’ha na velocita inissial
orisontal vo che a I’é ugual a cola dél sistema d'arferiment solidal al carél. Gava le diverse condission
inissiaj, pér &l rest la massa a casca 0 vertical 6 con component vertical, con n’acelerassion g pér tuti
doi j’osservator e tuti doi a concludo che an sla massa a agiss na forsa vertical chea val f =m - g.

Pér tuti doi a val I’istessa lege dla dinamica e donca ij doi sistema a son inersiaj. El fait che
pér O, la traietoria a sia vertical e che pér Os la traietoria a sia parabolica a cambia nen él raport trova
tra la forsa e la massa. Pér I’osservator ch'a viagia la velocita inissial a I’é zero e donch a I’é 10gich che
la massa a casca longh cola che pér chiel a I’é la vertical. Pér I’autr osservator la velocita inissial a I’ha
un valor divers da zero, e donch a I’¢é 1ogich che la massa a fasa na parabola.

Sistema con moviment relativ drit acelera

Ant I’istessa situassion éd prima, suponoma che &l sistema d’arferiment che a viagia, a parte
da un dait temp tg a comensa a deceleré. A ven frend da n’acelerassion —a. Se la massa a peul score
sensa atrit su un pian orisontal, pér I’osservator férm O; la massa a continua sO movimet drit costant
scorend an sél pian, e donca pér chiel gnun-a forsa a ven aplica a la massa. Pér I’osservator Op, la
massa, che a I’éra férma, a comensa a boge con n’acelerassion a, che I’osservator a supon che a sia
prodovua da na forsa f =m - a. A parte antlora da tp , €l sistema an moviment a I’é pi nen inersial,
pérché la 1) F =m - a a val pi nen a I’istessa manera ant ij doi. A ven-o pi nen misura le stesse forse
ant ij doi sistema. La velocita vo éd rabastament, che prima a I’éra costanta, adess a I’l’é pi nen. Le
forse ant él sistema che a viagia a son cole aplica an manera direta, pi na forsa prodovua da
I’acelerassion éd rabastament, che i ciamoma a;.

Sistema con moviment relativ éd rotassion

Pér avej n’esempi éd son is arferima a figura 7, andova n’osservator as treuva su un sercc che
a vira con velocita angolar @, an sens antiorari, sensa che I’osservator a sapia éd viré. Pér chiél él sercc
a I’é férm e so sistema d'arferiment (O, &, y) , vincola al sercc, a I’é édco férm. Se con na massa
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unitaria I’osservator as buta an diferent pont dél sercc, a misura un camp éd forse radial, fonsion dla
distansa dal senter dél sercc e dont a conoss nen I’origin, che a val H = r - k. Pér chiel k a I’é na
costant sperimental, ma pér n’osservator fora dél serc che as riferissa a un sistema inersial (O, X, y) sta
costant a val k = &’.

Ant la prima dle figure ij doi sistema a son rapresenta a n’istant tg =0 andova a co-incido, ant
la sconda figura a ven arpresenta la situassion a un temp t pi tard.

Se al temp tg na massa che a sta ant &l pont P e che a virava ansema al sercc, a ven lassa
libera, pér I’osservator an sél sercc, él camp éd forsa che a I’ha misura a dovria aceleré la massa su un
ragg e féla seurte dal sercc ant él pont I7 an sla traietoria traitegia. Pér I’osservator fora dél sercc
(inersial), la massa a I’ha na daita velocita tangensial e na vira che a ven-a libera a continua drita an sla
traietoria con linea continua an figura e tut a va bin pérché la massa a fa propi lon che l'osservator as
éspeta.

Pér I’osservator an sél sercc anvece a-i é la sorpreisa éd védde che la massa a fa n’autra
traietoria che a I’é nen radial pérféta, ma a curva a drita e a seurt dal pont ~. An manera antuitiva a I’é
facil dé na giustificassion éd son, pensand che la massa, man man che a va vers I’anfora, a passa su
pont che a I’han velocita tangensial sempe pi aute dla soa éd partensa e donca a “resta andarera” rispét
al ragg an sél da 'ndova a I’¢é partia.

Véddoma son an manera pi precisa an sto cas particolar, pér peui passé al sistema che a
n’anteressa éd pi, che a I’é col éd n'arferiment solidal con la Téra..

A
ylv

v

/

H=rk=ro’

Figura 7 — Esempi éd sistema nen inersial

Pér I’osservator an sél sercc a-i é na forsa normal al moviment che a provoca n’acelerassion
normal a la traietoria an sla massa. Chiel, che a sa nen &d viré e donca a conoss nen @, a peul mach
noté che costa acelerassion a dipend da la velocita dla massa. Conossend tuti ij termo dla question,
anvece, as peul calcolé costa acelerassion complementar, coma i I’oma désgia acena ant la sconda part
éd coste note, a proposit dij moviment relativ. N’autra cosa che I’osservator a nota a I’é che la
component radial dla velocita a chérs nen coma a dovria se €l camp éd forse radial a continuéisa a esse
aplica.

Vardand la situassion da fora, coma an figura 8, e vorend calcolé I’acelerassion
complementar coma a ven véddua dal sercc, as peul di:

Se ant un temp dt la velocita v a fa fé a la massa él trait OA =v - dt, ant I’istess temp la
rotassion a I’é staita €l I’angol @ - dt. e la massa a ven a trovésse ant él pont B anvece che ant él pont
A. L’éspostament AB a I’é dovu a I’acelerassion complementar a; che i sercoma.

122



Fisica sperimental — Mecanica —Part 4: Dinamica

Figura 8 — Acelerassion complementar

Pér semplifiché le cose pensoma che ant I’unita éd temp I’éspassi che a faria la massa sensa
acelerassion complementar a valria OA =v. El trait AB (sempe ant I’unita éd temp) a val antlora v - @

e, Vist che a; ant ésto cas a I’é costant, as peul pensé che a sia fait a la velocita media fra0e a¢c - t =ac.

Donca i podoma scrive: V-@=—= ; a;=2-V:

Seve @ ason nen normaj tra éd lor, I’espression pi general pér st’acelerassion a I’é:
ac = 2 ’\7 VAN C?)

As peul noté che costa espression a I’é €l dobi éd cola che i I’avio trova ant la sconda part
d’éste note. La, an efét, i I’avio dovra la notassion 2 - ac pér st’acelerassion.

Sistema d’arferiment terestr
An figura 9 a ven arpresenta un sistema vincola a la Téra, con I’ass z vist coma vertical da
I’osservator térestr e ij doi ass x e y, sempe pér chiel, orisontaj.

Naturalment j’ass x e y a peulo esse orienta an diferente manere an sél pian “orisontal”. Noi i
I’oma pijaje, ant I'érdin, long &l meridian e long él paralel con x vers mesdi e y vers alvant.

La Tera a I’ha doi moviment rotatori, un éd rivolussion antorna al Sol con velocita angolar
@; € un éd rotassion antorna so ass, con velocita angolar @. L’ acelerassion dél moviment antorna al sol
as peul consideré coma acelerassion éd rabastament a; , mentre cola dovua a la rotassion antorna a I’ass
a I’é sens-autr I’acelerassion complementar ac.

An ogni cas, I’acelerassion assoluta coma as védd ant un sistema inersial, a I’é faita da tre
termo che a son I’acelerassion relativa vista da la téra, I’acelerassion éd rabastament e cola
complementar.

dg =a, +4a; +a;

I I'oma gia dit che l'acelerassion assoluta a I'é cola "giusta", l'acelerassion relativa a I'é cola
"shalia" a rason dij moviment éd rotassion, e ij termo éd rabastament e complementar a son le
coression (a venta fé atension che costi termo a son nen le deriva éd velocitd). Se na massa m a I’é an
moviment ant &l sistema d'arferiment vincola a la Tera, coma col dla figura, g a I’é I’acelerassion éd
gravita, F l'arzultant dle forse aplicae P =m - g a I’é so péis, antlora:

m-a =F+P-m-& —-m-a,

Da la mira dla statica, anvece, le acelerassion a; e ac a son zero e donca a cambia nén tra un

sistema inersial e un sistema térestr. El valor d’a; a dipénd da la latitudine e a I’é massim a I’Equator,

mentre a I’é zero al Polo Nord. Daita la diression dla rotassion, le acelerassion a; e ac a son vers
ponent e le forse d’inersia complementar a son vers alvant.
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Sol -——" --TToT

rivolussion

- .-

-

Sens éd
rotassion

Figura 9 — Sistema d'arferiment térestr

Pér un corp éd massa m che a tomba liber da na daita autéssa, soa velocita dop él temp t a val
Vi =7-t e I’acelerassion complementar a dventa: &, =2-w-g-t-cos(y), andova y a I'¢ I'angol &d
soa latitudine (a corispond a &, =2-@ AV ). Se i voroma fé ij cont pér costa acelerassion i podoma
pensé a na latitudine 'd 45° (Turin) e donca i provoma a fé casché na pera da 200 meter d'autéssa. El

25
temp éd casca (lassoma perde la resistensa dl'aria) a I'é t :1,7 =6,63 [sec] e l'acelerassion ac a I'¢

27

proporsional a costa velocita. Dal moment che pér la Teraa l'¢ o= 0 =7,2722-10™° i I'oma che

28, =2-w-g-t-cos(y)=0,001-t [m/s?] e donca la velocita che a I'é consegoensa éd costa

acelerassion a sara lintegral ant él temp v = 0,0005 t2 [m/s] mentre |é spassi éd deviassion a sara,
integrand ancora rispét al temp, s =1,666 - 10*-t=0,048 [m].

A la fin i I'oma vist che, cascand da 200 meter un corp as ésposta éd 4,8 cm pér I'acelerassion
éd Coriolis, mentre a la fin soa velocita 'd casca a I'é a-peu-pré 65 [m/s].
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DINAMICA DIJ SISTEMA E DIJ CORP

An costa part i foma I'estension a un sistema 'd pont materiaj, € a un solid real, dij concét ch'i
I'oma vist pér un pont material. Comensoma a consideré un sistema fait da n pont materiaj P;, ognidun
con na massa m;, con n’arzultant dle forse aplica F;j, e an moviment con na velocita v, che a sara, an

_ dR
general, daita da: Vi :d—t'. Se costa a I'é la velocita dél pont al temp t, dop un temp dt a parte da col

temp él pont a l'avra avu né spostament dP; =v;dt.

El travaj elementar

Ant él sistema che i I’oma dit, &l travaj elementar dT fait da le forse, adission éd tuti ij travaj
elementar fait su 0gni pont dél sistema, a val antlora:

n n
dT =Z|Ei ><dP, =Z i><\7i-dt
1 1

Se él sistema éd pont materiaj a I’é un sistema reid, pér lon che i I’oma gia vist, dait un pont
O qualonque d’arferiment solidal con él sistema e  la velocita angolar istantania dél sistema rispét a
sto pont, pér 1on ch'i I'oma vist ant la Cinematica dij sistema reid as peul scrive:

V, =Vg + @ ~(P; —0) edoncai I'avroma che :
se i butoma Fg => F; (arzultant dle forse) e M =Y (P; ~O)A F; (moment arzultant)
1 1

antlora : dT = (IfR xVo + M x c?;)-dt

Se él sistema a I’ha un pont fiss O e cost a ven pija coma senter éd ridussion (pont
d'arferiment) antlora a-i é nen velocita linear vo e él travaj elementar a resta: dT = M xé-dt. Se
peui a-i é n’ass fiss a éd rotassion e M, a I’é I’adission dij moment rispét a sto ass, antlora I'espression
a peul esse secrita coma: dT =M, -@ - dt .

L’energia cinética e teorema éd Konig

L'energia cinetica Ec d'un sistema 'd n pont coma col si dzora, a ven definia coma I’adission
dI’energia cinética dij pont, daita da:

1 d 2
Ec:—-Zmi Vi
2 1

Costa a I'é na quantita scalar e positiva 'd soa natura, che a peul anulésse mach se tuti ij pont
dél sistema a son ferm.

Se adess i consideroma un pont darferiment qualonque O, contut che a peussa esse
andipendent dal sistema 'd pont, con na velocita vo , pér ogni pont P; dél sistema i podoma scrive

I"identita: 7; = (V; —Vg )+7g.
El vetor V; —Vq a I'é nen d'autr che la velocita relativa dél pont P; rispét al pont O. | podoma
scrive che :
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V2 =(1; —Vp)? +74 +2-(7; —Vp )xTg

e sostituend an nosta espression dl'energia i I'avroma:

n
Ec:%-Zmi (7 = ) +%-m-v% +Vo x >.m; - (Vi —Vg)
1 1

andova m a I'é la massa total del sistema

Costa espression a da tre termo per I’energia cinética dont &l prima a I'é I'energia cinética dél
sistema arferi al pont O, 1€ scond a I'é I'energia che a l'avrial 'l sistema se soa massa a fussa tuta
consentra ant &l pont O, él ters a I'é un termo che a I'ha nen nanterpretassion imedia e ch' i véddroma
adess, ant un cas particolar.

Teorema 'd Konig

I suponoma che nostr pont generich O a sia él barisenter G dél sistema. | I’'oma vist che ant
ésto cas (da la definission é&d barisenter):

n n
>m; (P, —G)=0 ; derivand rispét al temp: > m;-(V; —Vg)=0
1 1

Antlora I’espression dI’energia cinética éd prima a dventa:

1< sy 1 2
Ec==->m;(V; —Vg )" +=-m-v§
24 2

St’espression a dis che (teorema 'd Konig):
I’energia cinetica d’un sistema material a I’é an 0gni moment cola che a saria I’energia cinetica dél
barisenter G se tuta la massa a fussa consentra an sto pont, pi I’energia cinética corispondent al
moviment dél corp 0 sistema, relativ al barisenter.

Energia cinética d'un solid
Son a val pér un sistema qualonque éd pont materiaj, ma adess i consideroma un sistema réid
e un pont darferiment (senter &d ridussion) O ch'a sia solidal con &l sistema.. | arpijoma I’espression

dla velocita d’un pont P; dait un pont generich O éd ridussion. | ciamoma vo la velocita dél pont O e @
la velocita angolar dél sistema. | I’oma:

Vi =Vo + @ A (P, —0) e sostituend ant I'espression vista prima:

1 J - 1 n -
Ec==-3mi-[@r (P -0 +=-m-v§ +7g x 3 m; -@& A (P; —0)
2 1 2 1
Costa espression a I'é composta, com i I'oma gia nota, da tre part. | indicoma adess con u él

versor dél vetor @, an manera che @ =u - w, e i arcordoma coma a I’é defini &l moment d’inersia |
d’un sistema material réid (fin dla tersa part). Le tre part a son:

n n
Ec’=%mv3 ; Ec"=%zmi [6AR-0O)F i E"=VpxXm;-@A(R -0)
1 1
L 13 P2 L 2
ma la sconda part d'energia a arzulta esse Ec =EZmi AP —0)rt? @ =5l
1
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An costa espression | a I'¢ 'I moment d'inersia relativ a I'ass che a passa pér O e a I'é paralél al
vetor dla velocita angolar.

Se adéss i consideroma 'l barisenter G dél sistema, a parte da soa definission i podoma scrive

n
che: m-(G-0)=>"m;-(P, —0). I consideroma, antlora, la tersa part dl'energia cinética e i 'oma :
1

n n
Ec” =7 x> mi -@ A (P —0)=Vg x@ A 3 m; (P; ~0)=Vg x & Am(G -0)
T 1

L'espression dl'energia cinética total a dventa donca:

e se peui €l pont d’arferiment (0 éd ridussion) a I’¢é él barisenter G midem, antlora:

EC:E.m.V% +1.|.(02
2 2

e se peui él barisenter G a I'¢ ferm antlora i I'oma giusta : Ec =5 | -@?, e son sempe relativ a l'ass che

a passa dal barisenter e a I'é paralél al vetor velocita angolar.
Com i l'avio gia vist, i notoma le corispondense fra moviment éd traslassion e moviment éd

rotassion. Passand da I'un a l'autr la fonsion dla massa a I'é pija dal moment d'inersia e cola dla velocita
'd trasklassion da la velocita angolar.

Teorema dle forse vive

Se indicoma con F; I’adission éd tute la forse che a agisso an s’un pont dél nostr sistema, ch’a
sio esterne, interne, reassion vincolar 0 autr, i I’oma gia vist che él travaj elementar dla forsa a I’é:

dT = Ifi x Vj - dt e a corispond a la variassion dEc dl’energia cinética 0 dle forse vive. Pér I’antregh
sistema d’n pont i I’'oma che:

n n
Se Ec:%-Zmi-vi2 e dT:ZFixVi-dt antlora dT =dEc
1 1

Cost a I’é él teorema dle forse vive che a dis:
Ant él moviment d’un sistema material, con o sensa vincoj e con forse aplica qualonque, la variassion
ant un interval infinitesin éd temp dt dla forsa viva (energia cinética) dél sistema a corispond a
I’adission éd tuti ij travaj fait ant I’istess interval da tute e mach le forse esterne che a agisso an sél
corp.

Integrand I’espression a parte da un temp to fin-a a un generich temp t as oten:
Ec-Ecp =T

Se él sistema a I’é un sistema réid, él travaj dle forse interne a I’é zero e I’equassion si dzora
as arferiss al travaj éd tute le forse esterne. El teorema a dventa:
Ant €l moviment d’un corp rigid, con o sensa vincoj e con forse aplica qualonque, la variassion ant un
interval infinitesin éd temp dt dla forsa viva (energia cinética) dél sistema a corispond a I’adission éd
tuti ij travaj fait ant I’istess interval da tute le forse che a agisso an sél sistema.

Se peui ij vincoj a dipendo nen dal temp e a-i € nen atrito alora I’equassion as arferiss mach
pi a tute le forse ative esterne aplica, pérche le reassion vincolar a fan nen travaj. Son i lo véddroma
'ncora peui. . El teorema a dventa:
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Ant él moviment d’un sistema material, con vincoj che a dipendo nen dal temp, sensa atrito e
anvertibije con forse aplica qualonque, la variassion ant un interval infinitesin éd temp dt dla forsa
viva (energia cinética) dél sistema a corispond a I’adission éd tuti ij travaj fait ant I’istess interval da
tute e mach le forse ative che a agisso an sél corp.

Forse conservative

I 'oma gia vist che na forsa a I'é conservativa se a deriva da un potensial U, vis-a-di che pér
ogni spostament elementar dij pont P; le forse F; aplica a fan un travaj dT che a I'é 'l diferensial total éd
na fonsion U(x, y, z) che a dipend da la posission. Vis-a-di ch'a venta ch'a sia :

n
dT = > F; xdP; =dU
i=1

Se i consideroma un sistema 'd pont materiaj con vincoj andipendent dal temp, sensa atrito e
anvertibij i I'oma che 'l travaj fait da le forse ative conservative a corispond a la variassion dl'energia
cinetica e sostituend i I'avroma che

dEc =dU

Costa equassion, integra, a porta a n‘equassion che a I'é I'istéssa 'd cola ch'i I'oma trova pér un
pont material, e che a I'é:

Ec —U =E andova E a I'é costant.

Cost a I'é I'integral dle forse vive pér un sistema 'd pont materiaj 6 un corp, ant le condission
ch'i I'oma spessifica. | consideroma che —U a peul esse considera I'energia potensial Ep dél sistema, che
a dipend da la posission dél sistema midem.

Antlora l'integral dle forse vive a esprim la conservassion éd I'energia disend che :

Durant él moviment d'un sistema material che a sia sogét a forse arive conservative e con vincoj
andipendent dal temp, sensa atrito e anvertibij, ant ogni istant as conserva I'adission dl‘energia
cinética e dl'energia potensial dél sistema midem.

La quantita éd moviment

Coma i I’avio fait pér él pont material, i podoma defini la quantita éd moviment Q d’un
sistema é&d n pont materiaj.

An sto cas i la definima coma l'adission vetorial (geométrica) dla quantita ‘d moviment éd tuti
ij pont dél sistema, vis-a-di:

(3=Zn:mi Vi
1

n
e arcordand la relassion: m-(G -0)=Y"m; -(P; —0) e derivandla rispét al temp, i otnoma:
1
n — —
m-Vg =>m-V; epér Qaven: Q=m-Vg
1

Son a dis che la quantita éd moviment d’un sistema a I’é sempe ugual a la quantita éd moviment che a
I’avria él barisenter se tuta la massa dél sistema a fussa consentra an col pont.

Se i consideroma pér ogni pont dél sistema tant le forse esterne, cole vincolar, etc. che a dan

la forsa F;j che a agiss an sél pont P; quant tute le forse interne che a dan la forsa fj che a agiss an
sl’istess pont, i I’oma:

128



Fisica sperimental — Mecanica —Part 4: Dinamica

n
mi-aj =F + f; pér tut él sistema: > m;-& =R
1

andova R a I’é I’arzultant éd tute le forse esterne, pérché le forse interne as anulo a doe a doe. | podoma
scrive:

. noodv; d( dQ
R=>m 8= m -—L=—|>m-V|=—
;";'dt dt[zlz"}dt
Son a dis che la deriva dla quantita éd moviment rispét al temp a I’é ugual a la arzultant éd tute le

forse esterne aplica al sistema. An particolar se le forse esterne a I’han arzultant zero, la quantita éd
moviment dél sistema a I’é costanta.

Dal moment che a val édco, coma i I’oma vist, che Q=m Vg e che I'acelerassion dél

. RN ~ dVG . -
barisenter a peul esse indica con ag ZT ,antloraarisulta: m-dg =R

El barisenter d’un sistema as bogia coma se a fussa un pont con tuta la massa dél sistema consentra e
con aplica I’arzultant éd tute le forse esterne.

Un cit problema coma esempi teorich

Un mossu as treuva an s’un lagh giassa con un liber an man. A I’é férm e la giassa a fa gnun
atrit tant che, se él mossu a serca &d caminé, a sghija e a resta andova a I’é. Com a peul vni-ne fora?

El mossti con &l liber a fa un sistema isola, vist che I’anviron a aplica nen éd forse: le tiniche
a son so peis e la reassion vertical dla giassa che as anulo e a fan nen travaj.

El mossui perd a peul campé via &l liber pi fort che a peul. Pér un temp At a aplica na forsa F
al liber che a pija na daita quantita éd moviment. L’istessa forsa, ma contraria a ven aplica dal liber a
chiel che a pija édco na daita quantita éd moviment. Vist che a-i son nen forse da fora, la quantita total
dél sistema fait da mossu + liber a resta costanta, vis-a-di zero. Ma véddoma d’arzove quantitativament
él problema.

Condission inissiaj: mossi — my =70[kg] ; V=0 [m/s]
liber — m,=1[kg] ; ¥, =0 [m/s]

Campand via él liber :
forsa interna an sél liber — F; =100 [N] pér At =01[s]
forsa interna an sél mossi — F, =—F =—100 [N] pér At=01[s]

m -V, =F-At=10[kg-m/s] ; my-V, =—m;-V; =-10[kg-m/s]
m2-\72

o om-V _

antlora V; = ——% =0,142857...[m/s] ; ¥, =
m ma

él mossu a venta giusta che a I'abia passiensa

=10 [m/s]

El barisenter dél sistema as bogia nen e a resta an més al lagh. Se i ciamoma O &l pont éd
partensa coma origin dlI’ass dont as ésvilupa él moviment, dop 10 second &l mossu a I’é riva a na
distansa éd x; = +1, 42857... [m] mentre &l liber a I’é riva a x, =—100 [m]. 1j doi moment dél prim
ordin a son antlora rispetivament x; - m; =100 e X, - m, = —100 che a démostra che él barisenter a I’é
nen bogiasse.
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Moment dla quantita éd moviment

Adess i consideroma sempe nostr sistema coma prima, e un pont d’arferiment O, rispét a cost
ogni pont dél sistema, coma i I’oma gia vist, a I’ha un dait moment dla quantita éd moviment. | disoma
che I’adission d’ésti moment, rispét a O, éd tuti ij pont, a I’é &l moment dla quantita éd moviment K dél
sistema rispét a O.

n
K= Z(Pi —0) A (m; -v;) andova m; a I'é¢ la massa dél pont P; e vj a I'é soa velocita.
1

e se as trata d'un sistema reid e 'l pont O a I'é solidal con &l sistema, i savoma che le velocita d'ogni
pont a son daite da V; =V + & A (P; —0).
An cas éd sistema réid, antlora, sto vetor a dventa:

K=imi(Pi ~0) AT +imi(Pi ~0) A& A(P; —0)]
i=1 i=1

| I'oma vist che se G a I'¢ 'l barisenter dél sistema e m a I'é la massa total, antlora:
n

m;(P, —0)=m(G -0) eantlora:
=1

K=m(G-0)AVy + imi(Pi ~0) Ad A (P; —0)]
i=1

andova 'l prim termo dIé& scond member as anula se as pija G coma pont d'arferiment O opura se 'l pont
O a I'é fiss.

Adéss i consideroma na trien-a d'ass cartesian, solidal con nostr sistema réid éd pont, con
I'origin ant O. | foma mach un cas particolar e sempi, sensa fé tuti ij cont.

I consideroma 'd pijé O ant &l pont G e j'ass cartesian coincident con j'ass sentraj d'inersia dél
corp réid. e che a l'avran versor, ant I'érdin, i, j, k. | 'avroma che X;, Vi , zj a saran le coordina dij pont
Pi. Antlora i podoma arpijé Ion ch'i I'oma dit ant la tersa part éd coste note a proposit dél moment
d'inersia d'un sistema 'd pont materiaj, e dl'elissoid d'inersia.

I l'avijo vist che 'l moment d'inersia | rispét a n'ass & che a passava pér l'origin O dj'ass
cartesian e che a l'avia la diression dél versor u a saran «, 8, y, cossen diretor dl'ass & a podia esse
buta ant la forma:

| =Aa? +BB% +Cy% —2DBy - 2Eya — 2F af

con A, B, C, D, E, F, costant che a dipendio mach da le masse e da le posission dij pont, e che a valio:

A=Y mi(yf +2f) 5 B=Ymi(xf+2f) ; C=Xm(x{ +y7)

n

D=Xmiyizi ; E=Xmixjzi ; F=XmiX;}yi
n n n

Se, ant le condission ch'i I'oma dit, i andoma a proieté 'l moment dla quantita ‘d moviment an
sj'ass che i I'oma dit, considerand che 'l vetor @, che a I'na na diression qualonque, a I'na component an
sj'ass cha a son p, q, r, fasend tuti ij cont i podoma conclude che le component dél moment dla quantita
'd moviment (rispét al barisenter) su costi ass, che si i ciamoma, ant I'drdin, Ky, Ky, Ky, a saran:

Ky =Ap ; Ky=Bg ; K,=Cr andova A,B,C a son defini si dzora
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I notoma che A, B, C a son ij moment d'inersia dél corp reid, rispét a j'ass sentraj d'inersia.

Teorema dél moment dla quantita 'd moviment

Se i derivoma rispét al temp I'espression general dél moment dla quantita 'd moviment rispét
a un pont O, che an general a sara mobil, i otnoma:

dK ”[dP- do

K[ S-S a )+ 2o -0}l 1)

at  dt

dpP; -
che, dal moment che d_tl e le relative V; a son paralele, as arduv a:

dK dOo n
d—t——d—t/\ Q+§‘(Pi —0)AF;

do . - = & . - : )

andova m —7, a I'¢ la velocita dél pont O, mentre Q =Y"(m; -v;) a I'é la quantita 'd moviment dél
1

sistema. | notoma peui che I& scond termo dl'espression a echival al moment total M dle forse esterne

n
aplica : > (P, ~O)AF; =M. Se adéss i consideroma d'arferisse a un pont O fiss, opura al barisenter
1

. ) o < =~ -
dél sistema (O = G), él termo _WA Q=Q AVy a val zero dal moment che, se O a I'é fiss antlora

Vo =0, mentre chese O =G antlora l'espression as arduv a mvVg A Vg, che a val zero (vetor paraléj).

Se, an coste condission, i consideroma tute le forse, compreise cole interne Fiq:, pér 0gni pont
i podoma scrive la quantita éd moviment:

n-1
Mj=(P —O)AF; + 2 (P —O) A Fink
k=1

andova Fin, a I'é la forsa tra nostr pont i e &l pont k
Adissionand pér tuti ij pont i, le forse interne as cancélo a doe a doe, coma sempe, e a resta

I’espression che i I’avio gia trova, pér la quantita éd moviment d’un sistema éd pont materiaj. Donca a
val I’espression:

dK & -
E:Z(Pi ~O)AF =M
1

Se i consideroma coma prima na rotassion rispét a n’ass aa, i I’oma gia vist che pér un pont

material a val la relassion: M =K =1,, -@ pér &l moment dla forsa aplica al pont. Pér un sistema réid

d’n pont I’espression a val sempe, pérche M a dventa I’adission dij moment e @ a I’é costant pér tuti ij
pont. Se pér ogni pont i i ciamoma r; la distansa dél pont da I’ass éd rotassion, i podoma 'dco scrive:

n n n
M =ZF| /\lzi =ZF| ~|Ei =ZI,E)=IE)
1 1 1
n
I =Zli a I'é &l moment d'inersia dél sistema
1

andova

As peul conclude enonsiand él teorema:
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Durant él moviment d'un sistema material qualonque, la deriva rispét al temp dél moment dla quantita
'd moviment rispét a un pont fiss (opura rispét al barisenter), a I'é ogni istant ugual al moment
arzultant rispét a I'istéss pont éd tute e mach le forse esterne aplica.

Son a veul d' che se a-i son nen forse esterne aplica al sistema, opura che le forse aplica a son
tale da anulé 'l moment arzultant dle mideme, antlora €l moment dla quantita 'd moviment as manten
costant.

Equassion cardinaj dél moviment d'un solid

A son le doe equassion che i I'oma vist ant la part fin-a si pér ij solid 0 sitema materiaj reid.
Se i ciamoma Q la quantita 'd moviment, R l'arzultant éd tute le forse esterne aplica, M &l moment dle
forse aplica e K él moment dla quantita ‘d moviment, tuti doi arferi a un pont fiss 0 al barisenter, pijait
coma senter &d ridussion, ste equassion a son:

L
t it

Ste equassion a carateriso 'l moviment dij sistema réid e dij solid, mentre a basto nen da sole
a defini 'l moviment dOun sistema nen réid éd pont.

Estension ai solid reaj

Coma i I’'oma gia avu ocasion éd di, un solid, 0 na surfassa 0 na linea materiaj, a peulo esse
considera n’ansema anfini éd particole anfinitésime, ognidun-a che as comporta coma un pont material
éd coj che i I’oma vist. Son a veul di che tut 1on che i I’oma vist a val a I’istessa manera per coste
entita.

Le somatorie a dvento integraj esteis a tut él camp ocupa dal corp, che a sia na linea, na
surfassa 0 un volum. | I’oma vist, pr’esempi, che él moment d’inersia d’un sistema material éd pont
rispét a n’ass éd rotassion a I’é la somatoria éd tute le masse m; moltiplica pér soe distanse d; da I’ass al
quadra. Si sota i mostroma com a cambia I’espression:

n
2 2
Iy =y mi-df ; 1y =[d"-dm=[d" p-dv
i Vv v
. C e . . . dm s
Ant I’espression a-i é n’integral estéis a un volum e p a I’é la densita: p v Seélcorp a
v

I’é omogeni, antlora p a peul esse porta fora da I’integral coma na costant.

Suponoma éd vorej trové €l moment d’inersia d’un cilinder material omogeni rispét a so ass
geometrich. Vardoma figura 10

Se la densita dél cilinder a I’é p i podoma consideré I’element dm éd massa che a sta ant la
coron-a cilindrica éd ragg r , spéssa n’infinitésim dr e auta h coma tut él cilinder.

dm=2-z7-r-h-p-dr
Integrand su tut él ragg R as treuva:

R
1, :J‘rz.dmzz.ﬂ.p.h.jo r3-dr:%-p-h-R4
Vv

ma m:7r-,o-h-R2 (volum pér densita) antlora : 1, :%-m R?

Se adess €l cilinder a vira antorna a so ass zz con na velocita angolar @, soa energia cinética a
sara:
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Figura 10 — Moment d’inersia d’un cilinder omogeni

2 1 2 .2

Ec==-0?1,==-m®
Y4 4

N |-

Se, ant le stesse condission i voreiso calcolé soa quantita éd moviment:

R R R
0 0

w|Nn o

.ﬁ.h.p.@.R3=§.m.@.R

El péndol compost

Anvece che un péndol fait da un pont material e n’asta sensa massa, consideroma adess un
péndol éd forma qualonque. Un corp solid che a bautia antorna a n’ass, coma i podoma védde, coma
esempi, an figura 11.

El pendol a ossila antorna a n’ass che a passa pér O, a I’ha un barisenter G a na distansa d da
O, e a I’ha na massa m che a-j da un péis P =m - g (g = acelerassion éd gravita). Anfin a I’ha un
moment d’inersia | rispét a I’ass d’ossilassion. | consideroma édco che él massim angol d’ossilassion ¢
a sia cit, ant él sens che i I’oma vist a proposit dél pendol sempi.

Da Ion che i I’oma vist prima, i podoma scrive col che a I’é &l moment M dél peis che a agiss
an sél péndol, che a risulta:

o8 )
M=I.-—F—=P-d-s%n(e
dt 2
an nostre ipotesi : qo;% . sn(p)=x ; P=m-g donca I'equassion a dventa:
X + g-m-d x =0
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Figura 11 — Péndol compost

Arcordand 1on che i I’oma vist pér él péndol sempi, cola che i I’oma trova a I’é I’equassion

. s . , R . -m-d .
diferensial dél moviment d’un pendol. Se i butoma w? :gf , Soa solussion a dventa:

x:A-cos(a)-t+go)

Son i I’'oma gia vist-lo pér él pendol sempi, ma adess &l period d’ossilassion a val:
T=ﬂ=2-7r- ! seibutomaI:L antlora T=2-7- !
10) g-m-d m-d g

con laforma coma pér él pendol sempi, ma adess | a I'é pi nen la longhéssa dél péndol

La neuva longhéssa | a I’é ciama longhéssa ridota e, a parte da O, a andividoa un pont O’ che
a ossila coma un pendol éd longhéssa I. Sto pont O’ a ven ciama senter d’ossilassion.

El pendol a ossila coma se a fussa un pendol sempi 'd massa m e longhéssa I, pendu an O.

Péndol arversibil - Misura dla gravita

Adess i consideroma un pendol dé sto tipo ma fait coma an figura 12.

Se i I’oma un pendol compost che a peul bautié tant antorna a O coma antorna a O’, con na
daita possion G del barisenter (prima part éd figura), as démostra che tant ossiland antorna a O coma
ossiland antorna a O’, la longhéssa ridota | a I’é sempe I’istessa. An efét, se i ciamoma Is €l moment
d’inersia rispét a I’ass barisentrich:

Antorna a O: m=massa ; lp =moment d'inersia
lo lo 2 2
l=—— ; mlI=— ma lg=Ilg+m-d® ; Ig=Ilg-m-d
m-d d
Antorna a O': m=massa ; lg =moment d'inersia

| -d .
lo-—— ma antlora a I'e:
d

v lo _lol-d) 1o _,
“m-(I-d) m-d-(I-d) m-d

I =lg+m-(I—-d)?=Ig+m-1-(1-2-d)
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Figura 12 — Péndol arversibil

Col ch'i I'oma vist adéss a I'é 'l teorema "d Huygens. Passand a la sconda part éd la figura, i
véddoma un pendol organisa pér podéj ossilé antorna a doi pont O e O’, con doe masse M e M’ che a
peulo esse sposta an sl’asta. Pér tentativ as ésposto le masse an manera che él pendol a I’abia I’istess
period d’ossilassion tant se a ven pendu an O coma se a ven pendu an O’.

Da lon che i I’oma vist, sto periodaval: T=2-7 \/I andova | a I’é la distansa tra O e O’.
g

Vist che la distansa as peul misuré con precision auta e él period édco, sto pendol a serv pér misuré
2
4.7 -1

I’acelerassion éd gravita g, che a sara: g = T

El pendol balistich — Velocita d’un proiétil

A serv pér misure la velocita d’un proiétil spara da na boca da feu, coma un fusil. A saria bin
complica, an efét, misuré spassi e temp e féne él raport. An pi, 1€ spassi a dovria esse pitost long pér
avej un temp che as peussa misuré con magara d’éstrument bin complica, e ant ésto spassi la velocita a
cambieria. Con &l sistema dél péndol balistich as peul misuré la velocita a la distansa che as veul. El
péndol balistich a I’¢ ilustra an figura 13.

As podrio fé éd considerassion an sl’energia cinética e potensial, ma a saria dificil stabili la
posission dél barisenter, che a dipend da quant €l proiétil a intra ant la cassiétta che i véddroma e da
I’energia perdua an calor. As peul fé a meno éd savéjlo e nen fé dipende la misura da grandésse dificij
da misure.

La massa M dél pendol a I’é conossua e a I’é faita da na cassiétta pendua che a peul férme él
proiétil (pr’esempi pien-a éd sabia e faita an manera éd nen péerde sabia cand che a riva él proiétil). El
proiétil a I’ha na massa m conossua, e as peul misuré I’angol « andova él pendol as porta cand a riva él
proietil.

Quantita éd moviment dél proiétil : g, =m -V,

Da I'angol « as treuva la massima elongassion a La velocita v che a pija él pendol a I'é:
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2-m-a R v Ve oas
V=w-a= T andova T a I'é él period d'ossilassion. Ma a I'é édco:

_2-r-a M+m
T m

m-v,=(M+m)-v edonca T,

Con la misura d’a e T as peul donca calcolé la velocita che i sercavo.

oo

o

N

\ !

S N
1w

N
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\

boca da feu proiétil

Figura 13 — Pendol balistich

Corp an rotassion lesta

Si i arpioma e slargoma un poch I’éstudi d’un corp che a vira antorna a n’ass. An particolar i
consideroma cola situassion andova j’efét dla rotassion a peulo vni pi gross e motobin pi gross dj’efét
dél peis dél corp.

Camp éd la forsa sentrifuga

La forsa sentrifuga as arléva an tuti ij corp an rotassion. | I’oma vist che na massa, pér fé na
traieoria sircolar, a I’ha da manca dl’assion éd na forsa sentripeta an diression e vers dél senter éd
rotassion. La reassion a costa forsa a I’é na forsa sentrifuga ugual e contraria.

Se i pensoma a na massa che a vira antorna a un pont, tnta da un fil, i podoma di che él fil a
aplica a la massa n’acelerassion sentripeta che moltiplica pér la massa midema a da la forsa che a
obliga la massa a viré anvece che andé drita. Sta forsa a tira a avziné la massa al senter, ma son a capita
nen pérché la massa a reagiss con la forsa che a ten tira él fil e che a tend a slontané la massa dal senter,
vis-a-di la forsa sentrifuga. Ste doe forse a son an echilibri e la distansa dal senter a resta costanta.

Se o a I’é la velocita angolar, e p a I’é la densita dél corp, su ogni element éd massa dm dél
corp, che as treuva a distansa r da I’ass éd rotassion, a agiss na forsa sentrifuga dFs che a I’é:

2

dFs =2 -F-dm=w?-F-p-dv andova v a I'é & volum dél corp

I podoma defini un camp éd la forsa sentrifuga coma la forsa che ant ogni posission a-i saria

an sl’unita éd massa. Sto camp a corispond a I’acelerassion sentrifuga: Hg = w?-r.
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Echilibri dla rotassion

Se na massa dm a I’ha na massa ugual e simétrica da I’autra part éd I’ass, le doe forse an ste
doe masse as anulo I’un-a con I’autra. Se I’adission éd tute le forse sentrifughe a I’é zero, antlora a-i é
n’echilibri dé ste masse antorna a I’ass éd rotassion. Son a I’é sens-autr véra pér corp omogeni che a
viro antorna a un so ass éd simetria.

Arpijoma adess él discors éd coma a cambia él moment d’inersia con I’ass é&d rotassion, che i
I’avio ancamina parland éd geometria dle masse. As peul démostré che antorna ai tre ass sentraj
d’inersia le condission dI’echilibri dla rotassion a son sodisfaite. Tuti j’ass andovaj ste condission a son
sodisfaite, e an particolar j’ass sentraj d’inersia, as és-ciamo ass éd libera rotassion, pérché an coste
condission, a part él vincol che a deuv sosten-e &l peis dél corp, la rotassion a produv nen d’autre
solecitassion an sij suport, che a podrio, teoricament, édco nen essje.

An figura 14 i I’'oma arpresenta un cilinder material che a I’é sostnu dal pivo aa, che a peul
viréje antorna, a meta éd soa autéssa. €l pivo a I’é su un sostegn a forsela che a vira antorna a so ass
vertical. An partensa él cilinder a I’é vertical e a vira lest antorna a so ass e rispét a cost él moment
d’inersia a I’é¢ minim (ass &; éd figura).

An coste condission, se él cilinder a I’¢é vertical pérfét e I’ass &d rotassion a I’é precis s0 ass,
la rotassion a I’é an echilibri.

Ma se pér qualongue rason as produv un cit éspostament éd I’ass éd rotassion, coma a I’é
mostra ant la vista lateral (sconda figura), le forse sentrifughe a son pi nen completament compensa. As
produv na cobia che a fa viré él cilinder antorna al pivo aa. Le forse dél camp sentrifugh a peulo parej
slontané da I’ass éd rotassion le masse, e son a corispond a fé chérse €l moment d’inersia. An efét él
cilinder a pija la posission che a corispond a viré antorna a I’ass &, dont a corispond &l massim moment
d’inersia (tersa part éd la figura). Costa a I’é na posission stabil, pérche le stesse forse sentrifughe as
opon-o a variassion éd I’ass

!!il
Il cit éspostament £,
I drrass del cilinder |
l.
- [ .
Cilinder -. F |

| l
= g

F
sostegn <

0
ass an rotassion

Figura 14 — Echilibri éd rotassion instabil e stabil

Pér ogni corp, antlora, la rotassion an echilibri stabil a I’é cola antorna a I’ass sentral andova
él moment d’inersia a I’é massim.
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Efét viroscopich

I consideroma un corp pesant con con I’ass sentral stabil d’inersia motobin pi long éd j’autri,
coma un disch 0 n’anél che a vira antorna a I’ass éd simetria che a passa da so senter, dél tipo éd col
arporta an figura 15. Suponoma peui che I’elissoid d’inersia a sia rotond (j’autri doi ass a sio uguaj).

El corp a I’é fait viré lest, an quaich manéra, antorna a soO ass sentral éstabil e a I’é monta an
manera che a peussa assume qualonque orientament ant I’éspassi. As védd che orientand él suport, a
man da fora, an qualonque diression, la diression éd I’ass éd rotassion a cambia nen, e a sent gnanca la
rotassion dla tera, ant él sens che se I’ass a I’é orienta vers na stéila fissa, as manten an cola diression.

Se i scrivoma I’equassion dij moment: dK =M -dt andova K a I’é I’arzultant dél moment
dle quantita éd moviment e M I’arzultant dij moment dle forse che a agisso da fora, él tut arferi a un
pont O, i véddoma che la variassion dK ant él temp dt a I’é paralela a M e donca ant &l temp I’ass éd
rotassion a tira a esse paralel a K.

Ant la situassion éd figura, peui, i I’oma gia pér costrussion che él vetor @, velocita angolar, a
I’é paralel a I’ass sentral e i podoma supon-e che él moment dle forse che a fan viré él corp e a manten-

o la rotassion a sia paralel a I’ass dél corp. An tuti ij cas, j’orientament &d I’ass sentral, o, K, M, a son 0
a dvento paralé;.

! Montagi pér rotassion éd I’ass
! atre gré éd liberta

Figura 15 — Viroscopi con tre gré éd liberta

| vardoma pi precis la situassion. Se un corp a vira motobin ampressa antorna a l'ass prinsipal
d'inersia relativ a un pont O, ma i podoma fé che pensé che as trata 'd I'ass sentral d'inersia relativ al
barisenter G, e se i ciamoma z st'ass, an manera che la velocita angolar @, con component p, g, r, a sia
, an pratica orienta second l'ass z, an manera che ij raport p/r e g/r a sio motobin cit, édco I'ass éd
rotassion veloce a tira a butesse paralel al moment M.

I consideroma antlora un corp che a I'abia na strutura viroscopica e che a vira antorna a I'ass
sentral prinsipal z (che donca a passa dal barisenter G, che i consideroma fiss) con versor k. Rispét a

st'ass &l corp a I'na moment d'inersia I, mentre second j'autri doi ass ij moment d'inersia a son Iy =1y , €
i consideroma che I, a sia pi gross 0 almanch dl'istéss ordin dj'autri doi. | suponoma peui
d'adissioné le doe component second jass x e y dla velocita angolar @we i scrivoma :

S=p-i +0-] an manera che i I'abio & =5 +r1-K.
El moment dla quantita 'd moviment K dél corp a sara daita da :
KZIX '§+IZ 'r'R
I notoma che, da le posission ch'i I'oma fait, as peul dimostré che, se i consideroma

: . . - dk
I'orientament &d l'ass z variabil ant &l temp, i I'oma che k /\d—t =5 . S0n a veul di che se as conoss al

fonsion k = k(t), antlora as conoss édco la fonsion s =s(t).
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Adéss i podoma consideré doi moviment pér nostr corp, andova l'orientassion éd I'ass (versor
k ) a cambia ant &l temp con l'istessa 1&j k = k(t). La diferensa fra ij doi moviment a I'é che ant él prim
la component r dla velocita angolar a I'6 r = 0 mentre ant 1€ scond moviment costa component a I'é
grossa e a val r =ro), mentr j'autre condission a son istesse.

Pér &l prim moviment él moment dla quantita 'd moviment K a sara daita da K =1y -5,
mentre & scond moviment a I'avra un moment dla quantita 'd moviment K* che a sara anvece daita da

— % —

K =1ly-5+1,r5-K.
Adéss i scrivoma che moment M a-i va, ant ij doi cas, pér produve la variassion éd k ant él

aK -
temp, partend da I'equassion cardinal dél moviment TS =M.

~ ds
Ant él prim moviment i I'avroma che a-i va un M dait da M =1y d_t mentre ant Ié scond
. . N v ds "
moviment a-i vaun M* daitda M =1y T3 +1, 15k

Son a dis che se 'l corp a vira ampressa antorna a I'ass z, a-i va un moment motobin pi gross
pér sposteé la diression dl'ass éd rotassion.

Oltra a la tendensa a manten-e I’ass éd rotassion, n’efét anteressant dél viroscopi a I’é él
moviment éd precession. | vardoma figura 16.

moviment éd
precessionche  _y
atiraaalineé ,-~~
oconM

7

Figura 16 — Moviment éd precession

El viroscopi ha I’ha sempe tre gré éd liberta e a vira antorna a I’ass x con na velocita angolar
®. Se as aplica na forsa F coma an figura, a distansa r dal barisenter, che a tira a sposté I’ass éd
rotassion fasend viré él sistema antorna a I’ass y, vis-a-di as aplica un moment che a val M=FAF ,
anvece d’osservé sta rotassion, as védd che él sistema as buta a viré antorna a I’ass z, coma indica an
figura. Sensa dé tuta la spiegassion rigorosa d’ésto fait, i disoma che son a I’era antevéddu da Ion che i
I’oma dit prima, vis-a-di che I’ass as ésposta sercand éd butesse paralel a M. El moviment a continua
pérche él sistema a rabasta an so moviment édco la forsa F.

Sto moviment a I’é ciama éd precession. Se sto moviment a ven férma da fora, antlora la
forsa F a fa viré efetivament él sistéma antorna a I’ass y. An realta, pen-a la forsa a ven aplica, costa a
provoca na deviassion cita dl’ass éd rotassion, e la precession as ésvilupa coma reassion.
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