
Fìsica sperimental – Mecànica –Part 4: Dinàmica

101

Part 4: Dinàmica

La Dinàmica a  studia la  rason dël  moviment.  Sta  part  a  l’é  sentrà  an sle  relassion tra  Fòrse,  Masse e
Moment. As definiss la Quantità ëd moviment e sò moment, ël Travaj e l’Energia ëd moviment
(cinética). As vëdd coma a fonsion-a ël Moment d’Inersia. As ëstabilisso le relassion tra energia
potensial e cinetica e as definiss la Potensa. Sòn, prima për un pont material e peui për un còrp real.
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IJ PRINSIPI DLA MECÀNICA NEVTONIAN-A

I  arportoma,  a  sta  mira,  ij  prinsipi  dla  Mecànica coma a son stabilì  da la  teoria  ëd Newton,
che a son ëdcò la base për la Dinàmica. I l’oma già dovrà quaicòs dë sti prinsipi, ma sì i-j butoma tuti e
tre ansema, giusta për avèj-je present.

Prim prinsipi (inersia)
Ògni còrp a tend a manten-e sò stat d’arpòs ò 'd moviment drit costant se a interven nen na fòrsa
esterna a cambiélo.

Sòn a veul dì che qualonque acelerassion, parèj coma a l’é stàita definìa an Cinemàtica, a
venta che a sia provocà da na fòrsa. A fà part ëd l'esperiensa comun-a 'l fàit che un còrp ch'a sia ferm a
l'ha da manca 'd na fòrsa për bogésse, e sta fòrsa a peul esse 'dcò sò pèis. A l'é nen antuitiv a l'istessa
manera che, sensa na fòrsa, un còrp che a bogia as fërma nen. A-i và sens'àutr na fòrsa për fërmé un
còrp, e sòn a l'é esperiensa, ma 'l còrp, an general, a tira 'dcò a fërmésse da sol prima ò peui. A vardé
bin, com i faroma, a son sempe esterne fòrse che a lo fërmo. I l'oma già acenà a le fòrse d'atrìto e a le
resistense an general.

Scond prinsipi (assion)
Se su un còrp material l'arzultant ëd tute le fòrse aplicà a l’é nen ugual a  zero, antlora an sël còrp as
produv n’acelerassion che a l’é proporsional a l’arzultant dle fòrse e inversament proporsional a la
massa dël còrp.

As peul ëdcò dì che: Se su un còrp material l'arzultant ëd tute le fòrse aplicà a l’é nen ugual a
zero, antlora an sël còrp as produv na variassion dla quantità 'd moviment dël còrp midem (e i
vëddroma còs i voroma dì con "quantità 'd moviment").

Sòn a l’é stàit dovrà për definì tant la massa che la fòrsa. Ël fàit che ste doe definission a sio
nen  andipendente  a  l’é  un  problema  teòrich,  ma  an  pràtica  tut  a  fonsion-a  istéss,  coma  i  podroma
vëdde.

Ters prinsipi (reassion)
A ògni assion ëd na fòrsa, a corispond na reassion ugual e contraria. Se ël còrp A a produv na fòrsa
an sël còrp B antlora ël còrp B a produv na fòrsa ugual e contraria an sël còrp A.

Sòn a veul dì che la fòrsa a l’é sempe n’interassion tra lòn che a produv la fòrsa e lòn che a la
subiss. La fòrsa a anteressa mai un sol sogét. Se na person-a a possa n’armari, l’armari a aplica na
reassion a la përson-a, an efét se la përson-a a l’ha le scarpe che a sghijo, a l’é l'armari a possè 'ndarera
la përson-a. An efét, e i l'oma dià acenà a sòn, fin-a sta mira i l'oma considerà un còrp ò pont material,
e na fòrsa aplicà da fòra an manera astrata. Sì i suponoma che la fòrsa a sia aplicà a un pont A a rason
dla presensa ëd n'àutr pont B.

I l'oma vist che se 'l pont A a l'ha un pèis, son as deuv a la presensa dël pont B, che an sto cas
a l'é 'l pianeta Tèra (che as compòrta, con n'aprossimassion che për adéss an basta, coma un pont con
na massa coma cola dla Tèra piassà ant ël barisenter dla Tèra). Contut che j'efét a sio nen osservàbij,
ëdcò 'l còrp a àplica na fòrsa ugual e contraria a sò pèis al pianeta Tèra.

Sti prinsipi a son intuitiv e verificà da l’esperiensa. L’aplicassion ëd costi prinsipi a pòrta a
dëscrive ij fenòmeni ant na manera che a l’é verificà da j’esperiment.
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Pàgina lassà veuida apòsta
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DINAMICA DËL PONT MATERIAL

Sì i comensoma a vëdde coma le lèj dla Dinàmica as aplico al pont material e ògni vira che
na massa a peul esse considerà coma un pont (i l’oma vist ëd cas andova un còrp as compòrta coma se
tuta soa massa a fussa consentrà ant ël barisenter). A l'é natural che costa a l’é n’astrassion che a
përmëtt d’arcavé relassion fondamentaj, an manera sempia, che a peulo peui esse generalisà ai còrp
materiaj.

J'equassion dël moviment
I suponoma un pont lìber e i consideroma, an general, fòrse che a dipendo da la posission

P dël pont, da soa velocità P e dal temp t. L'acelerassion dël pont P , com i l'oma vist an Cinemàtica,
a sarà la derivà sconda rispét al temp dla posission. I l'avroma donca che nòstra relassion fondamental a

dventa Pm)t,P,P(F .
Costa a l'é n'equassion diferensial vetorial dlë scond órdin  che, dàit n'arferiment cartesian

Oxyz,  a peul esse scompòsta an tre equassion diferensiaj scalar, sempe dlë scond órdin, dël tipo:

)t,z,y,x,z,y,x(Fzm
)t,z,y,x,z,y,x(Fym
)t,z,y,x,z,y,x(Fxm

z

y

x

andova Fx, Fy, Fz a son le component dla fòrsa second j'ass.
L'integraj ëd coste equassion a l'avran 6 costant arbitràrie, che a corispondo a la possibilità 'd

dé le condission inissiaj dël moviment, che a saran la posission ëd partensa (3 coordinà) e la velocità
inissial (3 component). Macassìa a l'é nen dit che sòn a sia sempe possìbil.

Nen sempe l'integrassion dj'equassion sì dzora a peul esse fàita an termo finì, e sovens a venta
passé a svilup an série.  Ma dle vire la còsa as semplìfica cand as conosso d'integraj prim dël sistema,
për quàich cas particolar. I stoma nen a andé pì ant l'ancreus, e i vëddroma man man sti cas cand a son
d'anteresse particolar.

Ël prinsipi d’assion e la quantità ëd moviment
La  relassion  fondamental  ëd  partensa  a  l’é  cola  che  i  l’oma  dësgià  vist  për  definì  fòrsa  e

massa e che a l’é l’ëscond prinsipi dla Fìsica. F a l’é la fòrsa, m a l’é la massa e a a l’é l’acelerassion:

amF

I  l’oma  già  presentà  tuti  j’element  ëd  costa  relassion.  Da  la  Cinemàtica  i  savoma  che
l’acelerassion a corispond a la variassion ëd velocità ant ël temp. Antlora i podoma scrive:

costantlorase

:antloradefinimai

QF
dt
QdF

vmQvm
dt
d

dt
vdmF

0;

;;

La quantità vetorial Q m ·  v  che i  l’oma definì  a  ven ciamà quantità ëd moviment. Soa
unità ëd misura a l’é [kg  ·  m/s] opura [N · s].  Lòn  che  i  l’oma  vist  a  esprim  la  conservassion  ëd  la
quantità ëd moviment an sta manera:
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La quantità ëd moviment ëd na massa as conserva costanta se a-i é nen na fòrsa esterna che a agiss an
sla massa. Méj, se l’arzultant dle fòrse esterne che a agisso an sla massa a l’é zero. An general i
disoma che la derivà dla quantità 'd moviment rispét al temp a val, an ògni istant, la fòrsa aplicà an
col moment al pont material.

Ël concét ëd quantità ëd moviment e soa conservassion a l’é motobin amportant. Suponoma
che na fòrsa a agissa an s’na massa për un dàit interval ëd temp t. Suponoma che la massa a l’àbia na
velocità inissial v0 qualonque. Për lòn che i l’oma già vist, a val sòn:

itFQvtamdtamdtF

 t
dtFdtamQdvdmdtavd

tt

0
00

0
;

:adaintervall'antd  integrane

As vëdd che la fòrsa F che  a  agiss  për  un  temp t a pròvoca na variassion ëd quantità ëd
moviment Q = F · t che a ven ciamà Impuls e a ven indicà con i.

A venta ten-e present che impuls e quantità ëd moviment a son vetor e donca se na massa a
l’ha na certa Q0 inissial e a arsev un impuls i,  ël valor dla Q final a sarà l’adission vetorial ëd Q0  e i.
Ël mòdul dla Q final a l’é l’adission dij mòduj Q0  e i  mach se costi a l’han l’istessa diression e l’istess
vers. Ant la  figura 1 a ven mostrà lòn che i l’oma dit.

An pràtica, coma për tute le adission ëd vetor, l’arzultant a l’avrà coma component l’adission
dle component omònime dij doi vetor ëd partensa.

La figura a mostra un prim cas andova Q0 e i a l’han istessi diression e vers e n’ëscond cas
con un Q0 ëd partensa normal a l’impuls i.

m·v0

F a = F  m

m·vt
dòp ël temp t

vt = v0 + a·t    ; Q = F· t

dòp ël temp t

m·v0

m·v0

m·vt = m·(v0 + a·t )

F a  = F  m

m·( a·t ) = Q = F· t

Figura 1 – Variassion dla quantità ëd moviment – Impuls.
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Se i consideroma un moviment an s’na curva, i savoma da la Cinemàtica che cost a l’é prodòt

da n’acelerassion che an general a l’ha doi termo: nssa
2

  antlora la fòrsa, second ël

prinsipi vist, a dventa:

nsmFsmF

FFnsmsmamF

n

n

2

2

;

:andova

Sòn a veul dì che ël moviment a l’é prodovù da doe fòrse (opura da na fòrsa con doe
component, che a fà l’istess), dont un-a tangensial e l’àutra normal a la traietòria, e che sta sconda fòrsa
a l’é sentripeta, vis-a-dì direta vers ël senter dla curvadura dla traietòria. Për ël ters prinsipi dla
mecànica (assion e reassion) ël pont a reagiss a la fòrsa sentripeta con na fòrsa sentrifuga ugual e
contraria.

Sòn, che a l’é sempe vèra,  as vëdd bin an cas ëd moviment sircolar costant, andova l’unica
acelerassion a l’é cola sentripeta. La fòrsa sentripeta a ven aplicà da quaicòs che a peul esse un fil tra
massa e senter, un binari an curva e via fòrt, che a òbliga la massa a sté an sla traieòria curva. La massa
a aplica a soa vira, ëd conseguensa,  la fòrsa sentrifuga al fil, al binari, e via fòrt.

sentrifugafòrsasentripetaFòrsa nn FnsmF
2

I voroma noté, ambelessì, che la variassion dla quantità 'd moviment e acelerassion moltiplicà
për la massa a peulo esse considerà l'istéssa còsa mach se la massa a l'é na costant  dël còrp, vis-a-dì
mach se i soma nen ant ël camp dla mecànica relativìstica. Ambelessì noiàutri i introma nen an sto
camp, ma a smija giust sotlinié sto pont.

Ël moment dla quantità ëd moviment
I l’oma vist cos a l’é ël moment ëd na fòrsa rispét a un pont, ant la part inissial dla Stàtica, e

adess i arpijoma ël concét. Partoma torna da l’espression che i l’oma vist prima Fvm
dt
d .

Suponoma che la fòrsa a sia aplicà al pont P che as bogia, e pijoma un pont O d’arferiment
fiss. Arciamoma la definission ëd Moment M ëd na fòrsa F  aplicà ant un pont P, rispét a un pont fiss
O, che a l’é ël prodòt vetorial FOPM . Soe dimension a corispondo a [N·m].

Adess, an coste condission, i definima un vetor K che i ciamoma Moment dla quantità ëd
moviment coma:

smNvmOPK dimensioncon

Se i derivoma l’espression si dzora rispét al temp i trovoma:

vm
dt
dOPvm

dt
dP

dt
Kd

Ma ël prim termo dl’ëscond member a val zero, përchè dt
dP

 e v a son paraléj e donca:
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.0 costantlorasechedìëdcòa  veulsòn KM

MFOPvm
dt
dOP

dt
Kd

Sòn  a  esprim la  conservassion  dël  moment  dla  quantità  ëd  moviment,  ant  ël  sens  che  se  ël
moment ëd la fòrsa aplicà a un pont a l’é zero, ël moment dla quantità ëd moviment dël pont a cambia
nen. An ògni meud i podoma dì che:
An ògni istant la derivà rispét al temp dël moment dla quantità 'd moviment rispét a un pont fiss O a
val coma 'l moment dla fòrsa aplicà an col istant al pont material, rispét a l'istess pont O.

A propòsit ëd moment e prodòt vetorial, a venta sempe arcordé la convension dij segn e
l’ordin dij vetor ant ël prodòt.

Moviment ëd rotassion
I l’oma vist ant la Cinemàtica dij sistema rèid che ant un moviment generich un pont

qualonque d’un còrp a l’ha, për ògni interval infinitésim ëd temp, un moviment ëd traslassion e un ëd
rotassion antorna a n’ass che a cambia ant ël temp. I l’oma ëdcò vist le doe fòrse, tangensial e normal,
che a prodùvo ël moviment. A l’é amportant vëdde un pòch méj lòn che as arferiss a la rotassion e che i
l’oma pen-a acenà prima.

Për fissé le idèje consideroma un pont che a vira antorna a n’ass fiss (sòn a peul esse part dël
moviment elementar d’un moviment generich).

I vardoma la figura 2, che a ilustra la situassion. Ël pont P a l’ha na massa m e a vira an s’na
sirconferensa ëd ragg r antorna a n’ass a con na velocità angolar . I sernoma un senter d’arferiment O
an sl’ass. La velocità v dël pont P  a val: OPv

Ël modul |v| ëd la velocità a val |v| = · r ( i notoma sì che  a l’é un vetor nen aplicà). Se
adess i voroma scrive ël moment dla quantità ëd moviment dël pont i trovoma:

2rmrvmK

Ma i l’oma vist ant la tersa part dë ste nòte, che la quantità 2rm  a l’é ël Moment d’Inersia

dël pont P rispét  a  l’ass a. An definitiva a risulta antlora che aaaa IK  e la notassion dovrà a
arciama 'l fàit che moment dla quantità ëd moviment e moment d’inersia a son ariferì a l’ass a. I l’oma
vist che:

ass a

P

O

r 0

Figura 2 – Moviment ëd rotassion
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angolarnoacelerassi

:n  rotassioëdàngoll'él'ase

donca I
dt
dII

dt
dMKM aaaaaa

A-i é donca na strèita corispondensa tra Fòrsa, Massa, Acelerassion da na part (moviment ëd
traslassion) e Moment, Moment d’Inersia e Acelerassion Angolar da l’àutra (moviment ëd rotassion).

Travaj e Energia cinetica
Arpijoma da n’àutra mira lòn che i l’oma dësgià dit a propòsit ëd travaj. Ël travaj elementar

dT che  i  l’oma  già  definì  coma  prodòt  scalar  ëd  na  fòrsa F për n’ëspostament ds ëd sò pont
d’aplicassion, a peul esse scrit coma:

2vm
2
1dvdvm

vdvmdTdtv
dt
vdmsdFdT

:él'ama

dì-a-vis

Ël travaj elementar dT a  l’é  antlora  ël  diferensial  dla  grandëssa  che  sì  i  ciamoma Energia
Cinética Ec e che a val:

JmNs/mkgvm
2
1Ec 222 dimensioncon

Ël sìmbol [ J ] a l’é për Joule, che a l’é l’unità ëd misura dl’energia, sia cinética che potensial,
e  dël  travaj.  Sòn  a  veul  dì  che  as  trata  ëd  grandësse  dl’istessa  natura,  ò  se  as  l’ha  pì  car,  tre  forme
diverse dl’istessa grandëssa, pì general.

Se integroma ël diferensial dl’energia cinética (ò dël travaj) da un temp t1 a  un  temp t2 ,
interval d’assion ëd na fòrsa F an sla massa m, i trovoma:

2t

1t
12

2
1

2
2

2t

1t

2t

1t
sdFEcEcvm

2
1vm

2
1dvvmdL

Costa a l’é la dimostrassion dël Teoréma dle fòrse vive che a dis:
La variassion d’energìa cinética Ec d’un pont material (sistema) relativa a l’interval ëd temp t2  t2  a
corispond al travaj total  T fàit da le fòrse aplicà an col interval.

I vardoma figura 3 për studié còs a sucéd ant un moviment ëd rotassion. I suponoma ël pont P
vincolà a bogesse an s’na sirconferensa ëd ragg r, che a subiss l’assion dla fòrsa F.

siondla  rotascinéticaenergial'él'aespressionL'

etraintegrand

:ëddifernsialëlél'acostma

:oma  vistl'  ichelòndae
antlora

:fòrsanaëdmomentdëlespressionl'arcordand

22
1

2
2

21

2

2
1;

2
1

2
1

cos

coscos

IEcIT

IdIdtIdIdT

dMdTrFsenrFM

drFsdFsdFdT
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O

P F

r
ds

d

Figura 3 – Energia cinética ëd rotassion.

La Potensa
Ël concét ëd potensa P as  arferiss  al  rapòrt  tra  un  travaj  e  ël  temp  che  a-i  và  a  félo.  Ant

j’aplicassion pràtiche sovens as arferiss a na machina che a produv travaj ò a asòrb travaj. Da na mira
teòrica i podòma definì la potensa ant un istant e la potensa média ant un interval ëd temp, coma për
tute le grandësse  che a peulo cambié ant ël temp. Sì i ciamoma Pt  la potensa al temp t e PM  la potensa
media ant l’interval t.

Second lòn che i l’oma dit i podoma scrive:

)Watt(W
s
J

s
mN

t
LP;

dt
dLP Mt

La potensa as misura an Watt che a corispondo a Newton per meter su second, opura a Joule
su second.

Vist che ël travaj a l’é na fòrsa për n’ëspostament, i podoma ëdcò scrive:

vF
dt

sdF
dt
dL

La potensa a arsulta antlora coma ël prodòt scalar dla fòrsa për la velocità. Sòn a ven a taj an
particolar cand as parla ëd potensa dàita ò asorbìa da n’ass che a vira. Se a un dàit ragg r la fòrsa
tangensial prodòta o ciamà a l’é F, e se an coste condission l’ass a fà n gir a la minuta, i podoma dì:

60
n2M

60
Frn2vF

dt
dLP

v
60

rn2r

rFrFM

M

tangensialvelocità

t)  resistenò(motorfòrsadlamoment

La potensa calcolà parej a l’é la media an sla minuta. Se ij gir a son costant, antlora ëdcò la
potensa al’é costanta.

Energia potensial - Conservassion dl’energia total
I arpijoma antlora lòn che i l’oma già dit a propòsit dl’energia potensial ant un camp ëd fòrse

e i lo completoma. Consideroma un camp ëd fòrse gravitassional, e vist che as compòrto tuti a l’istessa
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nmanera, suponoma ël camp teòrich tèrestr. I l’oma dit teòrich përchè peui i vëddroma j’efét dla
rotassion dla tèra che për adess i consideroma nen.

I l’oma vist ant la tersa part ëd coste nòte che ël camp gravitassional dla tèra a l’ha un

potensial definì coma
r

m
V tèra  e che ël travaj T  për la massa unitària che a passa dal

potensial V1  al potensial V2  a l’ha ël valor T V  = V1   V2 . Për na massa m qualonque ël travaj a
sarà dàit dal valor T V ·  m.  = W1   W2 .  Për  semplifiché,  da sì  anans i  ciamoma Ep l’energia
potensial che prima indicavo con W.

Se i suponoma che la fòrsa che a agiss an s’na massa a l’é cola dël camp gravitassional,
antlora i savoma che ël travaj fàit da sta fòrsa a corispond a na variassion dl’energia cinética dla massa,
che a l’é dàit dal valor T  Ec2   Ec1 e che cost a l’é l’istess travaj dàit da la variassion dël potensial.

Antlora për na massa qualonque, che ant un camp gravitassional a passa da un pont P1  a un
pont P2 , a val:

.2211

1221
cost

:chedìa  veulsòne
EcEpEcEp

EcEcTEpEp

Për na massa nen sogeta a àutre fòrse aplicà da fòra, ma mach al camp gravitassional,
l’adission ëd soe energia cinética e energia potensial as manten costanta. Cost a l’é ël prinsipi dla
conservassion dl’energia total ant un camp conservativ, coma col che i consideroma.

Integral dle fòrse vive
 I  l’oma  vist  che  un  camp H a  l’é  un  camp  conservativ  cand  a  esist  ël  diferensial

dzHdyHdxHdV zyx  e a l’é difernsial precis. Sòn a veul dì che për la fòrsa F che ël
camp a aplica a na massa m a val:

z
U

F;
y

U
F;

x
U

F

dz
z
U

dy
y

U
dx

x
U

dzFdyFdxF

dUmdVdsF

zyx

zyx

:ëdcòe

UgradU
x
U

y
U

x
U

:ëscrivasefonsiondlagradient""ciamàa venespressionl'

A ven pì còmod ciamè U (sensa segn  ) l’energia potensial – dV · m  e a venta arcordésse sta
posission. Për un camp conservativ, antlora, l’equassion dël moviment a peul esse scrita:
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dt
dU

dt
dEc

dt
dUvm

2
1

dt
d;

dt
dUs

dt
dm

2
1;Ugradsssm

s

z
Uzm;

y
Uym;

x
Uxm

Ugradsm

22

:omal'  iequassionprimadlamemberdoi  ijpërmamoltiplico  ise

:equassiontreleaechivalache

trovà.omal'  icheespressionl'ëdintegrall'pròpiél'acostMa

costant.naél'aandova

:àsavoma  gi  ichelònpërefàite,segndijconvensionlearcordand

dt
dU

dt
dEc

CCUEc

Cost a ven ciamà l’integral dle fòrse vive. Na conclusion amportanta ëd lòn che i l’oma vist a
l’é che la derivà dl’energia potensial rispét a n’ëspostament ant na diression qualonque a dà la fòrsa dël
camp an cola diression.

Ël camp gravitassional tèrestr an pràtica
Se i consideroma che, ant l’ëspassi ëd nòstra esperiensa, ël camp H a l’é costant e vertical

(che  a  l’é  n’aprossimassion  motobin  bon-a),  a  l’é  dirét  vers  ël  bass  e  a  val g 9,81 m/s2 ,  e  is
preocupoma mach ëd diferense ëd potensial e variassion d’energia, considerand un sistema
d’arferiment con l’ass z vertical e orientà vers l’aut, i podoma scrive:

onintegrassid'costantlaél'aandova:él'afonsionsta

:chetalasiaachea  ventaPotensialfonsionla

CCzgVdzgdV

dzgdPH

I podoma fissé la costant d’integrassion an manera arbitraria, vist che lòn che a n’anteressa a
son le diferense ëd potensial, e i podoma dì che a V  val 0 për z  0. Antlora i podoma dì che për aussé
na massa m da un zA fin-a a un zB  a-i và un travaj

BABA zzgmT

Vardoma ël segn dë sto travaj. Se l’ëspostament a ven fàit vers l’àut,  la diferensa dlë scond
member a l’é negativa e ël travaj fàit da le fòrse dël camp a l’é 'dcò chièl negativ. Për aussé un grev a-i
va  na  fòrsa  da  fòra.  Sòn  a  fà  chërse  ël  potensial.  Se  lë  spostament  a  ven  fàit  vers  ël  bass,  antlora  ël
camp a fà un travaj positiv a spèise dl’energia potensial, che as trasforma an energia cinética.

N’esempi ëd moviment ant ël camp gravitassional.
Is arferima a figura 4 për dé n’esempi ëd lòn che i l’oma dit. Na massa m, as treuva a na dàita

autëssa h0 inissial, con na velocità inissial v, inclinà ëd n’angol  rispét a la vertical. Dòp l’istant
inissial a l’é mach sogeta a le fòrse dël camp gravitassional che a l’é vertical, vers ël bass e a l’ha un
valor g.

Con la Cinemàtica as peul trové la traietòria e la velocità an sla traietòria, dal moment che
l’acelerassion a l’é conossùa. Con la Dinàmica as peul trovë l’energia total, la part cinética e la part
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potensial  an  ògni  pont  dla  traietòria.  I  voroma  verifiché  che  lòn  che  as  treuva  ant  ij  doi  cas  a  sia
compatibil.

Doma ëd valor numérich inissiaj:

h0 = 5 m

x0 = 2 m
m = 0,5 kg
v0 = 10 m/s

=

g  = 9,81 m/s2

]s[88280,0
g

v
t

tvxx;t81,9
2
1t66025,85htgvv

s/m0,5sinvv

s/m66025,8cosvv

0h

0x0
2

0hh

00x

00h

përanulaasalcità  vertila  veloc

e:CinemàticalaDa

costantaialità  inissdla  velocorisontalComponent

alità  inssidla  veloc verticalComponent

La velocità orisontal a l’é costanta mentre la velocità vertical a ven ralentà fin-a a zero e peui
a dventa negativa e a aumenta an mòdul. Con le equassion parametriche sì dzora as peul disegné la
traietòria. L’autëssa massima as treuva cand la velocità vertical as anula a hM = 8,8226 [ m] mentre ël
valor dël corispondent x = 6,414 [ m]. Da sì, për rivé a h = 0 ël pont, partend da velocità vertical ugual
a zero, ël pont a-i buta: ]s[34115,1gh2t  mentre x a chërs fin-a a x = 13,1195 [ m].  A sta
mira la velocità vertical a dventa vF  13,15668 [ m/s].

v0

h0

x0

g

h

x

vh0

vx0 hM

Figura 4 – Esempi ëd conservassion dl’energia total.

Se adess i vardoma còs a fà l’energia total Et  i trovoma:
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]mN[525,4925525,24vm
2
1

hgmEcEpEt 2
00000

:partensaAn

]mN[52455,49vm
2
10EcEpEt

]s/m[0747,14vvv

]mN[52485,4925,6274853,43vm
2
1hgmEcEpEt

2
FFFF

2
F

2
xF

2
MMMMM

:finlaA

:massimAl

Dàita l’aprossimassion dij càlcoj, i podoma 'd sicur dì che l’energia total a l’é sempe l’istessa.
A l'ìé natural che sì i l’oma nen tnù cont dij fator ëd dispersion coma la resistensa dl’aria, ma sòn i lo
vëddroma peui ant la Dinàmica dij flùid.

Moviment drit determinà da na fòrsa fonsion dlë spostament
I consideroma un moviment drit e na fòrsa che a dipend da lé spostament an sla traietòria, che

a l'é na riga drita.
I vardoma mach ël cas sempi, che a l'ha coma equassion dël moviment )x(fxm . Fra ij

moviment  che  a  l'han  costa  equassion  a-i  é  col  d'un  pont  arciamà  vers  na  posission  d'echilibri  da  na
fòrsa elàstica.

Për fòrse dë sto tipo a esist ël potensial U che a val
x

0x
xd)x(f)x(U . Donca i l'oma l'integral

dle fòrse vive che a l'é : kxd)x(fxm
2
1UEc

x

0x

2

Sòn as peul oten-e moltiplicand ij doi member dl'equassion dël moviment për x  e vardand

che : 2xm
2
1

td
dxxm  e che : xd)x(f

td
d

td
xd

xd)x(f
xd
d

td
xd

)x(fx)x(f . Sostituend :

xd)x(f
td

dxm
2
1

td
d 2

e costa espression, integrà, a dà giusta l'integral dle forse vive. Stabilend le condission inissiaj, dàite da
na posission ëd partensa 0x  andova a-i é na velocità inissial 0x  , as peul stabilì 'l valor dla costant k

che a l'é 2
0xm

2
1k . A sta mira l'integral dle fòrse vive a dventa:

2
0

x

0x

2 xm
2
1xd)x(fxm

2
1

Se adéss i butoma che 2
0

x

0x
xxd)x(f

m
2

)x( , antlora nòstr integral dle fòrse vive as

arduv  a )x(x 2  e donca 'dcò )x(x .
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Studiand costa fonsion as deduvo ij diferent tipo 'd moviment e cand costi a son possìbij. Sì i
consideroma giusta 'l cas pì comun, che a l'é 'dcò 'l pì sempi, vis-a-dì cand ël pont material P a l'é atirà
da un senter fiss O con na fòrsa proporsional a la distansa.

I ciamoma P0 la posission inissial dël pont P e i pijoma coma ass x la riga drita che a passa da
O e da P0.  I ciamoma peui 0x  la velocità inissial an P0  e i suponoma 'dcò che soa diression a sia cola
dl'ass x. An costa manera la fòrsa a dventa giusta f(x) h x, e l'equassion diferensial dël moviment as

arduv a : xhxm , andova h a l'é na costant positiva. Se i butoma che
m
hk  i otnoma l'equassion :

0xkx 2 , che a l'é l'equassion difernsial d'un moviment armònich.

Arferendse a le "nòte 'd matemàtica " i podoma vëdde che l'integral general ëd costa
equassion a l'é dàit da

tksenBtkcosAx

A parte da le condission inissiaj e con le giuste posission, sensa fé tuti ij passagi, as arcava

che x  a  cos  (  kt ) andova
k

x
xa

2
02

0 . As trata donca d'un moviment armònich con

ampiëssa a e frequensa
2
k  mentre a l'é la fàse inissial dël moviment. Ël perìod T a sarà, natural,

k
21T . Cost a l'é 'l moviment provocà da na fòrsa elàstica.

Ël pendol ideal ò sempi
Is arferima a la figura 5 për studié 'l moviment d’un pendol con la massa m consentrà ant un

pont, na longhëssa l, e che a l’ha nen atrito né resistense.
Ël pont material a l’é vincolà dal fil a sté an s’na sirconferensa ëd ragg l.
La fòrsa pèis dël pont a val G = m · g adnova, coma sempe, g a l'é l’acelerassion ëd gravità

(camp) e a val g 9,81 [m/s2].
Coma a l’é intuitiv, i l’oma già acenà e coma i vëddroma peui méj parland ëd composission e

scomposission dle fòrse (sconda part dla Stàtica), la fòrsa che a agiss an sla massa m a l’é la component
dël  péis  tangensial  a  la  sirconferensa  e  diréta  an  sens  contrari  al  segn  dël  sen  ëd  l’àngol . L'àutra
component, cola radial, a l'é compensà da la reassion vincolar dël fil, e donca la fòrsa total che a agiss
an sla massa a l'é mach la componernt tangensial. I podoma scrive:

sen
l
g

sengmlm

ls;ls;ls

sengmsm;gmG

doncae

:dventaamovimentdëlequassionl'

:é'lama

L’ùltima a l’é l’equassion dël moviment, diferensial dl’ëscond ordin. A l'é un dij tipo
d'equassion diferensial ch'i l'oma vist ant la part matemàtica 'd coste nòte.

Për integréla i podoma comensé a moltipliché ij doi member për 2  e i otnoma:

)(cos
dt
d

l
g2

dt
dsen

l
g

22 2dìavis
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x

l

O

P

pèis G

component che a tira ël fil
Gn = G cos (

component ëd reassion dël fil
Rn = Gn = G cos (

component ativa an sla massa
Gt = G sen (

y

M s

Figura 5 – Pendol ideal ò sempi

Integroma antlora ij doi member e i otnoma :

costandova2 cccos
l

g2

St'integral a l'é nen d'àutr che l'integral dle fòrse vive Ec  U  =  Etot . An efét, se i

moltiplicoma ij doi member për 2lm
2
1

 i otnoma l'espression :

Ecoslgmlm
2
1coslgmElm

2
1 2222 dì-a-vis

An efét, se i vardoma còs a son ij termo dl’espression, i vëddoma sùbit che1:

mEcvm
2
1lm

2
1 222 massadlacinéticaEnergia

Ël potensial U dla massa m a l'é : coslgmU  e soa derivà rispét a ds a l'é:

massa.slaanagissachefòrsalaél'atFsingm
d
dU

l
1

ds
dU

La costant E ch'i l'oma scrivù a corispond a 2lm
2
c

E .

Se adéss i foma 'ncora la posission g2
cl

e , l'equassion ccos
l

g22  a dventa

)e(cos
l

g22 , andova la costant e a l'é stabilìa da le condission inissiaj 00 e  second la

relassion )e(cos
l

g2
0

2
0 .

1 Arcordoma che i l’oma butà V· m = U
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Për che 'l moviment a sia real, a venta che lë scond member a sia nen negativ, e donca che a
sia 1e . Se 1e  a-i é mach la possibilità che a sia cos  1 e donca che a sia  0. Costa a l'é
la posission d'echilibri con ël pendol ferm al pont pì bass.

Se e  1  i l'oma che )1e(
l

g2
)1e(

l
g2 2  e donca la velocità angolar dël pendol a

dventa  mai  zero,  e  a  manten  sempe  l'istessa  diression.  Ël  pendo  a  dëscriv  tuta  la  sirconferensa  e  a
contìnua a viré.

Se e  1 (cas lìmit) a-i son le doe possibilità che 'l pendol a staga an echilibri instàbil ant la
posission  pì  àuta  dla  sirconferensa,  opura  che  a  tira  a  rivé  a  costa  posission  an  manera  asintòtica.  I
stoma nen a svilupé sto cas.

A l'é pì anteressant ël cas andova 1 e  1, che a corispond al moviment pendolar ch'i
conossoma. A l'é 'l cas andova 'l pendol a ven portà a n'àngol 0 coma col ëd figura, e lassà sensa
velocità inissial, l’equassion a dventa:

)cos(cos
l

g2
0

2 .

Për la velocità i l’oma :

0coscos
l

g2
.

A l’é ciàir che ël segn – a corispond a cand ël pendol a và (vëdde figura) da 0  a 0  e ël
segn   a corispond al percors invers. Për vëdde la durà dël periodo d’osilassion i podoma fé coma
dëscrivù sì sota:

0
0

coscos
d

g2
ldt;dt

coscos
l

g2
d

:dtpërmamoltiplicoememberescondl'përprimaëdequassionl'Dividoma

Se i voroma calcolé ël temp t che a-i và da 0  a  rivé al  pont  pì  bass M, i podoma integré
tenend cont che ant ësto tràit a val ël segn meno.

0

0 0

0

0 0 coscos
d

g2
l

coscos
d

g2
lt

As treuva ëdcò che j’àutri tre quart dël period complét T (anans e andarera) a l’han l’istessa
durà (i stoma nen a dëmostrélo) an manera che T a val:

0

0 0coscos
d

g
l2

2T

L’integrassion a peul mach esse fàita con vàire passagi ò con në svilup an serie, còsa che i
l’oma vist ant la prima part un pòch ampressa. L'arzultà a l’é:

2
sen

)n2(42
)1n2(31

2
sen

42
31

2
sen

2
11

g
l2T 0n2

2
04

2
02

2
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Se 0 a l’é bastansa cit da podèj trascuré ij termo che a conten-o sen ( 0 ), che già mach ant
l’ëscond termo a l’é già al quadrà, e donca motobin cit, antlora l’espression dël period as arduv a:

g
l2T

Costa espression a podìa esse trovà da prima, con la suposission (àngoj cit) che as podèisa dì
che 0  sen( 0),  vis-a-dì che 0 a fussa tant  cit  da fé  an manera che àngol  (an radiant)  e  so sen a
coincido.

Dinàmica dël moviment keplerian
Adéss i vardoma, da la mira dla dinàmica, ël moviment d'un pianeta antorna a soa stèila, e sì

an anteréssa 'l moviment relativ. I suponoma che stèila e pianeta a peusso esse considerà coma doi
pont, ant l'órdin P0 e P (che a corispondo s sò barisenter) con masse m0 e m.

Ij doi pont a son a distansa r e donca as atiro con na fòrsa che, an valor assolut, a val :

2
0

r

mm
F

andova  a l'é la costant ëd gravitassion universal. An sël pont P0 la fòrsa a sarà
r

PP

r

mm
F 0

2
0

0

mentre che an sël pont P la fòrsa a sarà ugual e contrària 0
0

2
0 F

r
PP

r

mm
F .

I podoma trové j'equassion dël moviment dij doi pont, rispét a un sistema d'arferiment
assolut, che a son:

r
PP

r
mm

td
Pdm;

r
PP

r
mm

td
Pdm 0

2
0

2

2

0
0

2
0

2
0

2

0

Da ste doe equassion, divident la prima për m0 e la sconda për m e peui sotraend member a
member la sconda da la prima as oten:

r
PP

r

mm

td

)PP(d 0
2

0
2

0
2

che a l'é l'equassion dël moviment relativ ëd P rispét  a P0 che a  soa vira  a  peul  esse considerà fiss  e
orìgin dël sistema d'arferiment relativ.

Vardand l'equassion i vëddoma che 'l moviment a echival a col d'un pont P ëd massa unitària

sogét a na fòrsa sentral diréta vers P0  O, che a val 2
0

r
mm .

I butoma che m0 m  M, e i notoma che la fòrsa a deriva da un potensial
r
MU . Is

arferima a figura 6.
I l'oma già vist, parland dij moviment keplerian an Cinemàtica, che për sto moviment a val

"l'integral dle surfasse ",  che  an  coordinà  polar  a  l'é  : cr 2  con c costant. Ma a val ëdcò
"l'integral dle fòrse vive " che an coordinà polar a l'é :

E
r
M)rr(

2
1EU)rr(

2
1 222222 dì-a-vis

I stoma nen a fé tuti ij passagi e le posission e vardoma mach le conclusion.
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P0

P

x

d
r

ass polar

Figura 6 - Arferiment për un moviment keplerian

Da lòn ch'i l'oma vist as riva a scrive l'equassion dla traietòria dël pont P antorna a P0, che a
arzulta esse:

)(cose1
p

r
0

andova
M

cp
2

 e 22

2

M

cE2
1e  costa  a  l'é  l'equassion ëd na cònica,  e   a  l'é  l'angol  formà da

l'ass focal ëd costa cònica con l'ass polar dël sistema d'arferiment. er che sòn a l'àbia sens a venta che a

sia 0e  e donca 2

22

c2

M
E . As peul dimostré che se se e  0 antlora l'equassion a l'é cola d'un

sercc, se 0  e  1 antlora l'equassion a l'é cola 'd n'elisse, se e  1 antlora l'equassion a l'é cola 'd na
paràbola, se e  1 antlora l'equassion a l'é cola 'd n'ipèrbol (cas che as verìfica nen ant la realità).

Moviment an s'na dàita traietòria
Se un pont P a l'é obligà a segoe na dàita lìnia da vìncoj estern ëd diferenta natura, i l'oma vist

che sti vincoj a svilupo na fòrsa R ciamà "reassion vincolar", an manera che l'equassion fondamental
dël moviment a dventa : m a  F  R.

I suponoma che ij vìncoj a sio sensa atrito e, com i vëddroma peui, a reagisso an sens normal
a la traietòria. I l'oma vist an Cinemàtica che l'acelerassion a anr  ògni  pont  as  treuva  ant  ël  pian
andividoà da la tangent a la traietòria e da la normal prinsipal. Com i l'oma già fàit an Cinemàtica, i
esprimoma sto fàit dovrand coma variàbil l'arch s dla traietòria, misurà a parte da un pont O pijà coma

orìgin. I l'oma vist che l'acelerassion a l'avrà le doe component
2

n
sa;sa   andova

22 vs  a l'é 'l quadrà dla velocità v dël pont e   a l'é 'l ragg ëd curvadura dla traietòria.
I consideroma adéss ëd proieté l'equassion dël moviment an sla tangent, la normal e la

binormal a la traietòria ant ël pont P. I l'avroma che :

0RF;RFvm;Fsm bbnn

2

t

andova i l'oma ciamà Ft , Fn , Fb , Rn , Rb  le component ëd fòrsa e reassion second le tre diression ch'i
l'oma dit.

Ant un sòlit problema la traietòria a l'é conossùa (a l'é assegnà) e donca as conòss la
curvadura ant ògni pont, a l'é conossùa la massa e le tre component dle fòrse ative. Le incògnite a son :
la fonsion s(t) vis-a-dì la lèj temporal segoìa dal moviment, e le reassion vincolar.
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La prima dle equassion ch'i l'oma scrivù, dal moment che an general )t,s,s(FF tt ,  a l'é
n'equassion diferensial dlë scond órdin da 'ndova as arcava la fonsion s(t, c1, c2) e as peulo spessifiché
le costant arbitràrie a parte da le condission inissiaj.

Na vira trovà s(t) as peul trové la velocità v coma soa derivà rispét al temp, e donca as treuva

'dcò n

2

n FvmR  da la sconda equassion. La tersa a dis giusta che se a-i é na component dla fòrsa

an sla binormal, costa a l'é anulà da la reassion vincolar che a l'é ugual e contrària.

Fòrsa sentrìfuga e reassion sentrìpeta
I ciamoma "reassion sentrìpeta dla traietòria"  la component normal dle reassion vincolar,

dàita da
2

n
vmR  e orientà vers la conca dla traietòria.

Për ël ters prinsipi general dla mecànica a costa fòrsa as opon na fòrsa ugual e contrària Rn
che a l'ha diression opòsta e che a ven ciamà "fòrsa sentrìfuga" .
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SISTEMA INERSIAJ E NEN INERSIAJ

A l’é ciàir che për esprime qualonque lej dla mecanica a venta arferisse a un sistema
d’arferiment.  Sto  sistema  a  fa  part  ëd  la  dëscrission  dël  fenòmeno  e  a  venta  che  a  sia  conossù.  Ël
sistema  a  peul  esse  arbitrari,  e  për  l’osservator  vincolà  a  col  sistema,  ël  sistema  midem  as  presenta
sempe ferm.

Un sistema d’arferiment a ven ciamà inersial se an cost sistema a valo le lej fondamentaj dla
dinamica che i l’oma vist, an manera direta e subit. As peul dëmostré fàcil che se un sistema a l‘ha un
moviment  drit  costant  rispét  a  un  sistema  inersial,  a  l’é  ancora  inersial  ëdcò  chièl,  e  tute  le  lèj  dla
dinamica a valo a l’istessa manera.

Se anvece un sistema a l’ha na qualonque acelerassion rispét a un sistema inersial, antlora a
l’é un sistema nen inersial e le lèj dla dinamica a valo pì nen an manera ditera. Sòn përchè n’osservator
vincolà a un sistema parèj a misura ëd fòrse che a son nen reaj e a son nen viste da n’osservator che a
vëdda l’istess fenòmeno da un sistema inersial.

Sistema con moviment relativ drit costant
Suponoma, an manera ideal, un laboratòri montà su un carél che a viagia sù un percors drit

con velocità costanta. Un sistema d’arferiment a l’é solidal con ël percors (sistema ferm, osservator Of )
e n’àutr sistema a l’é solidal con ël carél (sistema an moviment, osservator Om ).

An sël carél a-i é na massa m che Om a lassa tombé da na dàita autëssa. Për l’osservator Om
la massa a l’ha velocità inissial zero, mentre che për l’osservator Of  la massa a l’ha na velocità inissial
orisontal v0 che a l’é ugual a cola dël sistema d'arferiment solidal al carél. Gavà le diverse condission
inissiaj, për ël rest la massa a casca ò vertical ò con component vertical, con n’acelerassion g për tuti
doi j’osservator e tuti doi a concludo che an sla massa a agiss na fòrsa vertical che a val f m · g.

Për tuti doi a val l’istessa lege dla dinàmica e donca ij doi sistema a son inersiaj. Ël fàit che
për Om  la traietòria a sia vertical e che për Of  la traietòria a sia parabòlica  a cambia nen ël rapòrt trovà
tra la fòrsa e la massa. Për l’osservator ch'a viagia la velocità inissial a l’é zero e donch a l’é lògich che
la massa a casca  longh cola che për chièl a l’é la vertical. Për l’àutr osservator la velocità inissial a l’ha
un valor divers da zero, e donch a l’é lògich che la massa a fasa na paràbola.

Sistema con moviment relativ drit acelerà
Ant l’istessa situassion ëd prima, suponoma che ël sistema d’arferiment che a viàgia, a parte

da un dàit  temp t0 a comensa a deceleré. A ven frenà da n’acelerassion a.  Se la  massa a  peul  score
sensa atrit su un pian orisontal, për l’osservator fërm Of  la massa a continua sò movimet drit costant
scorend  an  sël  pian,  e  donca  për  chièl  gnun-a  fòrsa  a  ven  aplicà  a  la  massa.  Për  l’osservator Om la
massa, che a l’éra fërma, a comensa a boge con n’acelerassion a,  che l’osservator  a  supon che a  sia
prodovùa da na fòrsa f  m ·  a. A parte antlora da t0 ,  ël  sistema an moviment  a  l’é  pì  nen inersial,
përchè la lèj F m · a a val pì nen a l’istessa manera ant ij doi. A ven-o pì nen misurà le stesse fòrse
ant ij doi sistema. La velocità v0 ëd rabastament, che prima a l’éra costanta, adess a l’l’é pì nen. Le
fòrse ant ël sistema che a viàgia a son cole aplicà an manera direta, pì na fòrsa prodovùa da
l’acelerassion ëd rabastament, che i ciamoma at.

Sistema con moviment relativ ëd rotassion
Për avèj n’esempi ëd sòn is arferima a figura 7, andova n’osservator as treuva su un sercc che

a vira con velocità angolar , an sens antiorari, sensa che l’osservator a sàpia ëd viré. Për chièl ël sercc
a  l’é  fërm  e  sò  sistema  d'arferiment  (O, ) , vincolà al sercc, a l’é ëdcò fërm. Se con na massa
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unitària l’osservator as buta an diferent pont dël sercc, a misura un camp ëd fòrse radial, fonsion dla
distansa dal senter dël sercc e dont a conoss nen l’origin, che a val H =  r  ·  k.   Për  chièl k a l’é na
costant sperimental, ma për n’osservator fòra dël serc che as riferissa a un sistema inersial (O, x, y) sta
costant a val k .

Ant la prima dle figure ij doi sistema a son rapresentà a n’istant t0  0 andova a co-incido, ant
la sconda figura a ven arpresentà la situassion a un temp t pì tard.

Se al  temp t0  na massa che a  stà  ant  ël  pont P e che a virava ansema al sercc, a ven lassa
libera, për l’osservator an sël sercc, ël camp ëd fòrsa che a l’ha misurà a dovrìa aceleré la massa su un
ragg e féla seurte dal sercc ant ël pont an sla traietòria traitegià Për l’osservator fòra dël sercc
(inersial), la massa a l’ha na dàita velocità tangensial e na vira che a ven-a liberà a continua drita an sla
traietoria con linea contìnua an figura e tut a va bin përchè la massa a fà pròpi lòn che l'osservator as
ëspeta.

Për l’osservator an sël sercc anvece a-i é la sorprèisa ëd vëdde che la massa a fà n’àutra
traietòria che a l’é nen radial përféta, ma a curva a drita e a seurt dal pont . An manera antuitiva a l’é
fàcil dé na giustificassion ëd sòn, pensand che la massa, man man che a và vers l’anfòra, a passa su
pont che a l’han velocità tangensial sempe pì àute dla soa ëd partensa e donca a “resta andarera” rispét
al ragg an sël da 'ndova a l’é partìa.

Vëddoma  sòn  an  manera  pì  precisa  an  sto  cas  particolar,  për  peui  passé  al  sistema  che  a
n’anteressa ëd pì, che a l’é col ëd n'arferiment solidal con la Tèra..

r

O

H = r·k = r·

x

y

P

O
x

y

P

Figura 7 – Esempi ëd sistema nen inersial

Për l’osservator an sël sercc a-i é na fòrsa normal al moviment che a pròvoca n’acelerassion
normal a la traietòria an sla massa. Chièl, che a sa nen ëd virè e donca a conoss nen , a peul mach
notè che costa acelerassion a dipend da la velocità dla massa. Conossend tuti ij termo dla question,
anvece, as peul calcolè costa acelerassion complementar, coma i l’oma dësgià acenà ant la sconda part
ëd  coste  nòte,  a  propòsit  dij  moviment  relativ.  N’àutra  còsa  che  l’osservator  a  nòta  a  l’é  che  la
component radial dla velocità a chërs nen coma a dovrìa se ël camp ëd fòrse radial a continuèisa a esse
aplicà.

Vardand la situassion da fòra, coma an figura 8, e vorend calcolè l’acelerassion
complementar coma a ven vëddùa dal sercc, as peul dì:

Se  ant  un  temp dt la velocità v a fà fé a la massa ël trait OA v  · dt, ant l’istess temp la
rotassion a l’é staita  ël l’àngol · dt. e la massa a ven a trovésse ant ël pont B anvece che ant ël pont
A. L’ëspostament AB a l’é dovù a l’acelerassion complementar ac che i sercoma.
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O

B

A
v

Figura 8 – Acelerassion complementar

Për semplifiché le còse pensoma che ant l’unità ëd temp l’éspassi che a farìa la massa sensa
acelerassion complementar a valrìa OA v. Ël tràit AB (sempe ant l’unità ëd temp) a val antlora v ·
e, vist che ac ant ësto cas a l’é costant, as peul pensé che a sia fàit a la velocità media fra 0 e ac · t  ac.

Donca i podoma scrive: va
a

v c
c 2;

2
Se v e a son nen normaj tra ëd lor, l’espression pì general për st’acelerassion a l’é:

vac 2

As peul  noté che costa  espression a  l’é  ël  dobi  ëd cola che i  l’avìo trovà ant  la  sconda part
d’ëste nòte. Là, an efét, i l’avìo dovrà la notassion 2 · ac  për st’acelerassion.

Sistema d’arferiment tèrestr
An figura 9 a ven arpresentà un sistema vincolà a la Tèra, con l’ass z vist  coma vertical  da

l’osservator tèrestr e ij doi ass x e y, sempe për chièl, orisontaj.
Naturalment j’ass x e y a peulo esse orientà an diferente manere an sël pian “orisontal”. Noi i

l’oma pijaje, ant l'órdin, long ël meridian e long ël paralel con x vers mesdì e y vers alvant.
La Tèra a l’ha doi moviment rotatòri, un ëd rivolussion antorna al Sol con velocità àngolar

e un ëd rotassion antorna sò ass, con velocità angolar . L’acelerassion dël moviment antorna al sol
as peul consideré coma acelerassion ëd rabastament at , mentre cola dovùa a la rotassion antorna a l’ass
a l’é sens-àutr l’acelerassion complementar ac.

An ògni cas, l’acelerassion assoluta coma as vëdd ant un sistema inersial, a l’é fàita da tre
termo che a son l’acelerassion relativa vista da la tèra, l’acelerassion ëd rabastament e cola
complementar.

ctra aaaa

I l'oma già dit che l'acelerassion assoluta a l'é cola "giusta", l'acelerassion relativa a l'é cola
"sbalià" a rason dij moviment ëd rotassion, e ij termo ëd rabastament e complementar a son le
coression (a venta fé atension che costi termo a son nen le derivà ëd velocità). Se na massa m a l’é an
moviment ant ël sistema d'arferiment vincolà a la Tèra, coma col dla figura, g a l’é l’acelerassion ëd
gravità, F  l'arzultant dle fòrse aplicà e P m · g  a l’é sò pèis, antlora:

ctr amamPFam

Da la mira dla stàtica, anvece, le acelerassion at e ac a son zero e donca a cambia nèn tra un
sistema inersial e un sistema tèrestr. Ël valor d’ac a dipènd da la latitudine e a l’é massim a l’Equator,
mentre a l’é zero al Pòlo Nòrd. Dàita la diression dla rotassion, le acelerassion at e ac a son vers
ponent e le fòrse d’inersia complementar a son vers alvant.
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Figura 9 – Sistema d'arferiment tèrestr

Për un còrp ëd massa m che a tomba lìber da na dàita autëssa, soa velocità dòp ël temp t a val
tgv r  e l’acelerassion complementar a dventa: cos2 tgac , andova  a l'é l'àngol ëd

soa latitùdine ( a corispond a v2a c ). Se i voroma fé ij cont për costa acelerassion i podoma
pensé a na latitùdine 'd 45  (Turin) e donca  i provoma a fé casché na pera da 200 meter d'autëssa. Ël

temp ëd cascà (lassoma perde la resistensa dl'ària) a l'é [sec]63,6
g
s2

t  e l'acelerassion ac a  l'é

proporsional a costa velocità. Dal moment che për la Tèra a l'é 5102722,7
86400

2
 i l'oma che

]s/m[t001,0costg2a2 2
c  e  donca  la  velocità  che  a  l'é  consegoensa  ëd  costa

acelerassion a sarà  l'integral ant ël temp v  0,0005 t2 [m/s] mentre lë spassi ëd deviassion a sarà,
integrand ancora rispét al temp, s  1,666  10 4  t3 = 0,048 [m].

A la fin i l'oma vist che, cascand da 200 meter un còrp as ëspòsta ëd 4,8 cm për l'acelerassion
ëd Coriolis, mentre a la fin soa velocità 'd cascà a l'é a-peu-pré 65 [m/s].
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DINÀMICA DIJ SISTEMA E DIJ CÒRP

An costa part i foma l'estension a un sistema 'd pont materiaj, e a un sòlid real, dij concét ch'i
l'oma vist për un pont material. Comensoma a consideré un sistema fàit da n pont materiaj Pi , ognidun
con na massa mi , con n’arzultant dle fòrse aplicà Fi , e an moviment con na velocità vi , che a sarà, an

general, daita da:
dt
dPv i

i . Se costa a l'é la velocità dël pont al temp t, dòp un temp dt a parte da col

temp ël pont a l'avrà avù në spostament dPi v i dt.

Ël travaj elementar
Ant ël sistema che i l’oma dit, ël travaj elementar dT fàit da le fòrse, adission ëd tuti ij travaj

elementar fàit su ògni pont dël sistema, a val antlora:

dtvFdPFdT
n

ii
n

ii
11

Se ël sistema ëd pont materiaj a l’é un sistema rèid, për lòn che i l’oma già vist, dàit un pont
O qualonque d’arferiment solidal con ël sistema e la velocità angolar istantania dël sistema rispét a
sto pont, për lòn ch'i l'oma vist ant la Cinemàtica dij sistema rèid as peul scrive:

dtMvFdT

FOPMFF

OPvv

OR

i
n

1
i

n

1
iR

iOi

:antlora

arzultant)(momentefòrse)dle(arzultantbutoma  ise

:cheavromal'donca ie

Se  ël  sistema  a  l’ha  un  pont  fiss O e  cost  a  ven  pijà  coma  senter  ëd  ridussion  (pont
d'arferiment) antlora a-i é nen velocità linear vO  e ël travaj elementar a resta: dtMdT . Se
peui a-i é n’ass fiss a ëd rotassion e Ma a l’é l’adission dij moment rispét a sto ass, antlora l'espression
a peul esse secrita coma : dtMdT a .

L’energia cinética e teorema ëd König
L'energìa cinetica Ec  d'un sistema 'd n pont coma col sì dzora, a ven definìa coma l’adission

dl’energia cinética dij pont, dàita da:
n

ii vmEc
1

2
2
1

Costa a l'é na quantità scalar e positiva 'd soa natura, che a peul anulésse mach se tuti ij pont
dël sistema a son ferm.

Se adess i consideroma un pont d'arferiment qualonque O,  contut  che  a  peussa  esse
andipendent dal sistema 'd pont, con na velocità vO , për ògni pont Pi dël sistema i podoma scrive
l’identità: OOii vvvv .

Ël vetor Oi vv  a l'é nen d'àutr che la velocità relativa dël pont Pi rispét al pont O. I podoma
scrive che :
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sistemadeltotalmassalaél'aandova

:avromal'energìa  idl'espressionnòstaansostituende

m

vvmvvm
2
1vvm

2
1Ec

vvv2vvvv

Oi
n

1
iO

2
O

2
Oi

n

1
i

OOi
2
O

2
Oi

2
i

Costa espression a dà tre termo per l’energia cinética dont ël prima a l'é l'energìa cinética dël
sistema  arferì  al  pont  O,  lë  scond  a  l'é  l'energìa  che  a  l'avrìal  'l  sistema  se  soa  massa  a  fussa  tuta
consentrà ant ël pont O, ël ters a l'é un termo che a l'ha nen n'anterpretassion imedià e ch' i vëddroma
adess, ant un cas particolar.

Teorema 'd König
I suponoma che nòstr pont generich O a sia ël barisenter G dël sistema. I l’oma vist che ant

ësto cas (da la definission ëd barisenter):

0;0
11

Gi
n

ii
n

i vvmGPm :tempal  rispétderivand

Antlora l’espression dl’energia cinética ëd prima a dventa:

22

1 2
1

2
1

GGi
n

i vmvvmEc

St’espression a dis che (teorema 'd König):
l’energia cinetica d’un sistema material a l’é an ògni moment cola che a sarìa l’energia cinetica dël
barisenter G  se tuta la massa a fussa consentrà an sto pont, pì l’energia cinética corispondent al
moviment dël còrp ò sistema, relativ al barisenter.

Energìa cinética d'un sòlid
Sòn a val për un sistema qualonque ëd pont materiaj, ma adess i consideroma un sistema rèid

e un pont d'arferiment (senter ëd ridussion) O ch'a sia solidal con ël sistema.. I arpijoma l’espression
dla velocità d’un pont Pi dàit un pont generich O ëd ridussion. I ciamoma v0 la velocità dël pont O e
la velocità angolar dël sistema. I l’oma:

OPmvvm
2
1OPm

2
1Ec

OPvv

i
n

1
iO

2
O

2
i

n

1
i

iOi :prima   vistaespressionl'antsostituende

Costa espression a l'é compòsta, com i l'oma già notà, da tre part. I indicoma adess con u ël
versor dël vetor an manera che u · e i arcordoma coma a l’é definì ël moment d’inersia I
d’un sistema material rèid (fin dla tersa part). Le tre part a son:

OPmvcE;OPm
2
1cE;vm

2
1cE i

n

1
iO

2
i

n

1
i

2
0

ma la sconda part d'energìa a arzulta esse 222
i

n

1
i I

2
1uOPm

2
1cE .
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An costa espression I a l'é 'l moment d'inersia relativ a l'ass che a passa për O e a l'é paralél al
vetor dla velocità angolar.

Se adéss i consideroma 'l barisenter G  dël sistema, a parte da soa definission i podoma scrive

che : OPmOGm i
n

1
i . I consideroma, antlora, la tersa part dl'energia cinética e i l'oma :

OGmvOPmvOPmvcE 0i
n

1
i0i

n

1
i0

L'espression dl'energìa cinética total a dventa donca:

O
22

O vOGmI
2
1vm

2
1Ec

e se peui ël pont d’arferiment (ò ëd ridussion) a l’é ël barisenter G midem, antlora:

22
2
1

2
1 IvmEc O

e se peui ël barisenter G a l'é ferm antlora i l'oma giusta : 2I
2
1Ec , e sòn sempe relativ a l'ass che

a passa dal barisenter e a l'é paralél al vetor velocità angolar.
Com i l'avìo già vist, i notoma le corispondense fra moviment ëd traslassion e moviment ëd

rotassion. Passand da l'un a l'àutr la fonsion dla massa a l'é pijà dal moment d'inersia e cola dla velocità
'd trasklassion da la velocità angolar.

Teorema dle fòrse vive
Se indicoma con Fi l’adission ëd tute la fòrse che a agisso an s’un pont dël nòstr sistema, ch’a

sio esterne, interne, reassion vincolar ò àutr, i l’oma già vist che ël travaj elementar dla fòrsa a l’é:
dtvFdT ii  e  a  corispond a la  variassion dEc dl’energia cinética ò dle fòrse vive. Për l’antregh

sistema d’n pont i l’oma che:

dEcdTdtvFdTvmEc i
n

i
n

ii antloraeSe
11

2
2
1

Cost a l’é ël teorema dle fòrse vive che a dis:
Ant ël moviment d’un sistema material, con o sensa vincoj e con fòrse aplicà qualonque, la variassion
ant un interval infinitesin ëd temp dt dla fòrsa viva (energìa cinética) dël sistema a corispond a
l’adission ëd tuti ij travaj fàit ant l’istess interval da tute e mach le fòrse esterne che a agisso an sël
còrp.

Integrand l’espression a parte da un temp t0 fin-a a un generich temp t as oten:

TEcEc 0

Se ël sistema a l’é un sistema rèid, ël travaj dle fòrse interne a l’é zero e l’equassion si dzora
as arferiss al travaj ëd tute le fòrse esterne. Ël teorema a dventa:
Ant ël moviment d’un còrp rigid, con o sensa vincoj e con fòrse aplicà qualonque, la variassion ant un
interval infinitesin ëd temp dt dla fòrsa viva (energìa cinética) dël sistema a corispond a l’adission ëd
tuti ij travaj fàit ant l’istess interval da tute le fòrse che a agisso an sël sistema.

Se peui ij vincoj a dipendo nen dal temp e a-i é nen atrito alora l’equassion as arferiss mach
pì a tute le fòrse ative esterne aplicà, përchè le reassion vincolar a fan nen travaj. Sòn i lo vëddroma
'ncora peui. . Ël teorema a dventa:
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Ant ël moviment d’un sistema material, con vincoj che a dipendo nen dal temp, sensa atrito e
anvertìbije con fòrse aplicà qualonque, la variassion ant un interval infinitesin ëd temp dt dla fòrsa
viva (energìa cinética) dël sistema a corispond a l’adission ëd tuti ij travaj fàit ant l’istess interval da
tute e mach le fòrse ative che a agisso an sël còrp.

Fòrse conservative
I l'oma già vist che na fòrsa a l'é conservativa se a deriva da un potensial U, vis-a-dì che për

ògni spostament elementar dij pont Pi le fòrse Fi aplicà a fan un travaj dT che a l'é 'l diferensial total ëd
na fonsion U(x, y, z) che a dipend da la posission. Vis-a-dì ch'a venta ch'a sia :

UddPFdT i
n

1i
i

Se i consideroma un sistema 'd pont materiaj con vincoj andipendent dal temp, sensa atrito e
anvertìbij i l'oma che 'l travaj fàit da le fòrse ative conservative a corispond a la variassion dl'energìa
cinètica e sostituend i l'avroma che

dEc  dU

Costa equassion, integrà, a pòrta a n'equassion che a l'é l'istéssa 'd cola ch'i l'oma trovà për un
pont material, e che a l'é:

Ec  U  E   andova E a l'é costant.

Cost a l'é l'integral dle fòrse vive për un sistema 'd pont materiaj ò un còrp, ant le condission
ch'i l'oma spessificà. I consideroma che U a peul esse considerà l'energìa potensial Ep dël sistema, che
a dipend da la posission dël sistema midem.

Antlora l'integral dle fòrse vive a esprim la conservassion ëd l'energìa disend che :
Durant ël moviment d'un sistema material che a sia sogét a fòrse arive conservative e con vìncoj
andipendent dal temp, sensa atrito e anvertìbij, ant ògni istant as conserva l'adission dl'energìa
cinética e dl'energìa potensial dël sistema midem.

La quantità ëd moviment
Coma i l’avìo fàit për ël pont material, i podoma definì la quantità ëd moviment Q d’un

sistema ëd n pont materiaj.
An sto cas i la definima coma l'adission vetorial (geométrica) dla quantità 'd moviment ëd tuti

ij pont dël sistema, vis-a-dì:
n

ii vmQ
1

e arcordand la relassion: OPmOGm i
n

1
i  e derivandla rispét al temp, i otnoma:

Gi
n

1
iG vmQ:Qvmvm a  venpëre

Sòn a dis che la quantità ëd moviment d’un sistema a l’é sempe ugual a la quantità ëd moviment che a
l’avrìa ël barisenter se tuta la massa dël sistema a fussa consentrà an col pont.

Se i consideroma për ògni pont dël sistema tant le fòrse esterne, cole vincolar, etc. che a dan
la fòrsa Fi che a  agiss  an sël  pont Pi  quant  tute  le  fòrse interne che a  dan la  fòrsa fi che a  agiss  an
sl’istess pont, i l’oma:
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RamfFam
n

iiiiii
1

:sistemaëltutpër

andova R a l’é l’arzultant ëd tute le fòrse esterne, përchè le fòrse interne as anulo a doe a doe. I podoma
scrive:

dt
Qdvm

dt
d

dt
vdmamR

n
ii

i
n

ii
n

i
111

Sòn a dis che la derivà dla quantità ëd moviment rispét al temp a l’é ugual a la arzultant ëd tute le
fòrse esterne aplicà al sistema. An particolar se le forse esterne a l’han arzultant zero, la quantità ëd
moviment dël sistema a l’é costanta.

Dal  moment  che  a  val  ëdcò,  coma  i  l’oma  vist,  che GvmQ  e che l’acelerassion dël

barisenter a peul esse indicà con
dt
vd

a G
G  , antlora a risulta : Ram G

Ël barisenter d’un sistema as bogia coma se a fussa un pont con tuta la massa dël sistema consentrà e
con aplicà l’arzultant ëd tute le fòrse esterne.

Un cit problema coma esempi teòrich
Un mossù as treuva an s’un lagh giassà con un lìber an man. A l’é fërm e la giassa a fà gnun

atrit tant che, se ël mossù a serca ëd caminé, a sghija e a resta andova a l’é. Com a peul vnì-ne fòra?
Ël mossù con ël lìber a fà un sistema isolà, vist che l’anviron a aplica nen ëd fòrse: le ùniche

a son sò peis e la reassion vertical dla giassa che as anulo e a fan nen travaj.
Ël mossù però a peul campé via ël liber pì fòrt che a peul. Për un temp t a aplica na fòrsa F

al lìber che a pija na dàita quantità ëd moviment. L’istessa fòrsa, ma contraria a ven aplicà dal liber a
chiel che a pijà ëdcò na dàita quantità ëd moviment. Vist che a-i son nen fòrse da fòra, la quantità total
dël sistema fàit da mossù + liber a resta costanta, vis-a-dì zero. Ma vëddoma d’arzove quantitativament
ël problema.

smvkgm
smvkgm

/0;1
/0;70

12

11
lìber:

mossù:  inissiajCondission

s1,0tN100FF

s1,0tN100F

12

1

përmossùsëlanernafòrsa  int

përlìbersëlanernafòrsa  int

:lìberël  viaCampand

passiensaabial'achegiustaa  ventamossùël

antlora sm
m

vmvsm
m
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smkgvmvmsmkgtFvm
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/10;/10

2

22
2

1

11
1

1122111

Ël barisenter  dël  sistema as  bogia nen e  a  resta  an més al  lagh.  Se i  ciamoma O ël  pont  ëd
partensa  coma  origin  dl’ass  dont  as  ësvilupa  ël  moviment,   dòp  10  second  ël  mossù  a  l’é  rivà  a  na
distansa ëd x1 1, 42857... [m] mentre ël liber a l’é rivà a x2 100 [m]. Ij doi moment dël prim
ordin a son antlora rispetivament x1 ·  m1 100 e x2 ·  m2 100 che a dëmostra che ël barisenter a l’é
nen bogiàsse.
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Moment dla quantità ëd moviment
Adess i consideroma sempe nòstr sistema coma prima, e un pont d’arferiment O, rispét a cost

ògni pont dël sistema, coma i l’oma già vist, a l’ha un dàit moment dla quantità ëd moviment. I disoma
che l’adission d’ësti moment, rispét a O, ëd tuti ij pont, a l’é ël moment dla quantità ëd moviment K dël
sistema rispét a O.

ii
n

i vmOPK
1

 andova mi a l'é la massa dël pont Pi e vi a l'é soa velocità.

e  se  as  trata  d'un sistema rèid e  'l  pont  O a l'é  solidal  con ël  sistema,  i  savoma che le  velocità  d'ògni
pont a son dàite da OPvv i0i .

An cas ëd sistema rèid, antlora, sto vetor a dventa:

)OP()OP(mv)OP(mK ii
n

1i
i0i

n

1i
i

I l'oma vist che se G a l'é 'l barisenter dël sistema e m a l'é la massa total, antlora:

)OG(m)OP(m i
n

1i
i  e antlora :

)OP()OP(mv)OG(mK ii
n

1i
i0

andova 'l prim termo dlë scond member as anula se as pija G coma pont d'arferiment O opura se 'l pont
O a l'é fiss.

Adéss i consideroma na trien-a d'ass cartesian, solidal con nòstr sistema rèid ëd pont, con
l'orìgin ant O. I foma mach un cas particolar e sempi, sensa fé tuti ij cont.

I consideroma 'd pijé O ant ël pont G e j'ass cartesian coincident con j'ass sentraj d'inersia dël
còrp rèid. e che a l'avran versor, ant l'órdin, i, j, k. I l'avroma che xi , yi , zi a saran le coordinà dij pont
Pi.   Antlora  i  podoma  arpijé  lòn  ch'i  l'oma  dit  ant  la  tersa  part  ëd  coste  nòte  a  propòsit  dël  moment
d'inersia d'un sistema 'd pont materiaj, e dl'elissòid d'inersia.

I l'avijo vist che 'l moment d'inersia I  rispét  a  n'ass che  a  passava  për  l'orìgin O dj'ass
cartesian e che a l'avìa la diression dël versor u a saran  ,  ,  , cossen diretor dl'ass ,  a podìa esse
butà ant la forma:

F2E2D2CBAI 222

con A, B, C, D, E, F, costant che a dipendìo mach da le masse e da le posission dij pont, e che a valìo:

n
iii

n
iii

n
iii

n

2
i

2
ii

n

2
i

2
ii

n

2
i

2
ii

yxmF;zxmE;zymD

)yx(mC;)zx(mB;)zy(mA

Se, ant le condission ch'i l'oma dit, i andoma a proieté 'l moment dla quantità 'd moviment an
sj'ass che i l'oma dit, considerand che 'l vetor che a l'ha na diression qualonque, a l'ha component an
sj'ass cha a son p, q, r, fasend tuti ij cont i podoma conclude che le component dël moment dla quantità
'd moviment (rispét al barisenter) su costi ass, che sì i ciamoma, ant l'órdin, Kx, Ky, Kz, a saran:

dzorasìdefinìsonaandova C,B,ArCK;qBK;pAK zyx
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I notoma che A, B, C a son ij moment d'inersia dël còrp rèid, rispét a j'ass sentraj d'inersia.

Teorema dël moment dla quantità 'd moviment
Se i derivoma rispét al temp l'espression general dël moment dla quantità 'd moviment rispét

a un pont O, che an general a sarà mòbil, i otnoma:

ii
n

1
i

n

1
ii

i amOPvm
td
Od

dt
dP

dt
Kd

che, dal moment che
dt

dPi  e le relative iv  a son paralele, as arduv a:

i
n

1
i FOPQ

td
Od

dt
Kd

andova 0v
dt
Od  a l'é la velocità dël pont O, mentre

n

1
ii vmQ  a l'é la quantità 'd moviment dël

sistema. I notoma peui che lë scond termo dl'espression a echival al moment total M dle fòrse esterne

aplicà : MFOP i
n

1
i .  Se adéss i  consideroma d'arferisse a  un pont O fiss, opura al barisenter

dël  sistema (O  G), ël termo 0vQQ
td
Od

 a  val  zero dal  moment  che,  se O a  l'é  fiss  antlora

0v0 , mentre che se O  G antlora l'espression as arduv a GG vvm , che a val zero (vetor paraléj).

Se, an coste condission, i consideroma tute le fòrse, comprèise cole interne Fint , për ògni pont
i podoma scrive la quantità ëd moviment:

kiF

FOPFOPM

k

k

n

k
iiii

pontëlepontnòstrtrafòrsalaél'aandova int

int

1

1

Adissionand për tuti ij pont i, le fòrse interne as cancélo a doe a doe, coma sempe, e a resta
l’espression che i l’avìo già trovà, për la quantità ëd moviment d’un sistema ëd pont materiaj. Donca a
val l’espression:

MFOP
dt
Kd n

ii
1

Se i consideroma coma prima na rotassion rispét a n’ass aa, i l’oma già vist che për un pont
material a val la relassion: aaIKM   për ël moment dla fòrsa aplicà al pont. Për un sistema rèid
d’n pont  l’espression a val sempe, përchè M a dventa l’adission dij moment e  a l’é costant për tuti ij
pont. Se për ògni pont i i ciamoma ri la distansa dël pont da l’ass ëd rotassion, i podoma 'dcò scrive:

n
i

n
i

n
ii

n
ii

II

IIFrFrM

1

111

sistemadëlinersiad'momentëlél'aandova

As peul conclude enonsiand ël teorema:
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Durant ël moviment d'un sistema material qualonque, la derivà rispét al temp dël moment dla quantità
'd moviment rispét a un pont fiss (opura rispét al barisenter), a l'é ògni istant ugual al moment
arzultant rispét a l'istéss pont ëd tute e mach le fòrse esterne aplicà.

Sòn a veul d' che se a-i son nen fòrse esterne aplicà al sistema, opura che le fòrse aplicà a son
tale da anulé 'l moment arzultant dle mideme, antlora ël moment dla quantità 'd moviment as manten
costant.

Equassion cardinaj dël moviment d'un sòlid
A son le doe equassion che i l'oma vist ant la part fin-a sì për ij sòlid ò sitema materiaj rèid.

Se i ciamoma Q la quantità 'd moviment, R l'arzultant ëd tute le fòrse esterne aplicà, M ël moment dle
fòrse aplicà e K ël moment dla quantità 'd moviment, tuti doi arferì a un pont fiss ò al barisenter, pijàit
coma senter ëd ridussion, ste equassion a son:

M
td
Kd

;R
td
Qd

Ste equassion a carateriso 'l moviment dij sistema rèid e dij sòlid, mentre a basto nen da sole
a definì 'l moviment d0un sistema nen rèid ëd pont.

Estension ai sòlid reaj
Coma i l’oma già avù ocasion ëd dì, un sòlid, ò na surfassa ò na linea materiaj, a peulo esse

considerà n’ansema anfinì ëd particole anfinitésime, ognidùn-a che as compòrta coma un pont material
ëd  coj  che  i  l’oma  vist.  Sòn  a  veul  dì  che  tut  lòn  che  i  l’oma  vist  a  val  a  l’istessa  manera  per  coste
entità.

Le  somatòrie  a  dvento  integraj  estèis  a  tut  ël  camp  ocupà  dal  còrp,  che  a  sia  na  linea,  na
surfassa ò un volum. I l’oma vist, pr’esempi, che ël moment d’inersia d’un sistema material ëd pont
rispét a n’ass ëd rotassion a l’é la somatòria ëd tute le masse mi moltiplicà për soe distanse di da l’ass al
quadrà. Sì sota i mostroma com a cambia l’espression:

dvddmdIdmI
vv

zzi
n

i
izz

222 ;

Ant l’espression a-i é n’integral estèis a un volum e  a l’é la densità:
dv
dm . Se ël còrp a

l’é omogeni, antlora  a peul esse portà fòra da l’integral coma na costant.
Suponoma ëd vorèj trové ël moment d’inersia d’un cilinder material omogeni rispét a sò ass

geometrich. Vardoma figura 10
Se la densità dël cilinder a l’é i podoma consideré l’element dm ëd massa che a stà ant la

coron-a cilindrica ëd ragg r , spëssa n’infinitésim dr e àuta h coma tut ël cilinder.
drhrdm 2

Integrand su tut ël ragg R as treuva:

22

4
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32

2
1

2
2

RmIRhm

RhdrrhdmrI

zz

R

v
zz

:antloradensità)për(volumma

Se adess ël cilinder a vira antorna a sò ass zz con na velocità angolar , soa energia cinética a
sarà:
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Figura 10 – Moment d’inersia d’un cilinder omogeni
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2
1 RmIEc zz

Se, ant le stesse condission i vorèiso calcolé soa quantità ëd moviment:

Rm
3
2Rh

3
2

drrh2drhr2rdmvQ

3

R

0

2
R

0

R

0

Ël pèndol compost
Anvece che un pèndol fàit da un pont material e n’asta sensa massa, consideroma adess un

pèndol ëd forma qualonque. Un còrp sòlid che a bàutia antorna a n’ass, coma i podoma vëdde, coma
esempi, an figura 11.

Ël pendol a ossila antorna a n’ass che a passa për O, a l’ha un barisenter G a na distansa d da
O, e a l’ha na massa m che  a-j  dà  un  pèis P m ·  g (g  acelerassion ëd gravità). Anfin a l’ha un
moment d’inersia I  rispét a l’ass d’ossilassion. I consideroma ëdcò che ël massim angol d’ossilassion
a sia cit, ant ël sens che i l’oma vist a propòsit dël pèndol sempi.

Da lòn che i l’oma vist prima, i podoma scrive col che a l’é ël moment M dël pèis che a agiss
an sël pèndol, che a risulta:

0x
I

dmg
x

gmP;xsen;
d
x

sendP
dt

dIM
2

2

:dventaaequassionl'donca:  ipòtesinòstrean
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Figura 11 – Pèndol compòst

Arcordand lòn che i l’oma vist për ël pèndol sempi, cola che i l’oma trovà a l’é l’equassion

diferensial dël moviment d’un pèndol. Se i butoma
I

dmg2  , soa solussion a dventa:

tAx cos

Sòn i l’oma già vist-lo për ël pèndol sempi, ma adess ël perìod d’ossilassion a val:

pèndoldëllonghëssalanenpìél'aadessmasempi,pèndolëlpërcomaformalacon

antlorabutoma  ise

l

g
l2T

dm
Il

dmg
I22T

La neuva longhëssa l a l’é ciamà longhëssa ridòta e, a parte da O, a andividoa un pont O’ che
a ossila coma un pèndol ëd longhëssa l. Sto pont O’ a ven ciamà senter d’ossilassion.

Ël pendol a ossila coma se a fussa un pendol sempi 'd massa m e longhëssa l, pendù an O.

Pèndol arversibil - Misura dla gravità
Adess i consideroma un pendol dë sto tipo ma fàit coma an figura 12.
Se i l’oma un pendol compòst che a peul bautié tant antorna a O coma antorna a O’, con na

dàita possion G del barisenter (prima part ëd figura), as dëmostra che tant ossiland antorna a O coma
ossiland antorna a O’, la longhëssa ridòta l a l’é sempe l’istessa. An efét, se i ciamoma IG ël moment
d’inersia rispét a l’ass barisentrich:
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Figura 12 – Pèndol arversìbil

Col ch'i l'oma vist adéss a l'é 'l teorema 'd Huygens. Passand a la sconda part ëd la figura, i
vëddoma un pendol organisà për podèj ossilé antorna a doi pont O e O’, con doe masse M e M’ che a
peulo esse spostà an sl’asta. Për tentativ as ëspòsto le masse an manera che ël pèndol a l’abia l’istess
period d’ossilassion tant se a ven pendù an O coma se a ven pendù an O’.

Da lòn che i l’oma vist, sto period a val:
g
lT 2  andova l a l’é la distansa tra O e O’.

Vist che la distansa as peul misuré con precision àuta e ël perìod ëdcò, sto pendol a serv për misurè

l’acelerassion ëd gravità g, che a sarà:
T

lg
24 .

Ël pendol balistich – Velocità d’un proiétil
A serv për misurè la velocità d’un proiétil sparà da na boca da feu, coma un fusil. A sarìa bin

complicà, an efét, misurè spassi e temp e féne ël rapòrt. An pì, lë spassi a dovrìa esse pitòst long për
avèj un temp che as peussa misurè con magara d’ëstrument bin complicà, e ant ësto spassi la velocità a
cambierìa. Con ël sistema dël pèndol balistich as peul misurè la velocità a la distansa che as veul. Ël
pèndol balistich a l’é ilustrà an figura 13.

As podrìo fé ëd considerassion an sl’energia cinética e potensial, ma a sarìa dificil stabilì la
posission dël barisenter, che a dipènd da quant ël proiétil a intra ant la cassiëtta che i vëddroma e da
l’energia perdùa an calor. As peul fé a meno ëd savèjlo e nen fé dipende la misura da grandësse dificij
da misurè.

La massa M dël pendol a l’é conossùa e a l’é fàita da na cassiëtta pendùa che a peul fërmé ël
proiétil (pr’esempi pien-a ëd sàbia e fàita an manera ëd nen pèrde sàbia cand che a riva ël proiétil). Ël
proiétil a l’ha na massa m conossùa, e as peul misurè l’angol  andova ël pendol as pòrta cand a riva ël
proiètil.

:él'apèndolëlpijaacheitàLa  velocnelongassiomassimalatreuvaasàngoll'Da

:proiétildëlmovimentëdQuantità

va

vmq pp
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Con la misura d’a e T as peul donca calcolé la velocità che i sercavo.

a

boca da feu

vvp

m
M

proiétil

Figura 13 – Pendol balistich

Còrp an rotassion lesta
Sì i arpioma e slargoma un pòch l’ëstudi d’un còrp che a vira antorna a n’ass. An particolar i

consideroma cola situassion andova j’efét dla rotassion a peulo vnì pì gròss e motobin pì gròss dj’efét
dël pèis dël còrp.

Camp ëd la fòrsa sentrìfuga
La fòrsa sentrifuga as arléva an tuti ij còrp an rotassion. I l’oma vist che na massa, për fé na

traieòria sircolar, a l’ha da manca dl’assion ëd na fòrsa sentripeta an diression e vers dël senter ëd
rotassion. La reassion a costa fòrsa a l’é na fòrsa sentrìfuga ugual e contraria.

Se i pensoma a na massa che a vira antorna a un pont, tnùa da un fil, i podoma dì che ël fil a
aplica a la massa n’acelerassion sentrìpeta che moltiplicà për la massa midema a dà la forsa che a
òbliga la massa a virè anvece che andé drita. Sta fòrsa a tira a avziné la massa al senter, ma sòn a càpita
nen përchè la massa a reagiss con la fòrsa che a ten tirà ël fil e che a tend a slontané la massa dal senter,
vis-a-dì la fòrsa sentrifuga. Ste doe fòrse a son an echilibri e la distansa dal senter a resta costanta.

Se  a l’é la velocità angolar, e  a l’é la densità dël còrp, su ògni element ëd massa dm  dël
còrp, che as treuva a distansa r da l’ass ëd rotassion, a agiss na fòrsa sentrifuga dFs che a l’é:

còrpdëlël  volumél'aandova vdvrdmrFd s
22

I podoma definì un camp ëd la fòrsa sentrìfuga coma la fòrsa che ant ògni posission a-i sarìa
an sl’unità ëd massa. Sto camp a corispond a l’acelerassion sentrìfuga: rH s

2 .
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Echilibri dla rotassion
Se na massa dm a l’ha na massa ugual e simétrica da l’àutra part ëd l’ass, le doe fòrse an ste

doe masse as anulo l’un-a con l’àutra. Se l’adission ëd tute le fòrse sentrìfughe a l’é zero, antlora a-i é
n’echilibri dë ste masse antorna a l’ass ëd rotassion. Sòn a l’é sens-àutr vèra për còrp omogeni che a
viro antorna a un sò ass ëd simetria.

Arpijoma adess ël discors ëd coma a cambia ël moment d’inersia con l’ass ëd rotassion, che i
l’avìo ancaminà parland ëd geometrìa dle masse. As peul dëmostré che antorna ai tre ass sentraj
d’inersia le condission dl’echilibri dla rotassion a son sodisfàite. Tuti j’ass andovaj ste condission a son
sodisfàite, e an particolar j’ass sentraj d’inersia, as ës-ciamo ass ëd lìbera rotassion,  përchè an coste
condission, a part ël vincol che a deuv sosten-e ël pèis dël còrp, la rotassion a pròduv nen d’àutre
solecitassion an sij supòrt, che a podrìo, teoricament, ëdcò nen essje.

An figura 14 i l’oma arpresentà un cilinder material che a l’é sostnù dal pivò aa,  che a peul
viréje antorna, a metà ëd soa autëssa. ël pivò a l’é su un sostegn a forsela che a vira antorna a sò ass
vertical.  An partensa ël  cilinder  a  l’é  vertical  e  a  vira  lest  antorna a  sò ass  e  rispët  a  cost  ël  moment
d’inersia a l’é minim (ass ëd figura).

An coste condission, se ël cilinder a l’é vertical përfét e l’ass ëd rotassion a l’é precis sò ass,
la rotassion a l’é an echilibri.

Ma se për qualonque rason as produv un cit ëspostament ëd l’ass ëd rotassion, coma a l’é
mostrà ant la vista lateral (sconda figura), le fòrse sentrìfughe a son pì nen completament compensà. As
produv na cobia che a fà viré ël cilinder antorna al pivò aa. Le fòrse dël camp sentrifugh a peulo parèj
slontané da l’ass ëd rotassion le masse, e sòn a corispond a fé chërse ël moment d’inersia. An efét ël
cilinder a pija la posission che a corispond a viré antorna a l’ass dont a corispond ël massim moment
d’inersia (tersa part ëd la figura). Costa a l’é na posission stabil, përchè le stesse fòrse sentrifughe as
opon-o a variassion ëd l’ass

Cilinder

a
a

pivò
sostegn

ass an rotassion

cit ëspostament
dl’ass dël cilinder

F

F

Figura 14 – Echilibri ëd rotassion instabil e stabil

Për ògni còrp, antlora, la rotassion an echilibri stabil a l’é cola antorna a l’ass sentral andova
ël moment d’inersia a l’é massim.
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Efét viroscòpich
I consideroma un còrp pesant con con l’ass sentral stabil d’inersia motobin pì long ëd j’àutri,

coma un disch ò n’anél che a vira antorna a l’ass ëd simetria che a passa da sò senter, dël tipo ëd col
arportà an figura 15. Suponoma peui che l’elissòid d’inersia a sia rotond (j’àutri doi ass a sio uguaj).

Ël còrp a l’é fàit viré lest, an quàich manéra, antorna a sò ass sentral ëstabil e a l’é montà an
manera che a peussa assume qualonque orientament ant l’ëspassi. As vëdd che orientand ël supòrt, a
man da fòra, an qualonque diression, la diression ëd l’ass ëd rotassion a cambia nen, e a sent gnanca la
rotassion dla tera, ant ël sens che se l’ass a l’é orientà vers na stèila fissa, as manten an cola diression.

Se i scrivoma l’equassion dij moment: dtMKd  andova K a l’é l’arzultant dël moment
dle quantità ëd moviment e M l’arzultant dij moment dle fòrse che a agisso da fòra, ël tut arferì a un
pont O, i vëddoma che la variassion dK ant ël temp dt a l’é paralela a M e donca ant ël temp l’ass ëd
rotassion a tira a esse paralel a K.

Ant la situassion ëd figura, peui, i l’oma già për costrussion che ël vetor , velocità angolar, a
l’é paralel a l’ass sentral e i podoma supon-e che ël moment dle fòrse che a fan viré ël còrp e a manten-
o la rotassion a sia paralel a l’ass dël còrp. An tuti ij cas, j’orientament ëd l’ass sentral, , K, M, a son ò
a dvento paraléj.

Montagi për rotassion ëd l’ass
a tre gré ëd libertà

K

Figura 15 – Viroscòpi con tre gré ëd libertà

I vardoma pì precis la situassion. Se un còrp a vira motobin ampressa antorna a l'ass prinsipal
d'inersia relativ a un pont O,  ma i podoma fé che pensé che as trata 'd l'ass sentral d'inersia relativ al
barisenter G,  e se i ciamoma z st'ass, an manera che la velocità angolar , con component p, q, r,  a sia
, an pràtica orientà second l'ass z, an manera che ij rapòrt p/r e q/r a  sio  motobin  cit,  ëdcò  l'ass  ëd
rotassion velòce a tira a butesse paralel al moment M.

I consideroma antlora un còrp che a l'àbia na strutura viroscòpica e che a vira antorna a l'ass
sentral prinsipal z (che donca a passa dal barisenter G, che i consideroma fiss) con versor k.  Rispét a
st'ass ël còrp a l'ha moment d'inersia Iz mentre second j'àutri doi ass ij moment d'inersia a son Ix Iy , e
i consideroma che Iz  a  sia  pì  gròss  ò  almanch  dl'istéss  órdin  dj'àutri  doi.  I  suponoma  peui
d'adissioné le doe component second j'ass x e y dla velocità angolar e i scrivoma :

jqips  an manera che i l'àbio krs .
Ël moment dla quantità 'd moviment K dël còrp a sarà dàita da :

krIsIK zx

I notoma che, da le posission ch'i l'oma fàit, as peul dimostré che, se i consideroma

l'orientament ëd l'ass z variàbil ant ël temp, i l'oma che s
td
kd

k . Sòn a veul dì che se as conòss al

fonsion k k(t), antlora as conòss ëdcò la fonsion s s(t).
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Adéss i podoma consideré doi moviment për nòstr còrp, andova l'orientassion ëd l'ass (versor
k ) a càmbia ant ël temp con l'istessa lèj k k(t). La diferensa fra ij doi moviment a l'é che ant ël prim
la component r dla velocità angolar a l'é r  0 mentre  ant  lë  scond  moviment  costa  component  a  l'é
gròssa e a val r  r0), mentr j'àutre condission a son istesse.

Për ël prim moviment ël moment dla quantità 'd moviment K a sarà dàita da sIK x ,
mentre lë scond moviment a l'avrà un moment dla quantità 'd moviment K* che a sarà anvece dàita da

krIsIK 0zx
* .

Adéss i scrivoma che moment M a-i và, ant ij doi cas, për produve la variassion ëd k ant ël

temp, partend da l'equassion cardinal dël moviment M
td
Kd

.

Ant ël prim moviment i l'avroma che a-i và un M dàit da td
sd

IM x   mentre ant lë scond

moviment a-i va un M*  dàit da krI
td
sd

IM 0zx
*

Sòn a dis che se 'l còrp a vira ampressa antorna a l'ass z, a-i và un moment motobin pì gròss
për sposté la diression dl'ass ëd rotassion.

Oltra a la tendensa a manten-e l’ass ëd rotassion, n’efét anteressant dël viroscòpi a l’é ël
moviment ëd precession. I vardoma figura 16.

F

r

z

y

x

M
moviment ëd

precession che
a tira a alineé

 con M

Figura 16 – Moviment ëd precession

Ël viroscòpi ha l’ha sempe tre gré ëd libertà e a vira antorna a l’ass x con na velocità angolar
.  Se  as  aplica  na  fòrsa F coma an figura, a distansa r dal barisenter, che a tira a sposté l’ass ëd

rotassion fasend viré ël sistema antorna a l’ass y, vis-a-dì as aplica un moment che a val FrM ,
anvece d’osservé sta rotassion, as vëdd che ël sistema as buta a viré antorna a l’ass z, coma indicà an
figura. Sensa dé tuta la spiegassion rigorosa d’ësto fàit, i disoma che sòn a l’era antevëddù da lòn che i
l’oma dit prima, vis-a-dì che l’ass as ëspòsta sercand ëd butesse paralel a M. Ël moviment a continua
përchè ël sistema a rabasta an sò moviment ëdcò la forsa F.

Sto moviment a l’é ciamà ëd precession.  Se  sto  moviment  a  ven  fërmà  da  fòra,  antlora  la
forsa F a fà viré efetivament ël sistéma antorna a l’ass y. An realtà, pen-a la fòrsa a ven aplicà, costa a
pròvoca na deviassion cita dl’ass ëd rotassion, e la precession as ësvilupa coma reassion.
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Pàgina lassà veuida apòsta


